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PREFACIO 


Precalculo: Funcionesy graficas es uno de los tres libros de precalculo en la serie del 
autor. En esta edicion se incluyeron varias mejoras gracias a la generosa respuesta de 
un gran numero de usuarios de la edicion anterior, asi como a los resultados del trabajo 
de investigacion de los instructores, al trabajo de los departamentos de matematicas, de 
los organizadores de cursos y de los catalogos de las escuelas. Tambien es fundamental 
para el mejoramiento y efectividad del libro, su uso en el salon de clase y su retroali- 
mentacion, ambas condiciones de las que esta cuarta edicion de Precalculo: Funciones 
y graficas se ha beneficiado ampliamente. 

Enfasis y estilo 

El texto esta escrito para ser comprendido por los estudiantes. Se puso gran cuidado en 
que su contenido fuera matematicamente correcto y accesible a los estudiantes. Se puso 
mayor enfasis en las habilidades computacionales, ideas y en la resolucion de proble- 
mas que en la teoria matematica. Se omitieron la mayoria de las derivaciones y pruebas 
excepto en los casos en que su inclusion clarifica de manera importante la comprension 
de un concepto en particular. A menudo los conceptos generales y resultados se presen- 
tan hasta despues de haber analizado los casos particulares. 

Ejemplos y problemas seleccionados 

Se incluyeron mas de 375 ejemplos totalmente resueltos para introducir conceptos y 
para demostrar las diversas tecnicas en la solucion dc problemas. Despues de cada 
ejemplo se incluyen problemas similares seleccionados para que el estudiante los re- 
suelva mientras lee el material. Esto involucra de manera activa al estudiante en el 
proceso de aprendizaje. Al final de cada seccion se incluyen las respuestas de los pro¬ 
blemas seleccionados para que se encuentren facilmente. 


Exploration, analisis y grupo de actividades 

Cada seccion contiene cuadros de exploracidn y analisis, colocados en lugares adecua- 
dos, con el fin de animar a los estudiantes a pensar acerca de la relacion o proceso antes 
de que se de el resultado o para investigar otras consecuencias de un desarrollo en el 
texto, asi como el de motivarlos a verbalizar los conceptos matematicos, resultados y 
procesos, como se hace con los problemas seleccionados y en problemas particulares 
en casi cada conjunto de ejercicios. El material de exploration y analisis tambien se 
puede usar tanto en clase como en actividades de grupo extraescolares. Ademas, antes 
del repaso incluido al final de cada capitulo, se inserto un capitulo especial de activida¬ 
des en grupo que involucran diferentes conceptos analizados en el mismo. Todas estas 
actividades especiales se resaltan para enfatizar su importancia. 

Conjuntos de ejercicios 

El libro contiene mas de 5 600 problemas. Cada conjunto de ejercicios esta disenado de 
manera que un estudiante promedio o por debajo de el experimente el exito y de que 
represente un reto para un estudiante muy capaz. La mayoria de los conjuntos de ejerci- 
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cios estan divididos en los niveles A (de rutina. faeil men . B | mecanizacion 

mas dificil), C (mecanizacion dificil y algo de teoria v. p ek Los problemas de 
aplicacion mas dificiles estan marcados con dos estre, f^, has : aplicacion mode- 
radamente dificil con una (*), y los de aplicacion mas tied :: . 2 marcados. Note, 

por favor, que a veces se le pide al estudiante realizar is re: a mano y despues 

comprobar sus resultados con la ayuda de un disposit: : parlesnan, aunque el uso 
de este es opcional. 

Aplicaciones 

Uno de los principales objetivos de este libro es propomc-^r 2 los esmdiantes una 
experiencia importante en el modelamiento y resolucwn oc ppcoimas del mundo real. 
Se incluyen suficicntes aplicaciones para convencer a un il esceptico de que las 
matematicas son realmente utiles. Se incluye tambten _n s& ce de aplicaciones para 
ayudar a la localization de algunas en particular La —< — 2 de las aplicaciones son 
versiones simplificadas de problemas del mundo realados ae re\istas y libros pro- 
fesionales, por lo que no es necesario ser especiahs a para resolver cualquiera de las 
aplicaciones. 

Como muchos estudiantes se preparan para el esmow de calculo con este libro, los 
ejemplos y ejercicios que son especialmente adecuados para esta materia se niarcan 
con j . 

Tecnologia 

El termino generico “dispositivo de graficacion’' se usa para referirse a cualesquiera de 
las diferentes calculadoras graficas 0 paquetes de software para computadora de los 
que podria disponer el estudiante que usa este libro. Atm cuando el uso de un dispositi¬ 
vo dc graficacion es opcional. es comun que muchos estudiantes y maestros quieran 
usar alguno, asi que para ayudarlos desde el capitulo 3 hasta el final del libro, se inclu- 
yeron actividades opcionales en las que se puede usar algun dispositivo de graficacion. 
Se incluyen ademas breves analisis, ejemplos o panes de ejemplos resueltos con un 
dispositivo de graficacion, y tambien problemas para que el estudiante los resuelva. 
Todo el material que ofrece la opcion de usar un dispositivo de graficacion esta clara- 
mente identificado con el simbolo y se puede omitir sin que se pierda la continui- 
dad. si asi se desea. 

Graficas e ilustraciones 

Todas las graficas e ilustraciones incluidas en esta edicion son nuevas. El total dc las 
graficas se realizaron por computadora para asegurar su exactitud matematica. Las 
pantallas del dispositivo de graficacion que se muestran en el texto son las salidas 
reales de una calculadora grafica. 

Ayudas importantes a los estudiantes 

Para indicar las anotaciones de ejemplos y su desarrollo se usan leyendas a color, esto 
con la finalidad de ayudar a los estudiantes a superar las etapas criticas. Los cuadros 
con lineas discontinuas (cuadros para pensar) se usan para encerrar los pasos que a 
menudo se realizan mentalmente. Los cuadros con pantalla (sombreados) se utilizan 
para resaltar definiciones importantes, teoremas, resultados y procesos paso a paso. 
Los cuadros de atencion aparecen en las partes del texto en las que es frecuente que 
los estudiantes se equivoquen (vease la seccion 1-7). El uso funcional de cuatro colo¬ 
res mejora la claridad de muchas ilustraciones, graficas y desarrollos, y guia a los 
estudiantes a traves de ciertos pasos criticos. Las letras negritas se usan para introdu- 
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cir nuevos terminos y resaltar comentarios importantes. Las secciones de repaso del 
capitulo, incluyen un repaso de todos los terminos importantes y simbolos, asi como 
un extenso ejercicio de repaso. Los ejercicios de repaso acumulativos que se encuen- 
tran despues de cada segundo o tercer capitulo proporcionan practica adicional a los 
estudiantes. Las respuestas a los ejercicios de repaso, insertados en secciones ade- 
cuadas, se incluyen al final del libro. Las respuestas a todos los demas problemas 
impares tambien se encuentran al final del libro. Los resumenes de formulas y sim¬ 
bolos (colocados en las secciones en que se introdujeron) se encuentran en las solapas 
interiores del libro para una adecuada referencia. 

Cambios principales de la tercera edicion 

Como antes se menciono, las actividades de exploration y analisis se distribuyeron de 
manera uniforme en todo el libro. Esos nuevos elementos incluyen preguntas de explo¬ 
racion y analisis en el texto y en los conjuntos de ejercicios, asi como en las actividades 
de grupo del capitulo. El material en el que el uso de los dispositivos de graficacion es 
opcional esta tambien distribuido uniformemente. 

En el capitulo 1, las ecuaciones lineales y sus aplicaciones se abordan en una 
seccion, y se agrego una nueva en la que se estudian los sistemas de ecuaciones lineales 
y sus aplicaciones. 

En el capitulo 2, se combinaron las secciones de ayudas para graficacion de fun- 
ciones y operaciones con funciones, esto con el fin de exponer estos temas en forma 
mas concisa. Ademas se traslado la seccion sobre funciones racionales al capitulo 3. 

Se organizo y reviso ampliamente el material del capitulo 3, esto debido en gran 
parte al efecto que los dispositivos de graficacion han tenido en algunos de esos temas. 
La seccion 3-2 trata ahora con los metodos para encontrar las raices exactas, incluyen- 
do todas las raices racionales, y en la seccion 3-3 se realiza un acercamiento a las raices 
reales. 

En el capitulo 6, se resumieron en una seccion los metodos para resolver ecuaciones 
trigonometricas; de nuevo se refleja algo del impacto que la tecnologia ha tenido en la 
resolucion de ecuaciones. En el capitulo 7, se resumio tambien en una sola seccion el 
tratamiento de coordenadas polares y graficas polares. 

Como en esta edicion se aborda en el capitulo 1 la resolucion de dos ecuaciones 
lineales con dos variables, la primera seccion del capitulo 8 ahora se concentra en los 
metodos graficos y metodos para matrices, y en el capitulo 9 se dedica una seccion a la 
suma y multiplication de matrices. 

Las tecnicas de conteo se cambiaron al capitulo 10 y se elimino el material restan- 
te de probabilidad. 

Material de apoyo 

Un conjunto amplio de materiales de apoyo, tanto para el estudiante como para el maestro, 
esta disponible para usarse con este texto. 

Libro del maestro: Este auxiliar contiene todo el material del texto de la edicion para 
el estudiante, ademas las respuestas a todos los ejercicios del libro de texto. (La edicion 
para el estudiante contiene las respuestas a los ejercicios seleccionados.) 

Manual de soluciones para el estudiante: Este suplemento, escrito por Fred Safier 
del City College de San Francisco, esta disponible a la venta al estudiante, e incluye 
soluciones detalladas de todos los problemas impares y de la mayoria de los ejercicios 
de repaso. 

Manual de soluciones para el maestro: Este manual, escrito por John R. Martin del 
Tarrant County Junior College, proporciona soluciones a los problemas pares y res¬ 
puestas a todos los problemas del texto. 



Manual de recursos del maestro: Este suplemento proporciona transparencias maes- 
tras y examenes muestra, preparados por Mark Serebransky del Camded County Col lege, 
para cada capitulo del texto. 

Banco de reactivos impresos y en disquetes: Se dispone de un banco de reactivo para 
computadora, preparado por la companla ESA con la elaboration de Thomas Roe de 
la South Dakota State University, dicho banco proporciona una variedad de formatos 
que le permiten al maestro crear pruebas usando tanto preguntas de examen generadas 
mediante algoritmos como mediante el banco de reactivos estatico. Este sistema de 
examenes le permite al maestro escoger preguntas, ya sea manual o aleatoriamente por 
secciones, tipos de preguntas, nivel de dificultad y otros criterios. Este software de 
examenes esta disponible para computadoras personales y Macintosh. Una version del 
banco de reactivos, impresa en pasta suave, preparada por Mark Stevenson del Oakland 
Community College, proporciona la mayoria de las preguntas que se encuentran en la 
version para computadora. 

Series de video por Barnett/Ziegler/Byleen: Curso en video, nuevo y creado para 
esta edition, proporciona a los estudiantes refuerzos para la comprension de los temas 
presentados en el libro, ubicados de manera especifica en el texto y que poseen una 
efectiva combination de los metodos de aprendizaje, incluyendo la instruction perso¬ 
nal, graficas en el estado del arte y aplicaciones del mundo real. 

Diagrama interactivo en CD-ROM: Este paquete de software esta disponible a la 
venta para el estudiante. Este CD contiene 45 diagramas interactivos que se disenaron 
para usarse con este libro. Cada diagrama interactivo (Dl) es una version separada de 
JavaAplett que contiene una ilustracion que el usuario puede manipularpara ir mas alia 
de la comprension conceptual del tema presentado. En cada section del texto para el 
que se ha creado un Dl, se ha colocado un icono ■ © ) en el margen. 

Tutorial con multimedia: Este suplemento de multimedia es un tutorial autorregulado, 
relacionado de manera especifica con el texto y refuerza los temas mediante infinidad 
de oportunidades para repasar conceptos y practicar la solution de problemas. 

Ademas de los material es de apoyo mencionados, se esta desarrollando otro tipo 
de tecnologia y apoyos auxiliares en red, que daran soporte a las necesidades de la 
tecnologia siempre cambiante en algebra universitaria y precalculo. Para mayor infor¬ 
mation acerca de estos o cualquiera de los suplementos, por favor contacte a su repre- 
sentante de ventas local de McGraw-Hill. 


Exactitud 

Debido a la cuidadosa revision y prueba de la obra por diferentes maestros de matema- 
ticas (realizada en forma independiente), los autores y editores creemos que esta 
sustancialmente libre de errores. Sin embargo, si encontrara alguno, le agradeceriamos 
que enviara sus observaciones a: Michael R. Ziegler, 509 West Dean Court, Fox Point, 
WI 53217; o, por email, a michaelziegler@execpc.com. 
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* En la Seccion 11 -6 se usan 
conceptos trigonometricos 
de los capitulos 5 y 6. 
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AL ESTUDIANTE 


Para ayudarle a obtener lo mejor de este libro, y de su esfuerzo, se sugiere lo siguiente. 

Estudie el texto siguiendo el proceso de cinco pasos que en seguida se enumera. 
Para cada seccion: 


1. Lea un desarrollo matem^tico. 

Repita el ciclo 1-2-3 

2. Trabaje mediante los ejemplos ilustrativos. 

■ hasta que haya terminado 

3. Trabaje el problema seleecionado. 

la seccion 

4. Revise las ideas principals de la seccidn. 


5. Realice los ejercicios asignados al final de cada seccion. 


Todo lo anterior se debe hacer con una calculadora, suficientes hojas de papel, 
lapices y un recipiente para la basura a la mano. De hecho, no se deberia leer un libro de 
matematicas sin lapiz y papel a la mano; las matematicas no son un deporte para verse. 
Asi como no se puede aprender a nadar observando nadar a otra persona, tampoco se 
puede aprender matematicas solo con estudiar los ejemplos resueltos (se deben resol¬ 
ver problemas, y montones de ellos). 

Si tiene calculadora grafica o acceso a una computadora con software matemati- 
co, como Maple o Mathematica, debe poner especial atencion a los comentarios, cua- 
dros de exploracion y analisis y ejercicios marcados con el icono ip. Este es material 

opcional que se ha incluido para ayudarle a aprender de manera efectiva el uso de la 
tecnologia como parte del proceso en la solucion de problemas. Si no tiene acceso a 
estos dispositivos, omita este material, ya que podria implicar calculos que no se pue- 
den realizar a mano. 

Si se le dificulta con el curso, entonces, ademas de realizar las tareas regulares, 
invierta mas tiempo en los ejemplos y problemas seleccionados y haga mas ejercicios 
tipo A, aunque no se le hayan asignado. Si, por el contrario, le parece demasiado facil, 
entonces realice mas ejercicios tipo C y problemas de aplicacion, aun cuando no se le 
hayan asignado. 


Raymond A. Barnett 
Michael R. Ziegler 
Karl E. Byleen 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


Uno de los usos importantes del algebra es la solucidn de ecuaciones y desigualda¬ 
des. En este capitulo se abordaran los metodos para resolver ecuaciones y des¬ 
igualdades lineales y no lineaies. Ademas, se consideraran diferentes aplicaciones 
que se pueden resolver con estos. En el capitulo 3 se analizaran otros metodos para 
resolver ecuaciones poiinomiales. 


SECCION 



Ecuaciones lineales y aplicaciones 



Ecuaciones 

Solucion de ecuaciones lineales 

Una estrategia para resolver problemas con literales 

Problemas numericos y geometricos 

Problemas de razon y tiempo 

Problemas con mezclas 

Algunas observaciones finales respecto de las ecuaciones lineales 


Una ecuacidn algebraica es un enunciado matematico que relaciona dos expresiones 
algebraicas que involucran al menos una variable. Algunos ejemplos de ecuaciones con 
la variable x son 


\ + x x — 2 
2x 2 - 3x + 5 = 0 V7T4 = x — 1 

El conjunto de reemplazo, o dominio, de una variable se define como el conjunto de 
numeros que permiten reemplazar a la variable. 


Suposicion Sobre los dominios de las variables 

A menos que se establezca lo contrario, se supone que el dominio de una variable 
es el conjunto de aquellos numeros reales para el cual las expresiones algebraicas 
que implican la variable son numeros reales. 


Por ejemplo, el dominio de la variable x en la expresion 


2x - 4 


es R, el conjunto de todos los numeros reales, como 2x — 4 representa un numero real 
para todos los reemplazos de x por numeros reales. El dominio de x en la ecuacion 

_L = 2 

x x - 3 

es el conjunto de todos los numeros reales excepto 0 y 3. Estos valores se excluyen, ya 
que el miembro izquierdo no esta definido para x = 0 y el miembro derecho no esta 
definido parax = 3. 
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Los miembros de la izquierda y derecha representan numeros reales para todos los 
otros reemplazos de x por numeros reales. 

El conjunto solution de una ecuacion se define como el conjunto de los elemen- 
tos en el dominio de las variables que hacen que la ecuacion sea verdadera. Cada ele- 
mento del conjunto solucion se denomina solucion, o raiz de la ecuacion. Resolver 
una ecuacion es encontrar el conjunto solucion de la ecuacion. 

Una ecuacion se llama identidad si la ecuacion es verdadera para todos los ele- 
mentos del dominio de la variable o ecuacion condicional si es verdadera solo para 
ciertos valores del dominio y falsa para otros. Por ejemplo, 


2x - 4 = 2(x - 2) y 


_5_ 5 

x 2 — 3x x(x — 3) 


son identidades, ya que ambas ecuaciones son verdaderas para todos los elementos de 
los respectivos dominios de sus variables. Por otro lado, las ecuaciones 


x - 1 * 

son ecuaciones condicionales, puesto que, por ejemplo, ninguna de las ecuaciones es 
verdadera para el dominio con valor 2. 

Saber el significado del conjunto solucion de una ecuacion es una cosa; encontrar- 
lo es otra. Para este fin se introduce la idea de ecuaciones equivalentes. Se dice que dos 
ecuaciones son equivalentes si ambas tienen el mismo conjunto solucion para un con¬ 
junto de reemplazo dado. Un metodo basico para resolver ecuaciones es realizar las 
operaciones sobre las ecuaciones que produzcan ecuaciones equivalentes mas simples, 
y continuar el proceso hasta llegar a un punto en que la solucion sea obvia. 

La aplicacion de alguna de las propiedades de igualdad que se explican en el Teo- 
rema 1, production ecuaciones equivalentes. 


Teorema 1 Propiedades de igualdad 

Para cualesquiera de los numeros reales a,byc : 


1. Si a = b, entonces a + c = b + c. 

2. Si a — b, entonces a — c = b — c. 

3. Si a = b, entonces ca — cb,c # 0. 

4. Si a = b, entonces — = — , c # 0. 

c c 

5. Si a = b, entonces cualquiera de las 
dos puede reemplazar a la otra en 
cualquier enunciado sin cambiar la 
veracidad o falsedad de este. 


Propiedad de suma 
Propiedad de resta 
Propiedad de multiplicacidn 

Propiedad de division 
Propiedad de sustitucidn 


• Solucion 
de ecuaciones 
lineales 


Ahora la atencion se enfocara en los metodos para resolver ecuaciones de primer grado 
o lineales con una variable. 
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DEFINICION 1 


EJEMPLO 1 


Solucion 


Comprobacion 


Ecuacion lineal con una variable 

Cualquier ecuacion que se puede escribir en la forma 

Forma estandar 

se denomina ecuacibn lineal o de primer grado con una variable, donde ay b 
son constantes reales y x es una variable. 

Sx - 1 = 2(x + 3) es una ecuacion lineal, porque se puede escribir en la forma estandar 
lx - 7 = 0. 


Solucion de una ecuacion lineal 

Resuelva 5* - 9 = 3x + 7 y compruebe el resultado. 

Se usan las propiedades de igualdad para transformar la ecuacion dada en una ecuacion 
equivalente cuya solucion sea obvia. 


5x — 9 = 3x + 7 

Ecuacidn original. 

5jc — 9 + 9 = 3*4-7 + 

Sume 9 en ambos lados. 

5x = 2>x + 16 

Combine terminos semejantes 

5x = 3x + 16 

Reste lx de ambos lados. 

2x — 16 

Combine terminos semejantes. 

2x 16 



- Divida ambos lados entre 2. 

2 


x = 8 Simplifique. 


El conjunto solucion para esta ultima ecuacion es obvia: 

Conjunto solucion: {8} 

Y como la ecuacion a- = 8 es equivalente a todas las ecuaciones anteriores a la solucion, 
{8} tambien es el conjunto solucion de todas esas ecuaciones, incluyendo la ecuacion 
original. [Nota: Si una ecuacion solo tiene un elemento en su conjunto solucion, por lo 
general se usa la ultima ecuacion (en este caso, x = 8) en lugar de usar la notation del 


conjunto para representar la solucion.] 


5x - 9 = 3x + 7 

Ecuacion original. 

5(8) -9 1 3(8) + 7 

Sustituya x = 8. 

40 — 9 1 24 + 7 

Simplifique cada lado. 

31 = 31 

Un enunciado verdadero. 
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Problems sc 


Resuelva y compruebe: lx — 10 = Ax + 5 


A = lw 

I 


w 


Area de un 

rectangulo. 


Con frecuencia se encuentran ecuaciones que implican mas de una variable. Por 
ejemplo, si / y w son la longitud y ancho de un rectangulo, respectivamente, su area se 
determinara por (veasc la figura I). 


A = lw 

Dependiendo del caso, se podria despejar esta ecuacion por / o w. Para resolver por w, 
simplemente se considera que A y / son constantes y w es la variable. Entonces, la 
ecuacion A = lw se convierte en una ecuacion lineal en la que w se puedc despejar con 
facilidad al dividir ambos lados entre /: 



1 + 0 


Solucion de una ecuacion con mas de una variable 

Encuentre P en terminos de ias otras variables: A = P + Prt 


Solucion 

A = P + Prt 

Considere a A, ry f como constantes. 


A — P(\ + rt) 

Factorice para aislar P. 

f. i2) 

- A — = p 

Divida ambos lados entre 1 + rt. 


1 + rt 



P = —— 

Restriccion 1 + rt =£ 0 


Encuentre F en terminos de C: C = §(F— 32) 


Gran parte de Ios problemas practicos se pueden resolver mediante metodos algebraicos 
(son muchos), de hecho, no hay un rnetodo que funcione para todos. Sin embargo, se 
puede formular una estratcgia que le ayudara a organizar su enfoque. 

literales 


Estrategia para resolver problemas con literales 

1. Lea el problema cuidadosamente (varias veces, si es necesario) faasta que 
entienda el problema; es decir. hasta saber que se quiere encontrar y con que 
datos se euenta. 


* Las respuestas a Ios problemas sclcccionados cn una seccion dada se encuentran cerca del t'mai ae la 
seccion, antes del conjunto de ejereicios. 
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2. Represente una de las cantidades desconocidas con una variable, por ejem- 
plo x, e intente representar todas las otras cantidades desconocidas en termi- 
nos de x. Este es un paso importante y se debe realizar con cuidado. 

3. Si lo considera pertinente, dibuje figuras o diagramas e identifique las partes 
conocidas y las incognitas. 

4. Busque las formulas que relacionan las cantidades conocidas con las incog¬ 
nitas. 

5. Forme una ecuacion que relacione las incognitas con las cantidades descono¬ 
cidas. 

6. Resuelva la ecuacion y escriba las respuestas de todas las preguntas plantea- 
das en el problema. 

7. Compruebe e interprete todas las soluciones en terminos del problema origi¬ 
nal (no solo la ecuacion encontrada en el paso 5), ya que se pudo haber co- 
metido un error al establecer la ecuacion en el paso 5. 

El resto de los ejemplos de esta seccion contiene soluciones de problemas diver- 
sos con literales, que ilustran tanto el proceso de establecimiento de problemas con 
literates como las tecnicas que se usan para resolver las ecuaciones resultantes. Se su- 
giere que cubra la solucion e intente resolver el problema, unicamente en caso de difi- 
cultad (que no pueda avanzar) descubrala solo lo suficiente para poder continuar. Despues 
de terminar con exito un ejemplo, intente resolver los problemas seleccionados. Conti¬ 
nue asi hasta el final de la seccion, entonces estara listo para intentar resolver una gran 
variedad de problemas con aplicaciones. 

• Problemas Con los primeros ejemplos se introdujo el proceso de establecimiento y resolucion de 
numericos problemas con literales en un contexto matematico simple, los siguientes seran de natu- 
geometricos raleza mas sustancial. 


EJEMPLO 3 Establecimiento y resolucion de un problema con literales 

Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera tal que la suma de los 3 primeros 
exceda al cuarto por 8. 

Solucion Sea x el primer entero par, entonces 

x x + 2 x + 4 y x + 6 

represente 4 enteros pares consecutivos, comenzando con el entero par x. (Recuerde 
que los enteros pares aumentan de 2 en 2.) La frase “la suma de los 3 primeros excede 
al cuarto por 8” se traduce en una ecuacion: 

Suma de los 3 primeros = cuarto + excedente 

jc + (x + 2) + (x + 4) = (x + 6) + 8 
3x + 6 = x + 14 
2x = 8 
x = 4 


Los 4 enteros consecutivos son 4, 6, 8 y 10. 
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Comprobacion 


4 + 6 + 8 = 18 
_ 

10 


Suma de los tres primeros 
Excedente 

Cuarto 


Encuentre 3 enteros impares consecutivos de tal manera que 3 veces su suma sea 5 mas 
que 8 veces el entero de enmedio. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 De acuerdo con la propiedad 1 del Teorema 1, multiplique ambos lados de una ecua¬ 
cion por un numero diferente de 0 que siempre produzca una ecuacion equivalente. 
^Por que numero debera multiplicar ambos lados de la ecuacion siguiente para eli- 
minar todas las fracciones? 

x + 1 _ _x _ _1_ 

3 4 2 

Si no hubiera escogido 12, que es el mcd (minimo comun denominador) de todas las 
fracciones en esta ecuacion, todavia podria resolver la ecuacion resultante, pero con 
mas esfuerzo. (Para un analisis de los mcd y como determinarlos, vease la seccion 
A-4.) 


Uso de un diagrama para la solucion de un problema con literales 

Si un lado del triangulo mide un tercio del perimetro, el segundo 7 metros y el tercero 
un quinto del perimetro, ^cuanto mide el perimetro del triangulo? 

Solucion Sea p = perimetro. Dibuje un triangulo y marque los lados, como se muestra en la figu- 
ra 2. Entonces 

p = a + b + c 


Multiplique ambos lados por 15, que es el 
mcd. Este y el siguiente paso por lo general se 
realizan mentalmente. 


15 p = 5p + 'ip + 105 
Ip = 105 
P= 15 

El perimetro mide 15 metros. 



* Cuando el libro se refiera a cuadros para pensar se estara hablando de los formatos con lineas discoti_, as. 
estos se usaran para representar los pasos que por lo general sc realizan mentalmente. 
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Comprobacion 

_£ = 
3 

15 = 

3 

5 

Lado 1 


_P = 

5 

15 _ 

5 

3 

Lado 2 




7 

Lado 3 




15 metros 

Perimetro 


Problema seleccionado 4 Si un lado de un triangulo mide un cuarto del perimetro, el segundo 7 centimetres y el 

tercero dos quintos del perimetro, ^cuanto mide el perimetro? 


PRECAUCION Un error muy comun que se puede cometer aqui es confundir expresiones algebrai- 

cas que implican fracciones, con ecuaciones algebraicas que tambien implican 
fracciones). 

Considere estos dos problemas: 


(A) Resuelva: — + — = 10 (B) Sume: — + — + 10 

2 3 2 3 

Los problemas se parecen mucho, pero son de hecho muy diferentes. Para resol¬ 
ver la ecuacion en (A) se multiplica ambos lados por 6 (el mcd) para eliminar las 
fracciones. Esto funciona muy bien para ecuaciones, pero los estudiantes quieren 
usar el mismo procedimicnto para problemas como el (B ). Solo que (B) no es una 
ecuacion, por lo tanto la propiedad de multiplicacion para igualdades no es apli- 
cable en este caso. ;Si se multiplica a (B) por 6, lo que se obtiene es una expresion 
6 veces mas grande que la original! Compare lo siguiente: 


(A) — + — =10 

2 3 


(B) — + — + 10 
2 3 


r 



L 


-1 

6 ■ 10 


I-1 

I ; x 2-x | 

I 3 -2 2 • 3 • 1 •1 I 

l_I 


3x + 2x = 60 

5x = 60 
x = 12 


3x 2x 60 
6 6 6 


5x + 60 
6 


• Problemas I lay muchos tipos de problemas de razon y tiempo y de distancia, razon y tiempo. En 
de razon y tiempo general, si Q es la cantidad de algo que se produce (kilometres, palabras, partes, etcete¬ 
ra) en T unidades de tiempo (horas, anos, minutos, segundos. etcetera), entonces, las 
formulas que aparcccn en el cuadro son importantes. 
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.. . i 

Formulas de cantidad, razon y tiempo 

R = -^ 

T 

n , Cantidad 

Tiempo 

Q = RT 

Cantidad = (Razon )(Tiempo) 

t = £ 

R 

Cantidad 

Tiempo =- 

Razon 

Si O es la distancia D, entonces 


R-& 

T 

D = RT r= — 

R 

[Nota: R es una razon promedio o 

uniforme.] 


Un problema de distancia, rapidez y tiempo 

La distancia de una ruta en barco entre San Francisco y Honolulu es de 2 100 millas 
nauticas. Si un barco sale de San Francisco al mismo tiempo que otro sale de Honolulu, 
y si el primero viaja a 15 nudos* y el otro a 20, ^.cuanto tiempo les tomara a los barcos 
encontrarse? £A que distancia de Honolulu y de San Francisco estaran en ese tiempo? 

Solucion Sea T = numcro de horas que pasaran antes de que se encuentren. Dibuje un diagrama 
y marque las partes conocidas e incognitas. Ambos barcos tendran que viajar la misma 
cantidad de tiempo para encontrarse. 

d, = 2or d 2 = 157 - 

20 nudos 15 nudos 


H Punto de SF 

encuentro 


Distancia que recorre N 
el barco 1 desde 
Honolulu hasta el 
punto de encuentro / 

, / Distancia que recorre \ 

j i el barco 2 desde | 

1 + 1 San Francisco hasta el 1 = 

' \ punto de encuentro / 

/ 

Distancia total 
desde Honolulu hasta 
\ San Francisco 


+ d 2 

2 100 

20 r 

+ 15 T 

• 2 100 


35 T 

2 100 


T 

60 


Por lo tanto, pasaran 60 horas o 2.5 dias para que se encuentren. 

* 15 nudos significa 15 millas nauticas por hora. Una milla nautica mide 6 076.1 pies. 


/ 
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Comprobacion 


Problema seleccionado 5 


EJEMPLO 6 


Solucion 


Distancia desde Honolulu = 20 ■ 60 = 1 200 millas nauticas. 
Distancia desde San Francisco = 15 • 60 = 900 millas nauticas. 

1 200 + 900 = 2 100 millas nauticas. 


Un equipo viejo puede imprimir, prensar y rotular 38 sobres postales por minuto. Un 
modelo mas reciente realiza el mismo proceso pero a razon de 82 por minuto. ^Cuanto 
tiempo les tomara a ambos equipos preparar 6 000 sobres? [Nota: La forma matematica 
es la misma que en el ejemplo 5.] 


Algunas ecuaciones que implican variables en un denominador se pueden trans- 
formar en ecuaciones lineales. Se podria proceder esencialmente en la misma forma 
que en el ejemplo anterior; sin embargo, se debe excluir cualquier valor de la variable 
que produzca un denominador 0. Excluyendo esos valores, se podria multiplicar por el 
mcd aunque contenga una variable, y, de acuerdo con el teorema 1, la nueva ecuacion 
sera equivalente a la anterior. 


Un problema de distancia, rapidez y tiempo 

Un bote para excursiones tarda 1.5 veces mas en recorrer 360 millas en el viaje de ida 
que en el de regreso. Si el bote viaja a 15 millas por hora en aguas tranquilas, ^cual es 
la rapidez de la corriente? 

Sea 


x = Rapidez de la corriente (en millas por hora) 
15 - x = Rapidez del bote en contra de la corriente 
15 + x = Rapidez del bote a favor de la corriente 
Tiempo en contra de la corriente = (1,5)(Tiempo a favor de la corriente) 


Distancia recorrida 
en contra de la corriente 

Rapidez en contra 
de la corriente 


(1.5) 


Distancia recorrida 
a favor de la corriente 
Rapidez a favor 
de la corriente 


Recuerde: T — — 
R 


360 
15 - x 


(1.5) 


360 
15 + x 


x ¥= 15, x ^ -15 


360 = 540 

15 -x 15 + x 


360(15 + x) = 540(15 —x) Multiplique ambos lados por 

(15 - x)(15 + x) 

5 400 + 360x = 8 100 - 540x 
900x = 2 700 
x = 3 
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Por lo tanto, la rapidez de la corriente es de 3 millas por hora. Se deja la comprobacion 
al lector. 


A un avion tipo jet le toma 1.2 veces mas tiempo volar la distancia de Paris a Nueva 
York (3 600 millas), que el que le toma de regreso. Si la velocidad de crucero de un 
avi6n es de 550 millas por hora en aire tranquilo, ^cual es la rapidez promedio con la 
que sopla el viento en direccion de Paris a Nueva York? 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Considere la solution siguiente: 


x-2 x-2 

x + 2x-4 = 2x-2 
x — 2 

ifis x-2 una ralz de la ecuacidn original? Si no es asi, explique por que. Analice la 
importancia de excluir valores que produzcan un denominador 0 cuando se resuel- 
ven ecuaciones. 


Un problema de cantidad, rapidez y tiempo 

Una compania de publicidad tiene una computadora vieja que para preparar todo el 
correo tarda 6 horas. Con la ayuda de un nuevo modelo se termina el trabajo en 2 horas. 
^Cuanto tiempo le tomara al nuevo modelo hacer solo el trabajo? 


Solucidn Sea x = tiempo (en horas) que emplea el nuevo modelo en hacer solo todo el trabajo. 


/Parte del trabajo terminado\ 
v en un tiempo dado / 


(Rapidez)(Tiempo) 


Rapidez del modelo viejo = —Trabajo por hora 

6 


Rapidez del nuevo modelo = —Trabajo por hora 

x 


( Parte del trabajo \ / Parte del trabajo \ 

terminada por el modelo ) + ( terminada con el modelo ] = 1 Trabajo terminado 
viejo en 2 horas / \ nuevo en 2 horas J 

I Rapidez del \ / Tiempo del \ / Rapidez del \l Tiempo del \ _ 

^modelo viejo ) I modelo viejo J " r 1 modelo nuevo j\ modelo nuevo J - 

— (2) + — (2) = 1 x * 0 

6 x 
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x + 6 = 3 a 
-2x = -6 
x = 3 

Por consiguiente, la computadora nueva podra hacer sola el trabajo cn 3 horas. 

Comprobacion Parte del trabajo terminado por el modelo viejo en 2 horas = 2( j) = j 

Parte del trabajo terminado por el modelo nuevo en 2 horas = 2(j) = j 
Parte del trabajo terminado por ambos modelos en 2 horas = 1 


Problema seleccionado 7 Se usan dos bombas para llenar un tanque de almacenamiento de agua en una villa. Una 

bomba puede llenar el tanque en 9 horas y la otra en 6. ^Cuanto tiempo les tomarla 
llenarlo si trabajaran juntas? 


• Problemas con 
mezclas 


Una variedad de aplicaciones se puede clasificar como problemas con mezclas, los 
cualcs, aunque provengan de diferentes areas, su tratamiento matematico en esencia es 
igual. 


EJEMPLO 8 Un problema con mezclas 

^Cuantos litres de una mezcla que contiene 80% de alcohol se tendrian que agregar a 5 
litres de una solucion al 20% para obtener una solucion al 30%? 

Solucion Sea x = cantidad usada de solucion al 80%. 


ANTES DE MEZCLAR 


DESPUES DE MEZCLAR 


Solucion al 80% 



<s\ii 

x litros 


Solucion al 20% 


+ 



5 litros 


Solucion al 30% 



(x + 5) litros 



0.8 a- + 


( Cantidad de 
alcohol en la 
segunda solucion 


0.2(5) 


( Cantidad de 
alcohol en la 
mezcla 

0.3(x + 5) 
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Comprobacion 


Problema seleccionado 8 


• Algunas 
/aciones finales 
respecto de las 
ladones lineales 


0.8* + 1 = 0.3x + 1.5 
0.5 a: = 0.5 
x = 1 


Se agrega un litro de la solucion al 80%. 



Litres de 
solucion 

Litres de 
alcohol 

Porcentaje de alcohol 

Primera solucion 

1 

0.8(1) = 0.8 

80 

Segunda solucion 

5 

0.2(5) = 1 

20 

Mezcla 

6 

1.8 

1.8/6 = 0.3, o 30% 


En un almacen de productos quimicos se tiene una solucion acida al 90% y otra al 40%. 
^Cuantos centilitres de la solucion al 90% se deben agregar a 50 centilitres de una 
solucion al 40% para obtener una solucion al 50%? 


Se puede demostrar que cualquier ecuacion que se escriba en la forma 

ax + b = 0 a =£ 0 (1) 

sin restricciones sobre x. tiene exactamente una solucion, que se puede encontrar como 
sigue: 


ax + b = 0 

ax = -b Propiedad de resta de la igualdad 

_b 

x =- Propiedad de division de la igualdad 

a 

El requerimiento a # 0 en la ecuacion (1) es una restriction importante, ya que sin 
ella se podrian escribir ecuaciones con miembros de primer grado que no tengan solu¬ 
cion o tengan un numero infinito de soluciones. Por ejemplo, 


2x - 3 = lx + 5 


no tiene solucion, y 


3* - 4 = 5 + 3(x — 3) 

tiene un numero infinito de soluciones. Intente resolver cada ecuacion para ver que 
sucede. 

Respuestas a los problemas seleccionados 

1.a = 5 2. F=|C + 32 3. 3, S, 7 4. 20 centimetres 

5. 50 minutos 6. 50 millas por hora 7. 3.6 horas 8. 12.5 centilitres 
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EIERCICIO 


1-1 


En los problemas del 1 al 16, resuelva cada ecuacion. 

1. 3(a + 2) = 5(a - 6) 2. 5a + 10(x-2) = 40 

3. 5 + 4(t - 2) = 2(t + 7) + 1 

4. 5a — (7x — 4) — 2 = 5 — (3* + 2) 

2a — 3 5 — x 


5. 3 - 


7. 5- 


3 2 

2* — 1 a: + 2 


6 . £^1+1=.* 
3 7 


4 3 

9. 0.1(a-7) + 0.05a = 0.8 

10. 0.4(jc + 5) - 0.3a = 17 

11. 0.3a - 0.04(a + 1) = 2.04 

12. 0.02a - 0.5(a - 2) = 5.32 

L-L = ±- JL 

9 3 to 


8 . 


A + 3 A - 4 


13. 


-- 14.A + 1 = JUA 

m 9 9 3m 3 a 2 a 3 

15. —— = 2 - - 3 L . 16. — + 4 = 6 * 


a + 5 


A + 5 


2a- 1 


2a- 1 


B 


£« los problemas del 17 al 24, resuelva cada ecuacion. 

17. 

18. 


21 . 

23. 

24. 
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5 1 - 22 
t 2 - 6t + 9 f - 31 t 
5 33 - a 


- —= 0 


27. 232a _ 176 _ 2 _ 32 28 . Mi + 4 . 49 = i^A 


A — 2 


A + 3 


En los problemas del 29 al 36, despeje la variable indicada en 
terminos de las otras variables. 

29. a n = a, + (« — \)d para d (progresiones aritmeticas) 

30. F = jC + 32 para C (escala de temperatures) 


31. 


' + — para/(formula de lentes simples) 


/ d, d 2 


32. — = — + — para R. (circuito electrico) 

R R y R 2 

33. A = lab + 2ac + Ibc para a (area superficial de un 
rectangulo sdlido) 

34. A = lab + lac + Ibc para c 


2a - 3 

35. v = -para a 

3a + 5 


,, 3y + 1 
36. a •- —- para y 

y -3 


Imagine que un estudiante a quien asesora le dio las "solucio- 
nes ” de los problemas 37y 38. Responda si la solucion es co- 
rrecta o erronea. Si considera que es erronea, explique en que 
consiste el error y proporcione la solucion correcta. 


37. 


a , . 2a — 3 
+ 4 =- 


A - 3 A - 3 

a + 4a-12=2a — 3 
a = 3 


2x 

3 — x _ 

2 + A 

1 


A 2 + 1 _ A 2 + 4a - 3 

10 

3x 

14 

2 - a _ 

5 

5 + A 

2 

38 

i 

A- 1 A- 1 

24 

10 

40 

15 


A 2 + 1 = A 2 + 4x - 3 

1 

s — 2 _ 

5 + 2 

n ~ 5 _ l n — 3 


A = 1 

3 

2^ + 4 

35 + 6 

6n — 6 9 4« — 4 



3x 

, 6 

= 3 

-v* 5 2a _ 6 



2 — x 

A — 2 

3 — A A — 3 

c 



En los problemas del 39 al 41, despeje x. 


1 


a - 3 a 2 -6a+ 9 

En los problemas del 25 al 28, use una calculadora para resol¬ 
ver cada ecuacion con hasta 3 digitos significativos. 

25. 3.142a - 0.4835(a - 4) = 6.795 

26. 0.0512a + 0.125(a - 2) = 0.725a 


39. 


41. 


1 + — 
A 


= 3 


A + 1 - — 
X 

1 - — 

X 




= A + 2 


A — 


40. 


A+ 1 - — 
X 


= 1 


/ 
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v / x 

-2. Despeje y en terminos de x : —-= [-1 

1 -y V ~ x ) 


43. Despeje x en terminos de y: y = • 


1 + 


x + c 


Sean my n numeros reales con m mayor que n. Entonces 
ahi existe un numero real positivo p tal que m — n + p. 
Encuentre el error en el argumento siguiente: 

m = n + p 

(m — n)m = (m — n)(n + p) 
m 2 —mn = mn + mp — ir — np 
m l — mn — mp = mn — n 2 — np 
m(m — n — p) = n{m — n — p) 


LiCIONES 


iVegocios y economia 

53. El precio de una camara despues de descontarle el 20% es 
de $72. ^Cuanto costaba antes del descuento? 

54. Una tienda que vende estereos etiqueta cada articulo con 
un precio 60% mas caro de lo que cuestan al mayoreo. 
^Cuanto cuesta un reproductor de casetes cuyo precio al 
mayoreo es de $144? 

55. A un empleado de una tienda de computacion se le paga 
un salario base de $2 150 al mes, mas un 8% de comision 
si vende mas de $7 000 durante ese periodo. ^Cuanto debe 
vender para ganar S3 170 al mes? 

56. A un segundo empleado de la tienda de computacion del 
problema 55 se le paga un salario base de $1 175 al mes 
mas un 5% de comision sobre las ventas del mes. 

(A) ^Cuanto debe vender este empleado en un mes para 
ganar $3 170? 

Determine el nivel de ventas en el que ambos 
empleados recibirian el mismo ingreso mensual. Si 
los empleados pudicran elegir alguna de estas formas 
de pago, iQue le aconsejaria al empleado considerar 
antes de decidir? 


Esios problemas estan agrupados de acuerdo con el tema con 

que se relacionan. Los problemas mas dificiles estan marca- 

dos con dos estrellas **, los moderadamente dificiles con una 

estrella *. y los mas faciles no estan marcados. 

45. Encuentre un numero tal que 10 menos que dos tercios del 
numero sea un cuarto del numero. 

46. Encuentre un numero tal que 6 mas que la mitad del numero 
sea dos tercios del numero. 

4". Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera que la 
suma de los 3 primeros sea 2 veces mayor que el doble del 
cuarto. 

48. Encuentre 3 enteros pares consecutivos tales que el primero 
mas el doble del segundo sea el doble del tercero. 

Geometria 

49. Encuentre las dimensiones de un rectangulo con un 
perimetro de 54 metros, si su longitud es 3 metros menor 
que el doble de su ancho. 

50. Un rectangulo de 24 metros de longitud tiene la misma 
area que un cuadrado que tiene 12 metros de lado. ^Cuales 
son las dimensiones del rectangulo? 

51. Encuentre el perimetro de un triangulo si uno de sus lados 
mide 16 pies, otro dos septimos del perimetro y el tercero 
un tercio del perimetro. 

52. Encuentre el perimetro de un triangulo si uno de sus lados 
mide 11 centimetres, otro es un quinto del perimetro, y el 
tercero un cuarto del perimetro. 


Ciencias de la Tierra 

*57. En 1984, los sovieticos fueron los primeros en el mundo 
que perforaron el pozo con mas profundidad en la corteza 
terrestre (con mas de 12 kilometres de profundidad). Al 
perforar descubrieron que despues de los 3 kilometres la 
temperatura T aumentaba 2.5“C por cada 100 metros de 
profundidad que aumentaban. 

(A) Si la temperatura a los 3 kilometres es de 30°C y x es 
la profundidad del pozo en kilometres, plantec una 
ecuacion usando x de manera que indique la 
temperatura T en el pozo a mas de 3 kilometres de 
profundidad. 

(B) ^Cual seria la temperatura a 15 kilometres? (La 
temperatura limite que soportaba su equipo de perfo- 
racion era de alrededor de 300°C.) 

(C) i A que profundidad (en kilometres) encontrarian una 
temperatura de 280°C? 

* 58. Como el aire no es tan denso a grandes altitudes, los aviones 
requieren una alta velocidad en tierra para alcanzar la 
velocidad de sustentacion. Una regia empirica es que sea 
3% mayor que la velocidad en el suelo por cada 1 000 pies 
a partir de la elevacion, suponga que no hay viento y que la 
temperatura del aire permanece constante. (Calcule las 
respuestas numericas hasta tres digitos significativos.) 

(A) Sea 

Fs = Velocidad de despegue a nivel del mar para un 
avion particular (en millas por hora). 

A = Altitud superior al nivel del mar (en miles de 
pies). 

V — Velocidad de despegue a una altitud A para el 
mismo avion (en millas por hora). 
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Escriba una formula que relacione estas tres canti- 
dades. 

(B) ^Cual seria la velocidad de despegue necesaria en el 
aeropuerto de Lake Tahoe (6 400 pies), si la velocidad 
de despegue en el aeropuerto de San Francisco (a nivel 
del mar) es de 120 millas por hora? 

(C) Si en una pista de aterrizaje en las montanas de 
Colorado que estan a una altura de 8 500 pies es 
necesaria una velocidad de despegue de 125 millas 
por hora, ^cual debera ser la velocidad de despegue 
en Los Angeles (al nivel del mar)? 

(D) Si la velocidad de despegue a nivel del mar es de 135 
millas por hora y la velocidad de despegue en un lugar 
montafioso es de 155 millas por hora, ^cual es la altitud 
del segundo lugar en miles de pies? 

59. Un temblor emite una onda primaria y una onda secundaria. 
Cerca de la superficie terrestre la onda primaria viaja 
alrededor de 5 millas por segundo, y la onda secundaria al- 
rededor de 3 millas por segundo. A partir del tiempo que 
tarda en llegar cada una de las dos ondas a una estacion 
sismica, es posible calcular la distancia al temblor. Suponga 
que una estacion mide una diferencia de tiempo de 12 
segundos entre la llegada de las dos ondas. ^A que distancia 
de la estacion esta el epicentro del temblor? (El epicentre 
se puede localizar al obtener la distancia de barrido en tres 
o mas estaciones.) 

60. Un barco que usa dispositivos medidores de sonido arriba 
y abajo del agua, registra en la superficie una explosion 39 
segundos antes que el dispositivo bajo el agua. Si el sonido 
viaja en el aire a alrededor de 1 100 pies por segundo y en 
el agua a cerca de 5 000 pies por segundo, i a que distancia 
ocurrio la explosion? 

Ciencias de la vide 

61. Una natural ista de un departamento de pesca calculo el 
numero total de truchas en cierto lago mediante la popular 
tecnica de captura, marcaje y recaptura. En total pesed, marco 
y libero 200 truchas. Una semana despues durante la cual se 
pudieron mezclar, volvio a pescar 200 truchas entre las que 
encontro ocho marcadas. Suponiendo que el porcentaje de 
truchas marcadas con relacion al numero total de la segunda 
muestra es el mismo que el de todos los peces marcados en 
la primera muestra con relacion al total de la poblacion de 
truchas, estime el numero total de peces en el lago. 

62. Repita el problema 61 con una primera muestra (marcada) 
de 300 y una Segunda muestra de 180 con solo seis truchas 
marcadas. 

Quimica 

63. ^Cuantos galones de agua destilada se deben mezclar con 
50 galones de una solucion con alcohol al 30% para obtener 
una solucion al 25%? 

64. ^Cuantos galones de acido clorhidrico se deben agregar a 
12 galones de una solucion al 30% para obtener una 
solucion al 40%? 


65. Un quimico mezcla agua destilada con una solucion al 90% 
de acido sulfurico para producir una solucion al 50%. Si se 
usan 5 litres de agua destilada, quanta solucion al 50% se 
produce? 

1 66. Un distributor tiene 120 000 galones de combustible con 
un contenido de 0.9% de sulfuro, porcentaje que excede al 
8% permitido por los estandares de control de conta- 
minacion. ^Cuantos galones de combustible que contengan 
0.3% de sulfuro se deben agregar a los 120 000 galones 
para obtener un combustible que cumpla con los estandares 
mencionados? 

Rapldez t- tiempo 

67. Una vieja computadora permite elaborar la nomina semanal 
en 5 horas. Una computadora mas reciente permite hacer 
la misma nomina en 3 horas. Se comienza a hacer la nomina 
en la computadora vieja y despues de una hora se conecta 
en linea con la nueva para que trabajen juntas hasta terminar 
el trabajo. <^En cuanto tiempo terminaran el trabajo ambas 
computadoras? (Suponga que cada una opera de manera 
independiente.) 

* 68. Una bomba puede llenar un tanque para almacenar gasolina 

en 8 horas. Trabajando simultaneamente con una segunda 
bomba se puede llenar el tanque en 3 horas. ^Cuanto tiempo 
le tomaria a la segunda bomba llenar el tanque si operara 
sola? 

** 69. La velocidad de crucero de un avion es de 150 millas por 
hora (respecto al suelo). Usted renta el avion para un viaje 
de 3 horas y le indica al piloto que vuele hacia el norte tan 
lejos como pueda y regrese al aeropuerto cuando se termine 
el tiempo. 

(A) ^Que distancia podria volar el piloto hacia el norte si 
el viento sopla a 30 millas por hora desde esa di¬ 
rection? 

(B) Hasta que distancia hacia el norte podria volar si no 
hubiera viento? 

* 70. Suponga que esta en una villa cerca de un rio y renta una 

lancha por 5 horas que comienzan a las 7 a.m. Le comentan 
que el bote viajara a 8 millas por hora corriente arriba y a 
12 millas por hora en el regreso, asi que decide que le 
gustaria alejarsc rio arriba tanto como para poder regresar 
al mediodia. iA que hora tendria que regresar, y a que 
distancia de la villa estara a esa hora? 

Miisica 

* 71. En musica, un acorde mayor se compone de notas cuyas 

frecuencias estan en la relacion 4:5:6. Si la primera nota 
de un acorde tiene una frecuencia de 264 hertz (tecla media 
C en el piano), encuentre las frecuencias de las otras dos 
notas. [ Sugerencia: Establezca dos proporciones usando 
4:5 y 4:6.] 

* 72. Un acorde menor se compone de notas cuyas frecuencias 

estan en la relacion 10:12:15. Si la primera nota de un 
acorde menor es A, con una frecuencia de 220 hertz, ^cuales 
son las frecuencias de las otras dos notas? 
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En un experimento sobre motivacion, el profesor Brown 
enireno a un grupo de ratas para que corrieran por un pasaje 
angosto en una jaula con el fin de recibir comida en una 
caja objetivo. En seguida, le puso a cada rata un antes y lo 
conecto a un alambre unido a un medidor. Despues coloco 
a las ratas a diferentes distancias de la comida y midio el 
Jon (en gramos) de la rata hacia el alimento. Encontro 
que la relation entre motivacion (jalon) y la position estaba 
dada aproximadamente por la ecuacion. 

p = -jd + 70 30 S d< 170 

donde el jalon p se midio en gramos y la distancia d en 
centimetres. Cuando el jalon registrado fue de 40 gramos, 
c a que distancia de la caja objetivo llego la rata? 

"4 . El profesor Brown repitio el experimento descrito en el 
problema 73, solo que ahora reemplazo la comida en la 
caja objetivo con un leve choque electrico. Con los mismos 
aparatos pudo medir la resistencia a evitar el choque 
respecto de la distancia del objeto que lo produce. Encontro 
que la resistencia a evitarlo a (medida en gramos) se 
relaciona con la distancia d a la que la rata estaba del obje¬ 


to que produce el choque (medido en centimetres) apro¬ 
ximadamente por la ecuacion. 

a = —jd + 230 30 < r/S 170 

Si la misma rata fuera entrenada como se describio en este 
y en el problema 73, ^a que distancia (con un decimal) de 
la caja objetivo seran iguales las resistencias para acercarse 
y para evitarlo? (<^Que cree que haria la rata en este punto? I 

Acertijo 

75. Una torre de perforation en el Golfo de Mexico se coloca 
de manera que un quinto de su altura esta en arena, 20 pies 
estan en el agua y 2 tercios en el aire. ^Cual es la altura 
total de la torre? 

76. Durante un viaje de campamento en los bosques del none 
de Canada, una pareja recorrio un tercio del camino en 
bote, 10 millas a pie y un sexto del camino a caballo. ^Que 
tan largo fue el viaje? 

* * 77. Exactamente despues de las 12 del dia, ^a que hora volverdn 
a juntarse las manecillas de un reloj? 
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Sistemas de ecuaciones 

Sustitucion 

Aplicaciones 

En la section anterior, se resolvieron problemas con literales introduciendo una sola 
variable para representar una de las incognitas, y despues se intento representar a todas 
las incognitas en terminos de esta variable. En ciertos problemas con literales, es mas 
conveniente introducir diversas variables, encontrar las ecuaciones que relacionan esas 
variables, y despues resolver el sistema de ecuaciones resultante. Por ejemplo, si un 
tablero de 12 pies se corta en dos partes de manera que una de ellas sea 2 pies mas 
grande que la otra, se tiene entonces 

x = Longitud de la pieza mas grande 
y = Longitud de la pieza mas corta 

se observa que xy y deben satisfacer las ecuaciones siguientes: 

x + y = 12 
x - y - 2 

Se tiene ahora un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables. Asi, se puede 
resolver este problema al encontrar todos los pares de numeros xy y que satisfagan 
ambas ecuaciones. 

En general, se tiene interes en resolver sistemas lineales del tipo: 

ax + by — h Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables 
cx + dy = k 
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donde x y y son variables y a,b,c,d,hy k son constantes reales. Un par de numeros x 
— x 0 yy ~ es una solution de este sistema si cada ecuacion se satisface por el par. El 
conjunto de todos esos pares de numeros se denomina conjunto solucion para el siste¬ 
ma. Resolver un sistema es encontrar su conjunto solucion. En esta seccion, se restrin- 
gira nuestro analisis a tecnicas de solucion simples para sistemas de dos ecuaciones 
lineales con dos variables. En el capitulo 8 se analizaran sistemas mas grandes y meto- 
dos de solucion mas sofisticados. 


Para resolver un sistema por sustitucion, primero se escoge una de las dos ecuaciones 
de un sistema y se despeja una variable en terminos de la otra. (Si es posible, elija una 
que no contenga fracciones.) Despues sustituya el resultado en la otra ecuacion y re- 
suelva la ecuacion lineal resultante con una variable. Por ultimo, se sustituye de nuevo 
este resultado en la expresion obtenida en el primer paso para encontrar la segunda 
variable. Se ilustrara este proceso al regresar al problema del tablero enunciado al ini- 
cio de la seccion. 


Solucion de un sistema por sustitucion 

Resuelva el problema del tablero al resolver el sistema. 

x + y= 12 
x -y - 2 

Solucion Despeje de cualquier ecuacion una de las variables y sustituyala en la otra ecuacion 
Se elige despejar y de la primera ecuacion en terminos de x: 

x + y = 12 Resuelva la primera ecuacion para yen terminos de x. 

y — 12 — x Sustituya en la segunda ecuacion 


x-y = 2 
x- (12 -jc) = 2 
x - 12 + x = 2 
2x = 14 

x = 7 

Ahora, se remplazax con 7 en la ecuacion y = 12 —x: 

y= 12-x 
y= 12-7 

>' = 5 

De esta forma, el tablero mas largo mide 7 pies y el mas corto 5. 
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Comprobacion 


x + y = 12 
7 + 5 i 12 
12 = 12 


x — y = 2 
7-512 
2 = 2 


•t lema seleccionadc 1 Resuelva por sustitucion y compruebe: x — y = 3 

x + 2y = -3 


Resuelva un sistema por sustitucion 


Resuelva por sustitucion y compruebe: 2x - 3y = 7 

3x-y = 7 


Solucion Para evitar fracciones, elija despejar y en la segunda ecuacion: 

Resuelva a y en terminos de x. 


3x-y = 7 

-y - -3x + 7 
y = 3x-7 
2x — 3y = 7 
2x - 3(3jc ') = 7 

2x-9x + 2\ =7 

—7x = -14 
.V = 2 
y = 3x — 7 
y = 3()-7 

V = -1 


Sustituya en la primera ecuacion. 
Primera ecuacion 
Resuelva para x. 


Sustituya x = 2 en y = ix - 7. 


Asi, la solucion es ;c = 2 y y = -1. 


Comprobacion 


2x - 3y = 7 
2(2) — 3(— 1) 1 7 
7 = 7 


3x — y = 7 
3(2) 7 

7 = 7 


Problema seleccionado 2 Resuelva por sustitucion y compruebe: 3x - 4y = 18 

2x + y = 1 


/ 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 Use sustitucion para resolver cada uno de los sistemas siguientes. Analice la natura- 

leza de los conjuntos solucion que obtenga. 

x + 3_y = 4 * + 3>> = 4 

2x + 6y = 7 2x + 6_y = 8 


Los ejemplos siguientes ilustran las ventajas de usar sistemas de ecuaciones y el meto- 
do de sustitucion para resolver problemas con literales. 


E|EMPLO Dieta 

Una persona quiere incluir en su dieta diaria leche y jugo de naranja, para aumentar la 
cantidad de calcio y vitamina A. Una onza de leche contiene 38 miligramos de calcio y 
56 microgramos* de vitamina A. Una onza de jugo de naranja contiene 5 miligramos 
de calcio y 60 microgramos de vitamina A. ^Cuantas onzas de leche y jugo de naranja 
debera tomar al dia para obtener exactamente 550 miligramos de calcio y 1 200 
microgramos de vitamina A? 


Solucion Primero se definen las variables importantes: 

x = Numero de onzas de leche 
y = Numero de onzas de jugo de naranja 

En seguida se resume, en una tabla, la informacion con que se cuenta. Es conveniente 
organizar la informacion en las tablas de manera que las cantidades representadas por 
las variables se encuentren en las columnas (en vez de en renglones), como se muestra. 



Leche 

Jugo de 
naranja 

Necesidades 

totales 

Calcio 

38 

5 

550 

Vitamina A 

56 

60 

1 200 


Ahora, se usa la informacion de la tabla para formar ecuaciones que implican ary y: 


Calcio en x \ 

onzas de leche J 

/ 

38 * 

/ Vitamina A en * 

1 onzas de leche 

\ 

56* 


+ 


/ Calcio en y onzas \ 

1 de jugo de naranja I 

/ Vitamina A en y onzas) 
1 de jugo de naranja J 

60 y 


( Calcio total 
1 necesario (mg) 

550 

( Vitamina A total 
necesana (pig) 

1 200 


*Un microgramo (mg) es un millonesimo (10 :6 ) de gramo. 
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5y = 550 — 38 jc Resuelva la primera ecuacion para y. 

y = 110 - 7.6x 

56x + 60(110 — 7.6.x) = 1 200 Sustituya yen la segunda ecuacion. 

56x + 6 600 - 456x = 1 200 
—400x = -5 400 


x — 13.5 Sustituya en (1). 

y = 110 - 7.6(13.5) 

y = 7.4 


Tomando 13.5 onzas de leche y 7.4 onzas de jugo de naranja al dla se obtienen las 
cantidades necesarias de calcio y de vitamina A, 


Comprobacion 

38x + 5 y = 550 

56x + 60y = 1 000 


38(13.5) + 5(7.4) 2 500 

56(13.5) + 60(7.4) 2 1 200 


500 = 500 

1 200 = 1 200 


Problema seleccionado 3 Una persona quiere usar queso cottage y yogurt para aumentar la cantidad de protelna y 

calcio en su dieta diaria. Una onza de queso cottage contiene 3 gramos de protelna y 12 
miligramos de calcio. Una onza de yogurt contiene un gramo de protelna y 44 miligramos 
de calcio. ^Cuantas onzas de queso cottage y yogurt deberla comer al dla para obtener 
exactamente 57 gramos de protelna y 840 miligramos de calcio? 


4 Velocidad del viento 

Un avion recorre las 2 400 millas de Washington, D. C., a San Francisco en 7.5 horas y 
hace el viaje de regreso en 6 horas. Suponga que el avion viaja a una velocidad constan- 
te y que el viento fluye con una rapidez constante de oeste a este, encuentre la velocidad 
del avion y la rapidez del viento. 

Solucion Sea que x represente la velocidad del avion y que y representa la rapidez con la cual 
sopla el viento (ambas en millas por hora). La velocidad terrestre del avion se determi- 
na al combinar estas dos velocidades; es decir, 

x — y = velocidad de despegue volando de este a oeste (viento de frente) 
x + y = velocidad de despegue volando de oeste a este (viento de cola) 

Aplicando la conocida formula D = RT para cada parte del viaje se obtiene el siguiente 
sistema de ecuaciones: 

2 400 = 7.5(x — y) De Washington a San Francisco 
2 400 = 6(x + y) De San Francisco a Washington 
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Comprobacion 


Problema seleccionado 4 


EJEMPLO 5 


Despues de simplificar, se tiene 

x-y = 320 
x + y = 400 

Usando sustituciones para resolver: 


x = y + 320 

Resuelva la primera ecuacion para x. 

y + 320 + y = 400 

Sustituya yen la segunda ecuacidn. 

2 y = 80 

y = 40 mph 

Sustituya en (1). 

x = 40 + 320 

x = 360 mph 

Velocidad del avion 

2 400 = 7.5(x - y) 

2 400 = 6(x + y) 

2 400 1 7.5(360 - 

40) 2 400 1 6(360 + 40) 

2 400 = 2 400 

2 400 = 2 400 


A un bote le toma 8 horas recorrer 80 millas corriente arriba y 5 horas el regreso a su 
punto de partida. Encuentre la velocidad del bote en aguas tranquilas y la velocidad de 
la corriente. 


Oferta y demanda 

La cantidad de un producto que la gente esta comprando voluntariamente durante algun 
periodo depende de su precio. Por lo general, a mayor precio la demanda es menor; a 
menor precio, la demanda es mayor. De manera similar, la cantidad de un producto que 
un proveedor esta vendiendo voluntariamente durante algun periodo tambien depende 
del precio. Por lo general un proveedor estara abasteciendo mas de un producto a pre- 
cios altos y menos de un producto a precio bajos. El modelo mas simple de proveedor y 
demanda es un modelo lineal. 

Suponga que se esta interesado en el analisis de la venta diaria de cerezas en una 
ciudad en particular. Usando tecnicas especiales de analisis (analisis de regresion) y 
recoleccion de datos, un analista obtiene las siguientes ecuaciones de precio-demanda 
y de precio-abastecimiento: 

p = —0.3 q + 5 Ecuacion de demanda (consumidor) 

p — 0.06 q + 0.68 Ecuacion de abastecimiento (proveedor) 

donde q representa la cantidad en miles de libras y p representa el precio en dolares. Por 
ejemplo, se puede observar que los consumidores compran 11 miles de libras (q = 11) 
cuando el precio es/? — -0.3(11) + 5 = $1.70 por libra. Por otra parte, los proveedores 
estaran abasteciendo voluntariamente 17 mil libras de cerezas a $ 1.70 por libra (resuel- 
va 1.7 = 0.06*7 + 0-68 para q). Es decir, a $1.70 por libra de cerezas que los proveedo¬ 
res estan abasteciendo voluntariamente, los consumidores estan comprando voluntaria- 
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4ema seleccionado 5 


mente mayor numero de cerezas de las que se ofertan. El abastecimiento excede a la 
demanda a ese precio, y por lo tanto, el precio bajara. £A que precio por dia se estabi- 
lizaran las cerezas? Es decir, ^cual debera ser el precio para que el abastecimiento sea 
igual a la demanda? Este precio, si existe, se llama precio de equilibrio; y la cantidad 
vendida a este precio se llama cantidad de equilibrio. ^Que hacer para encontrar estas 
cantidades? Se resuelve el sistema lineal 

p = —0.3 q + 5 Ecuacion de demanda 

p = 0.06^ + 0.68 Ecuacion de establecimiento 

usando sustitucion (sustituyendo p = —0.3< q + 5 en la segunda ecuacion). 

—0.3<7 + 5 = 0.06<? + 0.68 
-0.36 q = -4.32 

q — 12 mil libras (cantidad de equilibrio) 

Ahora sustituyendo q = 12 en cualquiera de las ecuaciones originales del sistema y 
despejando p (se eligio la segunda ecuacion): 

p = 0.06(12) + 0.68 

p = SI .40 por libra (precio de equilibrio) 


Las ecuaciones para el precio-demanda y para el precio-oferta en el caso de las fresas 
en una cierta ciudad son: 


p = —0.2 q + 4 Ecuacion de demanda 

p — 0.04 q + 1.84 Ecuacion de abastecimiento 

donde q representa la cantidad en miles de libras y p representa el precio en dolares. 
Encuentre la cantidad de equilibrio y el precio de equilibrio. 


EJEMPLO 6 Costos e ingresos 

Un editor esta planeando producir un nuevo libro de texto. Los costos fijos (revision, 
edition, tipografia, etcetera) son S320 000, y los costos variables (impresion, comisio- 
nes por ventas, etcetera) son S31.25 por libro. El precio al mayoreo (es decir, la canti¬ 
dad que recibira el editor) sera de S43.75 por libro. ^Cuantos libros debe vender el 
editor para alcanzar el punto de equilibrio; es decir, cuando los costos seran iguales a 
los ingresos? 

Solucion Si x representa el numero de libros impresos y vendidos, entonces las ecuaciones de 
costos e ingresos para el editor estaran dadas por 


y = 320 000 + 31.25* 
y = 43.75* 


Ecuacion de costos 
Ecuacion de ingresos 





24 


1 Ecuaciones y desigualdades 


El editor alcanza el punto de equilibrio cuando los costos son iguales a los ingresos. Se 
puede encontrar cuando ocurre esto al resolver este sistema. De la segunda ecuacion se 
despejay y se sustituye en la primera ecuacion, para obtener 

43.75x = 320 000 + 31.25 a 
12.5a = 320 000 

a = 25 600 

Asi, el editor alcanza el punto de equilibrio cuando se imprimen y venden 25 600 li- 
bros. 


Una compania de software esta planeando comercializar un nuevo procesador de texto. 
Los costos fijos (diseno, programacion, etcetera) son $720 000, y los costos variables 
(duplicado de discos, production del manual, etcetera) son S25.40 por copia. El precio 
de mayoreo del procesador de texto sera de $44.60 por copia. ^.Cuantas copias del 
procesador de texto deben hacerse y venderse para que la compania llegue a su punto 
de equilibrio? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. x = l,y = -2 2. a = 2 ,y = -3 

3. 13.9 onzas de queso cottage, 15.3 onzas de yogurt 

4. Bote: 13 mph; coniente: 3 mph 

5. Cantidad de equilibrio = 9 mil libras: Precio de equilibrio = S2.20 por libra 

6. 37 500 copias 


EJERCICIO 



A 


Resuelva los problemas del 1 al 6 por sustitucion. 


1. y = 2a t 3 
y = 3a — 5 

4. 2a - y = 3 
a + 2y = 14 


2. y = a 4- 4 
y = 5a — 8 

5. 3a - >■ = 7 
2a + 3y = 1 


3. a - y = 4 
a+ 3>>= 12 

6 . 2x + y = 6 
x - y - -3 


B 


Resuelva los problemas del 7 al 16 por sustitucion. 


7. 4a + 3y = 26 
3a- lly = -7 

9. 7m + 12it = — 1 
5m — 3n = 7 


8. 9a - 3y = 24 
I 1a + 2y = 1 

10. 3p + 89 = 4 
15 p + 10 q = -10 




11. y = 0.08a 

y = 100 + 0.04a 

13. 0.2m - 0.5v = 0.07 
0.8m - 0.3v = 0.79 

15. \x + fy = 2 
\x- |y= -5 


12. y = 0.07 a 
y = 80 + 0.05a 

14. 0.3j — 0.6f = 0.18 
0.5s - 0.2r = 0.54 

16. \x - fy = 10 

j.a + fy = 6 


Suponga que al estar resolviendo un sistema por sustitucion 
encuentra una contradiccion, como 0=1. ^Como podria 
describir este tipo de soluciones para un sistema? llustre 
sus ideas con el siguiente sistema 

x-2y= -3 
— 2a + 4y = 7 


En el proceso de solucion de un sistema por sustitucion, 
suponga que encuentra una identidad. como 0 = 0. ^Como 
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podria describir la solucion de tal sistema? llustre sus ideas 
con el siguiente sistema 

x- 2y = -3 
-Zx + 4v= 6 

c_ 

En los problemas 19 y 20, resitelva cada sistema para py qen 
-.aminos de x y y. Explique como podria comprobar su solu¬ 
cion y efectue la prueba. 

'• x = 2 + p - 2q x=-l+2p-q 

v - 3 — p + 3q y = 4 - p + q 

Los problemas 21 y 22 se refieren aI sistema 


ax + by = h 


cx + dy = k 

A:-nde x y y son variables y a, b. c, d, h y k son constantes 
reales. 

Resuelva el sistema para x y y en terminos de las constantes 
a, b, c, d, h y k. Establezca claramente cualquier suposicion 
que tome acerca de las constantes durante el proceso de 
solucion. 

. | Analice la naturaleza de las soluciones a los sistemas que 
no satisfagan las suposiciones que haya hecho para el 
problema 21. 


•TUCACIONES ^ 

23. Velocidad del viento. A un avion privado le toma 8.75 
horas volar las 2 100 millas de Atlanta a Los Angeles y 5 
horas el vuelo de regreso. Suponiendo que el viento sopla 
a una rapidez constante de Los Angeles a Atlanta, encuentre 
la velocidad acrodinamica del avion y la rapidez del viento. 

24. Velocidad del viento. Un avion tiene suficiente combus¬ 
tible para 20 horas de vuelo a una velocidad aerodinamica 
de 150 millas por hora. i,Que distancia puede volar contra 
un viento de 30 millas por hora y todavia tener suficiente 
combustible para regresar a su punto de partida? (Esta 
distancia se conocc como punto de no regreso.) 

25. Rapidez y tiempo. Una tripulacion de ocho personas puede 
remar a 20 kilometres por hora en aguas tranquilas. La 
tripulacion rerna corriente arriba y despues regresa a su 
punto de partida en 15 minutos. Si el rio esta fluyendo a 2 
km/h, ^que distancia remo la tripulacion corriente arriba? 

26. Rapidez y tiempo. A un bote le toma 2 horas recorrer 20 
millas rio abajo y 3 horas regresar a su punto de partida 
comente arriba. ^Cual es la rapidez de la comente en el rio? 

27. Quimica. Un quimico tiene dos soluciones de acido 
clorhidrico almacenado: una solucion al 50% y otra al 80%. 
iQue cantidad de cada solucion se debe usar para obtener 
100 mililitros de una solucion al 68%? 


28. Negocios. Unjoyero tiene dos barras deuna aleacion de ore 
en almacen, una es de 12 quilates y la otra de 18 (24 quilates 
de ore es oro pure, 12 quilates es 12/24 pure, 18 quilates de 
ore es 18/24 pure, etcetera). ^Cuantos gramos de cada 
aleacion se deben mezclar para obtener 10 gramos de oro 
de 14 quilates? 

29. Analisis de equiiibrio. A una compafiia de grabacion 
pequena le cuesta SI 7 680 producir un album. Este es un 
costo fijo que incluye la grabacion, cl diseno del album, 
etcetera. Los costos variables, incluycndo la produccion. 
comercializacion y regalias son dc S4.60 por album. Si el 
album se vende en las tiendas dc discos a S8 cada uno. 
(.cuantos debe vender la compafiia para llegar al punto de 
equiiibrio? 

30. An&iisis de equiiibrio. Un fabricantc de videocasetcs 
determino que la ecuacion de costos semanales es C = 
3 000 + 10 jc, donde x es el numcro de videocasetes 
producido y vendido cada semana. Si los videocasetes se 
venden a los distribuidores a $ 15 cada uno, ^cuantos debe 
vender el fabricante cada semana para alcanzar el punto de 
equiiibrio? (Refierase al problema 29.) 

31. Finanzas. Suponga que tiene SI 2 000 para invertir. Si una 
parte se invierte al 10% y el resto al 15%, ^cuanto se debe 
invertir cn cada tasa para obtener un 12% sobre el total de 
la cantidad invertida? 

32. Finanzas. Un inversionista tiene S20 000 para invertir. Si 
invierte una parte al 8% y el resto al 12%. ( ' ; cuanto se debe 
invertir en cada tasa de interes para obtener un 11% sobre 
el total de la cantidad invertida? 

33. Producci6n. Un proveedor de la industria electronica 
fabrica los teclados y pantallas para calculadoras graficas 
en plantas en Mexico y Taiwan. En la tabla se indican las 
cantidades producidas por hora en cada planta. ^Cuantas 
horas debe operar cada planta para cumplir exactamente 
con un pedido de 4 000 teclados y pantallas? 


Planta 

Teclados 

Pantallas 

Mexico 

40 

32 

Taiwan 

20 

32 


34. Produccidn. Una compafiia produce salchichas italianas y 
salchichones en sus plantas en Green Bay y Sheboygan. 
En la tabla se indica cuanto se produce por hora en cada 
planta. ^Cuantas horas debe trabajar cada planta para 
cumplir exactamente con un pedido de 62 250 salchichas 
italianas y 76 500 salchichones? 



Salchichas 


Planta 

italianas 

Salchichones 

Green Bay 

800 

800 

Sheboygan 

500 

1 000 


/ 
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35. Nutricion. Un experimento consiste en dar una dieta 
estricta a algunos animales. Cada animal va a recibir, entre 
otros alimentos. 20 gramos de protema y 6 gramos de grasa. 
El laboratorista puede comprar dos mezclas de alimentos 
que tienen la siguiente composition: La mezcla A tiene 
10% de proteina y 6% de grasa; la mezcla B tiene 20% de 
proteina y 2% de grasa. ^Cuantos gramos de cada mezcla 
se deben usar para obtener la dieta adecuada para un solo 
animal? 


36. Nutricidn. Un agricultor puede usar dos tipos de fertilizante 
en un plantio de naranjas, la marca A y la marca B. Cada 
saco de la marca A contiene 8 libras de nitrogeno y 4 de 
acido fosforico. Cada saco de la marca B contiene 7 libras 
de nitrogeno y 7 de acido fosforico. Las pruebas indican 
que el naranjo necesita 720 libras de nitrogeno y 500 de 
acido fosforico. ^Cuantos sacos de cada marca tiene que 
usar para obtener las cantidades necesarias de nitrogeno y 
de acido fosforico? 


* 37. Oferta y demanda. A $0.60 por bushel, la oferta diaria 
para el trigo es de 450 bushels y la demanda diaria es de 
645 bushels. Cuando el precio se incrementa a $0.90 por 
bushel, las ofertas diarias aumentan a 750 bushels y la 
demanda diaria disminuye a 495. Suponga que las ecua¬ 
ciones para la oferta y demanda son lineales. 

(A) Encuentre la ecuacion de la oferta. [Sugerencia: 
Formule la ecuacion de la oferta en la forma p-aq 
+ by resuelva para a y 6.] 

(B) Encuentre la ecuacion para la demanda. 

(C) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio. 


* 39. Fisica. Se deja caer un objeto desde lo alto de un edificio 
alto y cae verticalmente con aceleracion constante. Si s es 
la distancia sobre el suelo (en pies'), a la que esta el objeto 
t segundos despues de que se solto, entonces s y t estan 
relacionados por una ecuacion de la forma 


s = a + bt 2 

donde ay b son constantes. Suponga que el objeto esta a 
180 pies sobre el suelo un segundo despues de que se suelta 
y a 132 pies del suelo 2 segundos despues. 

(A) Encuentre las constantes ay b. 

(B) i,Que altura tiene el edificio? 

(C) ^Cuanto tiempo cae el objeto? 

* 40. Fisica. Repita el problema 39 si el objeto esta a 240 pies 
de distancia del suelo despues de un segundo y a 192 
pies despues de 2 segundos. 

*41. Ciencias de la Tierra. Un terremoto emite una onda 
primaria y una onda secundaria. Cerca de la superficie de 
la Tierra la onda primaria viaja a 5 millas por segundo y la 
secundaria a 3 millas por segundo. A partir del tiempo que 
tarden en llegar las dos ondas a cierta estacion receptora, 
es posible calcular la distancia del movimiento. (El 
epicentro se puede localizar al obtener la distancia de 
barrido en tres o mas estaciones.) Suponga que una estacion 
mide que entre la llegada de una onda y la otra pasan 16 
segundos. ^Cuanto tiempo recorrio cada onda. y a que 
distancia de la estacion ocurrio el temblor? 


* 38. Oferta y demanda. A S1.40 por bushel, la oferta de frijol 
de soya es de 1 075 bushels y la demanda diaria es de 580 
bushels. Cuando el precio cae a $ 1.20 por bushel, la oferta 
diaria disminuye a 575 bushels y la demanda diaria aumenta 
a 980 bushels. Suponga que las ecuaciones para la oferta y 
la demanda son lineales. 

(A) Encuentre la ecuacion para la oferta. [Vease la suge¬ 
rencia del problema 37.] 

(B) Encuentre la ecuacion de la demanda. 

(C) Encuentre el precio y cantidad de equilibrio. 


* 42. Ciencias de la Tierra. Un barco usa dispositivos medidores 
de sonido arriba y abajo del agua, el dispositivo de la 
superficie registro una explosion 6 segundos antes que el 
de debajo del agua. El sonido viaja en el aire a 1 100 pies 
por segundo y en el agua de mar a 5 000 pies por segundo. 

(A) ^Cuanto tiempo le tomo a cada onda sonora alcanzar 
al barco? 

(B) iA que distancia del barco ocurrio la explosion? 


SECCfON 



Desigualdades lineales 


Relaciones para desigualdades e intervalos de notation 

Solution de desigualdades lineales 

Aplicaciones 

Ahora se volvera al problema de como resolver desigualdades lineales con una varia¬ 
ble, tales como 

3(* — 5) i? 5(;c + 7) - 10 y -4 rs 3 - lx < 7 


k 
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• Relaciones para 
desigualdades e 
fntervalos de 
notacion 


DEFINICION 1 


Las formas matematicas anteriores implican la desigualdad, o relacion de orden; es 
decir, relaciones “menor que” y “mayor que”. Asi como se usan = para reemplazar las 
palabras “es igual a”, se usan los simbolos de desigualdad < y > para representar “es 
menor que” y “es mayor que”, respectivamente. 

Tal vez salte a la vista que 

2 < 4 5 > 0 25 000 > 1 

son verdaderas, pero podria no ser tan evidente que 

—4 < —2 0 > -5 -25 000 < -1 

Para establecer una relacion de desigualdad precisa, de manera que pueda interpretarse 
con respecto de todos los numeros reales, se necesita una definicion precisa del con- 
cep to. 


a < by b> a 

Para los numeros reales a y b, se dice que a es menor que bo b es mayor que a 
y se escribe 

a < b o b > a 

si existe un numero real positivo p tal que a + p = b (o de manera equivalente, b 
~a=p). 


Ciertamente se espera que si un numero positivo se suma a cualquier numero real, 
la suma sea mayor que la original. Esto es en esencia lo que la definicion establece. 
Cuando se escribe 


a s b 

significaque a< boa = by se dice que a es menor que o igual a b. Cuando se escribe 

a ^ b 

significa que a>boa = byse dice que a es mayor que o igual a b. 

Los simbolos de desigualdad < y > tienen una interpretation geometrica muy 
* “ clara sobre la recta numerica real. Si a < b, entonces a esta a la izquierda de b; si c > d, 
entonces c esta a la derecha de d (vease la figura 1). 

a < b, c > d. Es un hecho interesante y util que para dos numeros reales ay b, sean a < b o a > 

bo a = b. Esto se conoce como propiedad de tricotomia de los numeros reales. 

La doble desigualdad a <x < b significa que x > a y x s b: es decir, x esta entre 
ay b, incluyendo b pero excluyendo a. A1 conjunto de todos los numeros reales x que 
satisfacen la desigualdad a < x ^ b se le conoce como intervalo y se representa por (a, 
b], De esta manera, 

(a, b] = {x | a < x ^ b\* 


* En general, (a:|P(x)} representa el conjunto de todas las x para las cuales el enunciado P(x) es verdatJero 
Para expresar este conjunto verbalmente, la barra vertical se lee como “tal que”. 
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El numero a se conoce como punto extremo izquierdo del intervalo, y el simbolo “(” 
indica que a no se incluye en el intervalo. El numero b se conoce como punto extremo 
derecho del intervalo, y el simbolo “]” indica que b se incluye en el intervalo. En la 
tabla 1 se indican otros tipos de intervalos para los numeros reales. 


TABLA 1 


Notacion de Notacidn de 

intervalo desigualdad Grafiea de linea Tipo 









[c.b] 

a rsx^b 

fT"r* 




Cerrado 

[a,b) 

a ^ x < b 

a 


L 


Semiabierto 

(a, b ] 

a < x < b 

a 


b 


Semiabierto 

(a,b) 

a <x < b 

a 


b 


Abierto 

[6.“) 

x^b 


b 



Cerrado 

ib, ~) 

x > b 


b 



Abierto 

(-co, a ] 

x<a 


a 

\. 



Cerrado 

(-“ a) 

x<a 


n 



Abierto 


Observe que el simbolo que se lee “infinito”, usado en la tabla 1 no es un 
numero. Cuando se escribe [ b , “), se refiere simplemente al intervalo que comienza en 
b y continua indefinidamente a la derecha. Nunca se escribiria [b, »] o (i £ i £ ya 
que °° no se puede usar como punto extremo de un intervalo. El intervalo (—«, «) 
represents el conjunto de los numeros reales R, ya que su grafiea es toda la recta nume- 
rica real. 


PRECAUCION Es importante notar que 

5>rS-3 es equivalente a [—3, 5) y no a (5, -3] 

En notacion de intervalo, el numero mas pequeiio se escribe siempre a la izquier- 
da. Asi, podria ser util reescribir la desigualdad como -3 ^ x < 5 antes de 
reescribirlo en notacion intervalo. 


Intervalos de graficacion y desigualdades 

Escriba cada una de las siguientes en notacion de desigualdad y grafiquelas sobre la 
recta numerica real: 


(A) [-2, 3) (B) (-4, 2) (C) [-2, oo) (D) (-*, 3) 
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Soluciones (A) — 2 ^ x < 3 

—f i ■ - ■ i i i i i 
-5 2 0 

-i— 

5 

(B) -4 < x < 2 

-5 0 

-1 i rX 

s 

(C) .tS-2 

III; • -I + 1 1 -- 

-5 7 0 

x 

5 

(D) x < 3 

♦++I- 1 1 1 M • 
-5 0 1 

-1 i -t-< 

5 


Escriba cada una de las siguientes desigualdades en notacion de intervalo y grafiquelas 
sobre la recta numerica real: 

(A) -3 <x5 3 (B)2 >x> -1 (C) jc > 1 (D)x<2 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 

El ejemplo 1C muestra la grafica de la desigualdadx ^ —2. ^Cual es la grafica dex 
< —2? ^Cual es el intervalo correspondiente? Describa las relaciones entre estos 
conjuntos. 

Como los intervalos son conjuntos de numeros reales, las operaciones de union e 
interseccion son a menudo utiles cuando se trabaja con intervalos. La unidn de los 
conjuntos Ay B, que se denotan por/1 U B, es el conjunto formado por la combinacion 
de todos los elementos de A y de todos los elementos de B. La interseccion de los 
conjuntos A y B se denota por A Pi B. que es el conjunto de elementos de A que esta 
tambien en B. Simbolicamente: 

DEFINICION 2 

Union e interseccion 


Union: A U B = {x 1 x esta en A x esta en B} 

{1, 2, 3) U (2, 3, 4, 5} = 1L 2, 3, 4, 5} 

Interseccion: A D B = {x\x esta en A x esta en B} 

O.JJLQJtLi 4, 5} = {2, 3} 




Graficacion de uniones e intersecciones de intervalos 


Si A = [-2. 3], B — (1, 6), y C = (4, =°), grafique los conjuntos indicados y escribalos 
como un solo intervalo, si es posible: 


(A) A U By A n B 
Solucion (A) ■ 


(B)A U CyA n C 


t- | - 
i 


H-1-1- 


H-1-1- 


I I —I- 

3 


4—I—1 4 — I—I 

-2 1 


A = [-2, 3] 

B = (1,6) 

A UB = [-2,6) 


2 


1 


3 


6 


a na = (i,3] 











BO 


1 


Ecuaciones y desigualdades 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


* Solucion de 
desigualdades 
lineales 


A = [~2, 3] 

C=(4,oc) 

AUC = [-2,3] U (4, so) 
A n C = 0 


Si D = [-4,1), E = (— 1,3] y F = [2, co), grafique los conjuntos indicadosy escribalos 
como un solo intervalo, si es posible: 

(A) DUE (B )DDE (C) E U F (D) E C\ F 


-2 


r H - j— 

-i— i 

4 

i —)-► 

-2 


3 

1 

4 


-2 

l i 

1 

3 




—;-:-1-:-:-:-r 

-2 3 4 


Reemplace ? con < o > en cada uno de los siguientes. 


(A) —1 ? 3 

y 

2(-1)7 2(3) 

(B) —1 ? 3 

y 

—2(— 1) 7 -2(3) 

(C) 12 ? -8 

y 

J!?dL 

12 ' 4 

(D) 12 7-8 

y 

-4 ' -4 


Con base en estos ejemplos, describa verbalmente el efecto de multiplicar ambos 
lados de una desigualdad por un numero. 


Ahora se volvera al problema de resolver desigualdades lineales con una variable, tales 
como 


2(2jc + 3) < 6(x - 2) + 10 y -3 < 2x + 3 ^ 9 

El conjunto solucion para una desigualdad es el conjunto de todos los valores de 
la variable que hacen de la desigualdad un enunciado verdadero. Cada elemento del 
conjunto solucidn se conoce como solucion de la desigualdad. Resolver una desigual¬ 
dad es encontrar su conjunto solucion. Dos desigualdades son equivalentes si tienen el 
mismo conjunto solucion para un conjunto de reemplazo dado. Como con las ecuacio¬ 
nes, se realizan las operaciones sobre las desigualdades que produzcan desigualdades 
equivalentes mas simples, y se continua el proceso hasta llegar a una desigualdad cuya 
solucion sea obvia. Las propiedades de las desigualdades dadas en el teorema 1 se 
pueden usar para producir desigualdades equivalentes. 
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Teorema 1 Propiedades de las desigualdades 


Para cualquiera de los numeros reales a, by r 


1. Si a < b y b < c, entonces a < c. 

2. Si a < b , entonces a + c < b + c. 

-2 <4 —2 + 3 < 4 + 3 

3. Si a < b, entonces a - c < b — c. 

-2 <4 —2 — 3 < 4 — 3 

4. Si a < b y c es positivo, entonces ca < cb. 

-2 <4 3(-2) < 3(4) 

5. Si a < b y c es negativo, entonces ca > cb. 

-2 <4 (— 3)( — 2) > (— 3)(4) f 

6. Si a < b y c es positivo, entonces — < —. 

c c 

-2 4 

-2 <4 — < — 

2 2 

7. Si a < b y c es negativo, entonces — > —. 

c c 

-2 4 

-2 <4 —< — 

-2 -2 


Propiedad de transitividad 
Propiedad de la suma 

Propiedad de la resta 

Propiedad de la multiplicacion 
(Observe la diferencia 
entre 4 y 5.) 


Propiedad de la divisidn 
(Observe la diferencia 
entre 6 y 7.) 


Propiedades similares se cumplen si cada signo de la desigualdad se invierte, o si 
< se reemplaza con ^ y > se reemplaza con s. De esta manera, encontramos que se 
pueden ejecutar esencialmente las mismas operaciones para las desigualdades, que las 
que se realizaron para las ecuaciones. Cuando se trabaje con desigualdades, sin embar¬ 
go, se debe tener particular cuidado con el uso de las propiedades de multiplicacion y 
division. 


El orden de la desigualdad se invierte si se multiplica o divide ambos 
lados de un enunciado de desigualdad por un numero negativo. 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 Las propiedades de igualdad se pueden resumir facilmente: Se puede sumar, restar, 

multiplicar o dividir ambos lados de una ecuacion por un numero real diferente de 
cero para producir una ecuacion equivalente. Escriba un resumen similar para las 
propiedades de las desigualdades. 


Ahora veamos como se usan las propiedades de las desigualdades para resolver 
desigualdades lineales. Algunos ejemplos ilustraran el proceso. 


Solucion de una desigualdad lineal 

Resuelva y grafique: 2(2* + 3) - 10 < 6(x - 2) 
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Solucidn 


Problema seleccionado 3 


EJEMPLO 4 


Solucion 


2(2x + 3) - 10 < 6(x - 2) 

4x + 6 — 10 < 6x — 12 
4x - 4 < 6x - 12 

i-1 

| 4x - 4 - i < 6x - 12 

i_i 

4x <6x — 8 

i-1 

j 4x~ < 6x - 8 - 6x j 

i_i 


— 2x < -8 



x > 4 o 


2 3 4 5 6 7 8 9 


Simplifique los lados izquierdo 
y derecho 


Propiedad de la suma 


Propiedad de la resta 


Propiedad de la division: 
observe el orden inverso 
de la desigualdad debido 
a que -2 es negativo 

(4, oo) Conjunto solucion 
X Grafica del conjunto solucion 


Resuelva y grafique: 3(x — 1) ^ 5(x + 2) - 5 


Solucion de una desigualdad lineal que implica fracciones. 


2x - 3 4v 

Resuelva y grafique:-+ 6 a 2 H- 

4 3 


2a - 3 , „ 4x 

— +622+ t 



Multiplique ambos lados 
por 12, el mod. 


3(2x - 3) + 72 a 24 + 4(4x) 
6x - 9 + 72 £ 24 + 16,v 
6x + 63 s 24 -E 16.v 


-10a- > -39- 

a s 3.9 o (-® 0 , 3.9] 


-PX 


El orden se invirtio debido a que 
ambos lados estan divididos 
entre -10, un numero negativo. 








1-3 Desigualdades lineales 


33 


4v — 3 3x 

Resuelva y grafique:-+ 8 < 6 + — 

3 2 



Solucion de una doble desigualdad 

Resuelva y grafique: — 3s4 - 7x < 18 

Solucion Se procede como antes, excepto que se intenta despejarx en la parte de enmedio con un 
coeficiente de 1. 


-3 s4 - 7x< 18 


i—3— < 4 — 7x < 18 — * | Reste 4 en cada miembro. 

i_i 

-7 < —lx < 14 


-7 -lx 14 
— &-> — 

-7 -7 -7 


Divida cada miembro entre -7 
e invierta cada desigualdad. 


lsr;c>-2 o -2<x<l o (-2,1] 


Resuelva y grafique: -3 < 7 - 2x s 7 


Aplicaciones 


Qufmica 


En un experimento quimico, una solucion de acido clorhidrico se va a mantener entre 
30°C y 35°C; es decir, 30 ^ C ^ 35. ^Cual es el rango de temperatura en grados 
Fahrenheit si la formula de conversion Celsius/Fahrenheit es C = \(F — 32)? 


Solucion 


30 £ C < 35 


30 s (F - 32) s 35 
y 



Reemplace C con — (F - 32). 
9 


Multiplique cada miembro por - 


54 s F - 32 s 63 


/ 
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i-1 

j 54 S F — 32 - 32 S 63 j Sume 32 a cada miembro. 

i_i 

86 s F ^ 95 

El rango de la temperatura es de 86°F a 95°F en total. 


Un rollo fotografico se va a mantener entre 68°F y 77°F: es decir, 68°cF < 77. ^Cual es 
el rango de temperatura en grados Celsius si la formula de conversion Celsius/Fahrenheit 
es F= \C+ 32? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

—I- MM -H I I »x 

-s o 5 

I : r- f" +4 ■ I I 1 > x 

-5 0 2 5 


++ 


r S | 1 I h i 4 

-5 0 


1. (A) (-3,3] 

(B) [-1,2] 

(C) (1,») 

(D) (—*, 2) 

2. (A) 

(B) 

(C) 

(D) 

3. is-4o ( — w, -4] 

4. x > 6 o (6,«) 

5. 5>j:£0o0Sx<5o(0,5) 


f H-i x 

0 5 


5 


L * 

-4 

1 | 

i■ t' 
^ -i 

1 

-L 1 


£>U£ = [-4, 3] 

1 1 
-4 

^ -i 

1 T 1 -1 1 

3 

£>n£ = (-l, 1 ) 

-1 

1 | 

2 

3 

6 

£UF = (-!,») 

i r 

-1 

2 


6 

£ n F = [2, 3] 



6. 20sCs 25, el rango de temperatura es de 20*C a 25*C 


EJERCICIO 



A _ 

Escriba los problemas del 1 al 6 en notacion de desigualdad y 
grafiquelos sobre la recta numerica real. 

1. [-8,7] 2. (-4,8) 3. 1-6,6) 

4. (-3.3] 5. [-6,oo) 6. (-oo,7) 

Escriba los problemas del 7 al 12 en notacion de intervalos y 
grafiquelos sobre la recta numerica real. 

7. -2 <.(^6 8. -5s.ts5 9. -7 <*<8 

10. -4<.v<5 11. jrS-2 12. ^ > 3 


Escriba los problemas del 13 al 16 en notacion de intervalo y 
desigualdad. 

13 — i I i i l l ; 'f t t 4 

-10 -5 0 5 10 

14 -44H4- ] I III 11111 44H-+X 

' -10 -5 0 5 10 

15 Mimiiii i mni i ii » x 

-10 -5 0 5 10 

16 ll l lll l ll l l IHIIIIH -x 

■ -10 -5 0 5 10 

Resuelva y grajique los problemas del 17 al 30. 

17. 7x - 8 < 4.v + 7 18. 4.v + 8 a a- - 1 
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:» 5h x £ 5(3 - a) 

20. 

2(a — 3) + 5<5— a 

N 

a —>4 

22. 

M 

-£ -2 

-2 

3. -5/ < -10 

24. 

-3 

—In > 21 

25 3 — m < 4 (m — 3) 

26. 

2(1 — u) s 5 u 

^ B 1 + B 

28. 

A 

l 

m 

1 

4 3 

3- —4 < 5r + 6 £ 21 

30. 

4 2 

2 s 3/n - 7 < 14 


B 


Bt cjs problemas del 31 al 42, grafique el conjunto indicadoy 
tZL-ribalo como un solo intervalo, si es posible. 


H- - 5,5) U [4, 7] 

32. ( - 5.5) 0 [4,7] 

H - 1,4) Cl (2,6] 

34. [ -1,4) U (2,6] 

3* • -x. 1) U (-2, «) 

36. (-*, 1) n (2.o°) 

X. « -*, -1) U [3,7) 

38. (1,6] U [9,x) 

m. 12 3] U (1,5) 

40. [2, 3] Cl (1.5) 

4)U(-1,6] 

42. (-3, 2) U [0, x) 

Lkeatebray grafique los problemas del 43 al 54. 

43. ^ 3 > ^ 4 + 1 

44.2 P~ 2 S P 4 

3 2 4 

. 2a 1 2a 

l^ + 2) 

► H< 3 — 

X 

a ) + 6 

47. —4 £ |a + 32 £ 68 

48. - 1 £ ]A + 5 £ 11 

49. - 12 < |(2 - a) £ 24 

50. 24 £ |(a - 5) < 36 

51. 16 < 7 — 3a £ 31 

52. - 1 £ 9 - lx < 5 

53. —6 < -1(1 - a) £ 4 

54. 15 £ 7 — \x £ 21 


Use una calculadora para resolver cada una de las desigual¬ 
dades en los problemas del 55 al 58. Escriba sus respuestas 
ediante notacion de desigualdad. 

55. 5.23(a - 0.172) £ 6.02* - 0.427 

56. 72.3a- - 4.07 > 9.02(1 1.7a - 8.22) 

57. -0.703 < 0.122 - 2.28a < 0.703 

58. -4.26 < 3.88 - 6.07a < 5.66 


59. 

Vl - x 

60. 

Va + 5 

61. 

V3a + 5 

62. 

< 

1 

V 

63. 

1 

64. 

1 

's/lx + 3 

\X5 - 6v 


^Que se puede comentar respecto de los signos de los 
numeros ay b en cada caso? 

(A) ab > 0 (B) ab < 0 

(C) ~ > 0 (D) 7 < 0 

b b 

iQue se puede comentar acerca de los signos de los 
numeros a, b y c en cada caso? 

(A) abc > 0 (B) — < 0 

c 

(C) ~ > 0 (D) f- < 0 

be be 

67. Reemplace en cada pregunta el signo de interrogation 
con < o >, de la manera apropiada: 

(A) Si a — h — 1, entonces alb. 

(B) Si u — v = -2, entonces ulv. 

68. <• Para cual py q esp + q <p-ql 

c_ 

69. Si tanto a como b son numeros negativos y b/a es mayor 
que 1, entonces, ia - b es positivo o negativo? 

70. Si a y b son numeros positivos y b/a es mayor que 1, 
entonces, ia - b e s positivo o negativo? 

71. Indique (V) si es verdadero o (F) si es falso: 

(A) Si p > q y m > 0, entonces mp < mq. 

(B) Si p < q y m < 0, entonces mp > mq. 

(C) Si p > 0 y q < 0, entonces p + q > q. 

Suponga que m > n > 0; entonces 
mn > rr 

mn — m 2 > rr — m 2 
m(n - m)> (n + m)(n - m) 
m > n + m 
0 > n 

Pero si se supuso que n > 0. Encuentre el error. 

Pruebe cada propiedad de desigualdad en los problemas del 
73 al 76, dado que a, bye son numeros reales arbitrarios. 


* Los problemas 59-64 estan relacionados con el calculo. iPara 73 . Si a < b entonces a + c < b + c. 
que numero(s) real(es) x cada expresion representa a un nu- 

mero real? 74. Si a < b, entonces a — c < b - c. 

* Con el simbolo / se distinguen tos problemas que estan relaciona- 75. (A) Si a < b y c es positivo, entonces ca < cb. 

dos con el calculo. (B) Si a < b y c es negativo, entonces ca > cb. 
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76. (A) Si a < b y c es positivo, entonces — < —. 

c c 

(B) Si a < b y c es negativo, entonces — > —. 

c c 


APLICACIONES 

Escriba todas las respuestas usando notacion de desigualdad. 

77. Ciencias de la Tierra. En 1984, al perforar el pozo mas 
profundo del mundo, los sovieticos encontraron que la 
temperatura a x kilometros de profundidad de la Tierra 
estaba dada por 

T = 30 + 25(x - 3) 3 s.iS 15 

donde T es la temperatura en grados Celsius. <,A que 
profundidad la temperamra estara entre 200 y 300°C en 
total? 

78. Ciencias de la Tierra. El aire seco tiendc a avanzar hacia 
arriba y a expandirse, y al ir avanzando se enfria a una 
razon constante de 5.5°F por cada 1 000 pies que ascicnde 
hasta alcanzar una altitud de 40 000 pies. Si la temperatura 
en el suelo es de 70°F, entonces la temperatura T a una 
altura h estara dada aproximadamente por T = 70 - 
0.0055/*. (.Para que rango de altitud la temperatura estara 
entre 26°F y -40°F, en total? 

79. Negocios y economia. Una compania electronica esta 
planeando comercializar una nueva calculadora grafica. Los 
costos fijos son de $650 000 y los variables de S47 por 
calculadora. El precio de la calculadora al mayoreo sera de 
$63. Es evidente que para que la compania obtenga 
utilidades los ingresos deben ser superiores a los costos. 


81. Negocios y economia. La compania electronica del 
problema 79 cncuentra que si aumentan los prccios de las 
partes aumentan los costos variables a $50.5 por calcu¬ 
ladora. 

Analicc las posibles cstrategias que la compania podria 
usar para tratar de solucionar este aumento de costos. 

(B) Si la compania continua vendiendo la calculadora a 
$63, ^cuantas tiene que vender ahora para obtener 
utilidades? 

(C) Si la compania quiere comenzar obteniendo utilidades 
con el mismo nivel de produccion que tenia antes del 
aumento de costos, ^en cuanto tendria quo incrementar 
el precio de venta al mayoreo? 

82. Negocios y economia. El fabricantc de videojuegos del 
problema 80 enfrenta inesperados problcmas de progra- 
macion que aumentan los costos fijos a $660 000. 

Analice las posibles estrategias que la compania podria 
usar para tratar de solucionar este aumento de costos. 

(B) Si la compania continua vendiendo el videojuego a 
$140, ^cuantos tiene que vender para obtener utili¬ 
dades? 

(C) Si la compania quiere comenzar obteniendo utilidades 
con el mismo nivel de produccion anterior al aumento 
de costos, ,^en cuanto debe incrementar el precio de 
venta al mayoreo? 

83. Energia. Si en una casa, la demanda de potencia en un 
circuito electrico dc 110 volts varia entre 220 y 2 750 watts, 
£cual es el rango de corriente que fluyc a traves del circuito? 
(W = El, donde W = potencia en watts, E = voltaje en 
volts, I = corriente en amperios). 

84. Psicologia. El IQ de una persona esta dado por la formula 


donde EM es la edad mental y EC es la edad cronologica. 
Si 


(A) ^Cuantas calculadoras sc deben vender para que la 
compania obtenga utilidades? 

(B) ^Cuantas calculadoras tendria que vender para llegar 
al punto de cquilibrio? 

Analice la relacion entre los resultados de los incisos 
A y B. 

80. Negocios y economia. Un fabricante de videojuegos planea 
comercializar un videojuego en version dc 64 bits. Los 
costos fijos son de $550 000 y los variables de $120 por 
articulo producido. El precio de la maquina al mayoreo 
sera de $140. 

(A) ^Cuantas maquinas de juego se deben vender para que 
la compania tenga ganancias? 

(B) ^Cuantos videojuegos debe vender la compania para 
llegar al punto de cquilibrio? 

Analice las relaciones entre\los resultados de los 
incisos A y B. 


80 s IQ ^ 140 

para un grupo de ninos de 12 afios dc edad, encuentre el 
rango de su edad mental. 

85. Finanzas. Si una persona entre los 65 y 69 afios dc edad 
continua trabajando despues dc comenzar a recibir los 
beneficios por seguridad social, los beneficios se reduciran 
cuando los ingresos excedan un limite establecido. En 1989, 
los beneficios se redujeron en $ 1 por cada $2 que se ganaron 
despues de $8 880. Encuentre el rango en las reduccioncs 
dc los beneficios para las personas que ganan entre S13 000 
y SI6 000. 

'86. Finanzas. Refierase al problema 85. En 1990, la ley se 
cambio de manera que los beneficios se redujeran en $ 1 
por cada S3 que se ganaran despues de $8 880. Encuentre 
el rango en las reducciones de beneficios para personas 
que ganan entre $13 000 y $16 000. 
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SECCION 


1-4 




i nr amnl 


Valor absoluto. 


DEFINICION 1 


EJEM 


Valor absoluto en ecuaciones y desigualdades 


Valor absoluto y distancia 

Valor absoluto en ecuaciones y desigualdades 

Valores absolutos y radicales 

En esta seccion se analiza la resolucion de ecuaciones con valor absoluto y desigualda¬ 
des. 

Comenzamos con una definicion geometrica del valor absoluto. Si a es la coordenada 
de un punto sobre la recta numerica real, entonces la distancia desde el origen a a se 
representa por |a| y se conoce como valor absoluto de a. Asl, |5| = 5, como el punto 
con coordenada 5 esta a 5 unidades del origen, y | — 6| = 6, ya que el punto con coorde¬ 
nada —6 esta a 6 unidades del origen (vease la figura 1). 


-i—i— i —i—l— i — i — i — i — i — i — I — *■* 
i os 


Simbolicamente, y de manera mas formal, se define el valor absoluto como sigue: 


Valor absoluto 

six 0 141 = 4 

si X < 0 1-31 ! -(-3) 1 =3 

i_i 

[Nota: -x es positivo si x es negativo.] 

Ambas definiciones, la geometrica y la no geometrica, del valor absoluto son uti¬ 
les, como se vera en seguida. Recuerde: 

El valor absoluto de un numero nunca es negativo. 



Valor absoluto de un numero real 

(A) |Jl — 31 = 7t — 3 Puesto que n = 3.14, a - 3 es positivo 

(B) |3 — 7t| = — (3 — 7l) = n — 3 Puesto que 3 k es negativo 


Escriba sin el signo de valor absoluto: 

(A) |8| (B) |^9 - 2| (C) | — V2| (D) |2 - ^9| 
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Teorema 1 


DEFINICION 2 


EJEMPLO 2 


Soluciones 


Siguiendo el mismo razonamiento empleado en el ejemplo 1, se puede probar el 
teorema siguiente (vease el problema 79 en el ejercicio 1-4). 


Para todos los numeros reales ay b. 


\b — a\ = \a — b\ 


Se usa este resultado al definir la distancia entre dos puntos sobre la recta numeri- 
ca real. 


Distancia entre los puntos Ay B 

Sean A y B dos puntos sobre una recta numerica real con coordenadas a y b, 
respectivamente. La distancia entre Ay B esta dada por 

d(A, B) = \b — a\ 

Esta distancia tambien se conoce como longitud del segmento de la recta que 
une a A con B. 


Distancia entre puntos sobre una recta numerica 

Encuentre la distancia entre los puntos Ay B con coordenadas ay b, respectivamente, 
como se indica 


(A) a = 4, b = 9 (B) a = 9, b = 4 (C) a = 0, b = 6 


(A) 


d{A Q -- |9-n - .S - 


-I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—►x 
0 A 5 8 10 


(B) 


d{A. S) » \4 - 9! =- !-5| =■ 5 


H-1-1-1-*—I-1-1-1—♦ h-*x 

o 8 5 A 10 


d(A, 8) - 16 - 0| * I6| = 6 


(C) 


-1-1-1-1-1-1—*—h 

0 5 8 

A 


10 


i 


Sena claro, puesto que \b — a\ — \a — b\. es decir, 

d(A, B) = d{B, A ) 
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Por lo tanto, al calcular la distancia entre dos puntos sobre la recta numerica real, no 
importa como se marquen Ios dos puntos (el punto A puede estar a la izquierda o a la 
derecha del punto B). Observe tambien que si A esta en el origen O, entonces 

d(0, B) = \b - 0 | » |£| 


Use la siguiente recta numerica para encontrar las distancias indicadas. 


4 B 0 C D 

I—1—4—1—I—I—I—I—M— I —I—M—I—I H— I — I —1 I » x 

-10 -5 0 S 10 


(A )d(C,D) (B) d(D, C) (C)d(A,B) 

(D )d(A,Q (E) d(0,A) (F )d(D,A) 


• Valor absoluto en 
ecuaciones y 
desigualdades 


La relacion entre algebra y geometria es una herramienta importante cuando se trabaja 
con ecuaciones y desigualdades que implican valor absoluto. Por ejemplo, el enunciado 
algebraico 


U — lj = 2 


se puede interpretar geometricamente como una declaracion de que la distancia de x a 
1 es 2 . 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Escriba las interpretaciones geometricas de los siguientes postulados algebraicos: 

(A) |x — 1 1 < 2 (B) 0 < |x — 11 < 2 (C) \x — 1 1 > 2 


Solucion de problemas con valor absoluto de manera geometrica 

Interprete geometricamente, resuelva y grafique. Escriba las soluciones tanto en nota- 
cion de desigualdad como de intervalo, donde sea adecuado. 

(A) \x - 3| = 5 (B) \x - 3| < 5 

(C) 0 < \x - 3| < 5 (D) \x - 3| > 5 

Soluciones (A) Geometricamente, (jc — 3j representa la distancia entre x y 3. Asi, en \x - 3| = 5, x 
es un numero cuya distancia desde 3 es 5. Es decir, 

x = 3 ± 5 = —2 o 8 

El conjunto solucion es {—2, 8}. Esta no es la notacidn de intervalo. 


/ 


-4-1-h 

-2 


H-1-1-1-1-1-►* 

3 8 
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PRECAUCION 


(B) Geometricamente, en \x — 31 < 5, x es un numero cuya distancia desde 3 es menor 
que 5; es decir, 

—2 < x < 8 

El conjunto solution es (—2, 8 ). Esta es la notacion de intervalo 
( III I—I I I '!■■■! ) > * 

3 

(C) La forma 0 < \x — 3j < 5 se encuentra con frecuencia en calculo y en matematicas 
mas avanzadas. Geometricamente, x es un niimero cuya distancia desde 3 es menor 
que 5, perox no puede ser igual a 3. De esta manera 

—2 < x < 8 x*3 o (—2, 3) U (3, 8 ) 

P Hoyo 

— ( I I ■: I I 'I I ) * X 

3 

(D) Geometricamente en |x - 3| > 5, x es un numero cuya distancia desde 3 cs mayor 
que 5; es decir, 

x < —2 o x > 8 o (-oo, -2) U ( 8 ,<») 

j —I—I—I—I—I— 11 11 
3 


No confunda soluciones del tipo 

-2 < x y x < 8 

que tambien se pueden escribir como 

-2 < x < 8 o (-2, 8) 

con soluciones como 

x < —2 o x > 8 

que no pueden s6r escritas como una doble desigualdad o como un solo intervalo. 


En la tabla I se resumen los resultados. 
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TABLA 1 

y dfc-igu.iiii.ide5 


Forma (d > 0) Interpretacion geometries Solucion 


Grafica 


\x — c\ = d La distancia entre x y c |c - 4, c + afj 

es igual a d. 


—-i-i-♦-► * 

c d c • - J 


\x - c\< d La distancia entre x y c |c - d,c + d\ 

es menor que d. 


—( I ;— 

c - d c c4 d 


~hX 


0 < \x — cl < d 


La distancia entre x y c es 
mcnor que d, pero x + c 


(c - d, c) U (c, c + d) 


■+X 


C d C C+d 


Lv — cl > d 


La distancia entre rye 
es mayor que d. 


(-=, c — d) U (c + d, =°) 


—)-1- (-— h x 

c - d c c + d 


Interprete geometricamente, resuelva y grafique. Escriba las soluciones en notacion de 
desigualdad y de intervalo, donde sea adecuado. 

(A) \x + 2\ = 6 (B) lx + 2| < 6 

(C) 0 < |x + 2| < 6 (D)|x + 2|>6 

[Sugerencia: (x + 2, = |x — (—2)|.] 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Describa el conjunto de los numeros que satisfagan cada una de las siguientes: 

(A) 2 > x > 1 (B) 2 > x < 1 

(C) 2 < x > 1 (D) 2 < x < 1 

Explique por que nunca es necesario usar dobles desigualdades con simbolos de 
desigualdad apuntando en direcciones diferentes. La notacion matematica estandar 
necesita que todos los simbolos de desigualdad en una expresion apunten en la mis- 
ma direccion. 


Razonando geometricamente como antes (advirtiendo que |x| =|x — 0|) se llcga al 
teorema 2. 
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Teorema 2 


Teorema 3 


Soluciones 


Propiedades de ecuaciones y desigualdades que implican Ixl 

Para p > 0: 

1 . x\= p es equivalente a x = p o x = —p. p 0 

2 . \x\<p es equivalente a —p < x < p. J *’ x 

3. |x| > p es equivalente a x < — p o x > p. J * 

Si se reemplaza x en el teorema 2 por ax + b, se obtiene el teorema 3, que es mas 
general. 


Propiedades de ecuaciones y desigualdades que implican lax + fal 

Para p > 0: 

1 . \ax + b\ = p es equivalente a ax + b = p o ax + b = —p. 

2 . \ax + b\ < p es-equivalente a —p<ax + b<p. 

3. \ax + b\> p es equivalente a ax + b = -p o ax + b> p. 


Solucion de problemas con valor absoluto 

Resuelva y escriba las soluciones en notacion tanto de desigualdad como de intervalo, 
en donde sea pertinente. 


(A) |3x + 5| = 4 (B) |x| < 5 (C) |2x - l| < 3 (D) |7 - 3x| < 2 


(A) |3jc + 5| = 4 
3x + 5 = ±4 
3x = -5 ± 4 
-5 ±4 

xm ~T~ 

X= -3,-1 
o { 3, 5 } 


(B) (x| < 5 
-5 < x < 5 
o (-5,5) 


i 
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xlema seleccionado 4 


EJEMPLO 5 


Soluciones 


Problema seleccionado 5 


(C) |2x — 1 1 < 3 (D)|7-3a|s2 

-3 < 2x - 1 < 3 —2s7 — 3xs2 

— 2 < 2a < 4 -9 ^ — 3a < -5 

— 1 < a < 2 3 £ a £ § 

o (-1,2) f^. v <3 

o [f, 3] 

Resuelva y escriba soluciones en notacion de desigualdad y de intervalo, donde sea 
apropiado. 

(A) |2a — 11 = 8 (B)pt|s7 (C) |3x + 3| s 9 (D) |5 - 2a| < 9 


Solucion de desigualdades con valor absoluto 

Resuelva y escriba las soluciones en notacion de desigualdad y de intervalo. 


(A)|a|>3 (B) |2a — 1| £ 3 (C) |7 - 3a| > 2 


(A) |a| > 3 

A < —3 o a> 3 Notacion de desigualdad 
(-x, -3) U (3, x) Notacion de intervalo 






|2a - 1| £ 3 

2a - 1 ^ -3 

0 

2a - 1 £ 3 

2a =S -2 

0 

2a £ 4 

A s - 1 

0 

A £ 2 

(-X, -lj 

u 12, x) 

|7 - 3a| > 2 

7 — 3a < -2 

0 

7 - 3a > 2 

-3a < -9 

0 

- 3a > - 

A> 3 

0 

A < f 


f) u (3, =°) 


-2 y-i /' "^3 


2.x 

Notacion de desigualdad 
Notacion de intervalo 

y r7/ 

^ 2Y 7 / 

Notacion de desigualdad 
Notacion de intervalo 


Resueiva y escriba soluciones de desigualdad y de intervalo. 


(A) |a| £ 5 (B) |4a - 3| > 5 (C)|6-5a|>16 


Un problema de valor absoluto con dos casos 

Resuelva: |a + 41 = 3a - 8 


■sc. v 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


Solucion El teorema 3 no se aplica directamente, puesto que no se sabe si 3^: — 8 es positivo. 

Sin embargo, se puede usar la definition de valor absolute y dos casos: x + 4& 0yx + 
4 < 0. 

Caso 1.x + 4^0 (es decir, x £■ —4) 

Para este caso, los valores positivos de x estan en el conjunto (x|x £ —4}. 

/ 

|a + 4| = 3a - 8 

a + 4 = 3a — 8 |o| o para a ? 0 

-2a = -12 

A = 6 Una solucion, ya que 6 estS dentro de los posibles valores de a 

La comprobacion se deja al lector, 

Caso 2. x + 4 < 0 (es decir, x < —4) 

En este caso, los valores posibles de x estan en el conjunto {x|x < —4}. 

|x + 4| = 3 a — 8 

— (a + 4) = 3a — 8 |a| = -a para a < 0 

—a — 4 = 3a — 8 
-4a = -4 

a = 1 No es una solucion, ya que 1 no esta dentro de los posibles valores 

dex 

Combinando ambos casos, se observa que la unica solucion es a = 6. 

Comprobacion Como una comprobacion final, se sustituye a = 6 y a = 1 en la ecuacion original. 

|a + 4| = 3a - 8 |a + 4| = 3a - 8 
|6 + 4| i 3(6) - 8 | ; +4| = 3(1) - 8 

10 = 10 5 + -5 


Resuelva: |3x — 4| = a + 5 


• Valores absolutes 
y radicates 


En la seccion A-7, se mostro que si a es positiva o 0, entonces 


Va 5 = A 


Sin embargo, si a es negativa, se debe escribir 

V? = -a \TW= (-2) 2 
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Asi, para cualquier numero real x. 


X SI A' £ 0 

—x si x < 0 


Que es exactamente como se definio a |x| al inicio de esta section (vease la definition 
1). Asi, para cualquier numero real x, 

\ 'x 3 = ,x\ 

Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 8 (B) n)'? - 2 (C ) V2 (D) ^9-2 

2. (A) 4 (B) 4 (C) 6 (D) 11 (E) 8 (F) 15 

3. (A) x es un numero cuya distancia desde -2 es 6. 


x= -8, 4 o {-8,4} 




-2 


(B) x es un numero cuya distancia desde -2 es menor que 6. 


-+X 


-8<i<4o (— 8 ,4) 

8-2 4 

(C) x es un numero cuya distancia desde -2 es menor que 6 , pero x no puede ser igual a -2. 

-8 < a < 4,x =£ — 2 o (— 8 , —2) U (—2,4) >X 

(D) x es un numero cuya distancia desde -2 es mayor que 6 . 

1 X 

x < -8 o x > 4, o (-«, - 8 ) U ( 4 , 5 c) ' 

4. (A) x = — j,|o {— 5 , 5 ) (B) -7<rs7o [-7,7] (C)-4<i<2o |-4,2] 

(D) -2 < a < 7 o (-2, 7) 

5. (A) rS-5o a £ 5, o (-*, -5] U [5. (B) jr < -5 o .r > 2, o (-*>, -}) U (2,«) 

(C) x < —2 o .< > y, o (-*>, -2) U fy, *) 

£ _ _ J, ^ _ f I 9l 

6. X — 4. 2 0 1 4* 2 J 


E|£RCICIO 


1-4 


En los problemas del I al 8, simplifique y escriba sin los sig- 
nos de valor absoluto. No reemplace a los radicales con aproxi- 
maciones decimoles. 


13. d(B.O) 
16. d{B,A) 


14. d(A, B) 
17. d(B,C) 


15. d(O.B) 
18. d{D, C) 


Escriba cada uno de los enunciados de los problemas del 19 al 
28 como una ecuacidn de valor absoluto 0 de desigualdad. 


1. |V5| 

3. |( 6) - (-2)| 
5. |5 - V5| 

7. |V5 - 5| 


2. 1-31 

4. |(-2) - (-6)| 
6. |V7 - 2| 

8. |2 - V7| 


En los problemas del 9 al 12, encuentre la distancia entre los 
puntosA y B con coordenadas ay b respectivamente, como se 
dan. 

9. a = —7, 6 = 5 10. a = 3, b = 12 

11. a = 5, b = -7 12. a = -9, b = -17 

En los problemas del 13 al 18, use la recta numerica de abajo 

para encontrar las distancias indicadas: 

A 8 0 C D 

1— I —I—1— 1 — 1 — I —1—1— I — 1 —I—I—I—I— I —I—i—I—I—I—»- > 

-10 -5 0 5 10 


19. x esta a 4 unidades de 3. 

20. v esta a 3 unidades de 1 . 

21 . m esta a 5 unidades de — 2. 

22. n esta a 7 unidades de -5. 

23. x es menor que 5 unidades de 3. 

24. z es menor que 8 unidades de -2. 

25. p no es mas grande que 6 unidades de —2. 

26. c no es mas grande que 7 unidades de -3. 

27. q no es mas grande que 2 unidades de 1. 

28. d no es mas grande que 4 unidades de 5. 


46 


1 Ecuaciones y desigualdades 


B 


En los problemas del 29 al 44, resuelva, interprete geometri 
camentey graflque. Cuando sea aplicable, escriba las respues 
tas usando notacion de desigualdad y notacion de intervalos 


29. |jt|s7 
32. kl £ 5 
35. |y — 5) < 3 
38. |f — 3| > 4 
41. |u + 8| s 3 
44. |x + 11 > 5 


30. |r| 5 

33. |y - 5| = 3 
36. |/ - 3| < 4 
39. \u + 81 = 3 
42. |x + 1|<5 


31. |x| S 7 
34. \t - 3| = 4 
37. \y ~ 5| > 3 
40. |* + 11 = 5 
43. \u + 8| s 3 


En los problemas del 45 al 62, resuelva cada ecuacion o des¬ 
igualdad. Cuando sea aplicable escriba la respuesta en nota¬ 
cion de desigualdad y notacion de intervalos. 


45. |5x - 3| s 12 
47. |2y — 8| > 2 
49. |5f - 7| = 11 
51. |9 - lu\ < 14 
53. |1 — |j(| > 5 
55. ||C + 32| < 31 
57. V?<2 
59. V(1 - 3 1) 2 < 2 
61. V(2 1 - 3) 2 > 3 


46. |2x - 3| ^ 5 
48. |3u + 4| > 3 
50. |6 m + 9| = 13 
52. |7 - 9M\ < 15 
54. | lx + 3| a 9 
56. |§(F - 32)| < 40 
58. Vm~> 3 
60. V(3 - 2xf < 5 
62. V(3 m + 5) 2 a 4 


C 


/ 


Los problemas del 63 al 66 se relacionan con calculo. Resuel¬ 
va y graflque. Escriba cada solucion usando notacion de in¬ 
tervalos. 


63. 0 < |* - 3| < 0.1 64. 0 < [a- — 5| < 0.01 

65. 0 < |x - c\ < d 66. 0 < |x - 4| <d 


En los problemas del 67 al 76, y.para cuales valores dex tienen 


validez? 

67. |x - 5| = x — 5 
69. |* + 8| = ~(x + 8) 

71. |4.v + 3| = 4.v + 3 
73. |5.v - 2| = — (5.v - 2) 
75. |3 - x| + 3 = |2 — 3x| 


68 . \x + 7| = x + 7 
70. |x 11| = -(x- 11) 
72. |5x - 9| = (5x - 9) 
74. |3x + 7| = — (3x + 7) 
76. |x — 11 + |x + 3| = 6 


79. Pruebe que \b - a\ = \a - para todos losnumeros ay b. 

80. Demuestre que |x | 2 = x 2 para todos los numeros reales x. 

81. Pruebe que el promedio de dos numeros esta entre los dos 
numeros; es decir, si m < n, entonces 

m + n 

m <-< n 

2 

82. Pruebe que para m < n, 

J m + n\ Jm + n \ 

1 "—j' J| —”1 

83. Pruebe que |— m\ = |m|. 

84. Pruebe que |— m\ = |«| si y solo si m = n o m = —n. 

85. Pruebe que para n 4= 0, 

m |/»| 
n |n| 

86 . Pruebe que \mn\ = |w||n|. 

87. Pruebe que — \m\ S m s \m\ 

88 . Pruebe la desigualdad del triangulo: 

|m + «| s |m| + |n| 

Sugerencia: Use el problema 87 para mostrar que 
-|m| - |/i| < m + n £ |w| + |n| 

89. Si a y b son numeros reales, pruebe que el maximo de a y 
b esta dado por. 

max(o, b) = + b + \a — &|] 

90. Pruebe que el minimo de a y b esta dado por 

mm(«, b) = '^[a + b — \a — b \] 


APLICACIONES 


91. Estadistica. Desigualdades de la forma 



< n 


I 

/ 


X 

77. ^Cuales son los valores posibles de-? 

w 

lx — 1 

78. ^Cuales son los valores posibles de- 

x - 1 


ocurren ffecuentemente en estadistica. Si m — 45.4, s = 
3.2 y n = 1, encuentre x. 

92. Estadistica. Repita el problema 91 para m = 28.6, s = 6.5 
y n = 2. 
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§3. Negocios. La production diaria P en una planta ensam- 
bladora de automoviles esta dentro de 20 unidades de 500 
unidades. Exprese la production diaria como una desigual- 
dad de valores absolutos. 

•4. Qui'mica. En un proceso quimico, la tempcratura T se 
conserva entre los 10=»C y los 200“C. Exprese esta res¬ 
triction como una desigualdad de valores absolutos. 

|S. Aproximacion. El area A de una region es aproxima- 
damente igual a 12.436. El error en esta aproximacion es 
menor que 0.001. Describa los valores posibles de esta area 
con una desigualdad de valores absolutos y en notation de 
intervalos. 


f 96. Aproximacidn. El volumen V de un solido es aproxima- 
damente igual a 6.94. El error en esta aproximacion es 
menor que 0.02. Describa los valores posibles de estc 
volumen en forma de desigualdad de valores absolutos y 
en notation de intervalos. 

* 97. Digitos significativos. Si N = 2.37 representa una medida 

que se puede suponcr con una precision de 2.37 ± 0.005. 
Exprese la precision deseada usando desigualdades de 
valores absolutos. 

* 9$. Digitos significativos. Si N = 3.65 X 10 -3 es un numero 

de una medicion, se puede suponer una precision de 3.65 
X 10 " 3 ± 5 X 10 -6 . Exprese la precision supuesta usando 
desigualdades de valores absolutos. 


seccion 1 "5 Numeros complejos 

Comentarios de introduction 
El sistema de numeros complejos 
Numeros complejos y radicales 

Los pitagoricos (500-275 a.C.) encontraron que la ecuacion simple 

de introduction 

x 2 = 2 (1) 

no tenia soluciones numericas racionales. Si esta ecuacion (1) tuviera alguna solution, 
se tendria que inventar una nueva clase de numeros, los numeros irracionales. Los nu¬ 
meros irracionales V2 y - V2 son ambas soluciones de la ecuacion (1). Los numeros 
irracionales no se establecieron firmemente en las matematicas hasta el siglo XIX. Los 
numeros racionales e irracionales forman al sistema de los numeros reales. 

^Es necesario considerar otra clase de numeros? La respuesta es si, si se quiere 
que la ecuacion simple 


-1 

tenga una solution. Si x es cualquier numero real, entonces x 2 s 0. Es decir, x 2 = — 1 no 
puede tener ninguna solution numerica real. Asi, una vez mas se debio inventar un 
nuevo tipo de numeros, un numero cuyo cuadrado pudiera ser negativo. Estos nuevos 
numeros se Hainan numeros complejos, y evolucionaron durante mucho tiempo; pero, 
igual que los numeros reales, solo hasta el siglo xix se establecieron firmemente en las 
matematicas. 


* El sistema de 
numeros complejos 


Se comenzara con la exposition de los numeros complejos definiendo un numero com- 
plejo y varios tipos de numeros complejos. Despues se definira la conception de igual- 
dad, suma y multiplication en este sistema, y a partir de estas definiciones se explicaran 
las propiedades especiales importantes y las reglas de operation siguientes para suma, 
multiplication y division. 
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1 Ecuaciones y desigualdades 



TABLA 1 


Fecha 

aproximada 

Persona 

Evento 

50 

Heron de Alejandria 

Fue el primero en encontrar la raiz cuadrada de un numero negativo 

850 

Mahavira de India 

Decia que un negativo no tenia raiz cuadrada, ya que no era cuadrado 

1545 

Cardano de Italia 

Las soluciones de las ecuaciones cubicas implican raices cuadradas de numeros 
negativos 

1637 

Descartes de Francia 

Introdujo los terminos real e imaginaria 

1748 

Euler de Suiza 

Uso i para V— 1 

1832 

Gauss de Alemania 

Introdujo el termino numero complejo 


DEFINICION 1 Numero complejo 

Un numero complejo es un numero de la forma 

Forma est&ndar 

donde ay b son numeros reales e i se llama unidad imaginaria. 


La unidad imaginaria / introducida en la definicion 1 no es un numero real. Este es 
un simbolo especial usado en la representation de los elementos en este nuevo sistema 
de numeros complejos. 

Algunos ejemplos de numeros complejos son 

3-2/ \ + 5/ 2 - £< 

0 + 3 i 5 + 0/ 0 + 0/ 

Las clases particulares de numeros complejos reciben los siguientes nombres especia- 
les: 


DEFINICION 2 Nombres de clases particulares de numeros complejos. 


Unidad imaginaria: 

i 


Numero complejo: 

a + bi 

ay b son numeros reales 

Numero imaginario: 

a + bi 

b =# 0 

Numero imaginario puro: 

0 + bi ~ bi 

b 0 

Numero real: 

a + 0/ = a 


Cero: 

0 + 0/ = 0 


Conjugado de a + bi: 

a - bi 
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EJEMPLO 1 Tipos especiales de numeros complejos: 

De la lista de numeros complejos que se da a continuation: 

3-2 i \ + 51 2 - fi 

0 + 3i = 3/ 5 + Oi = 5 0 + 0 i = 0 

(A) Enumere a todos los numeros imaginarios, numeros imaginarios puros, numeros 
reales y cero. 

(B) Escriba el conjugado de cada uno. 

Soluciones Numeros imaginarios: 3 - 2i, A + 5 i, 2 - |f, 3i 
Numeros imaginarios puros: 0 + 3i = 3i 
Numeros reales: 5 + Oi = 5, 0 + Oi = 0 
Cero: 0 + Oi = 0 

(B) 3 + 2i I — 5/ 2 + ji 

0 — 3/ = -3/ 5 - Oi = 5 0 - Oi = 0 


Problema seleccionado 1 De la siguiente lista de numeros complejos: 

6 + 7i V2 - ji 0 — i = —i 

0 + \t = fi -V3 + Oi - -V3 0 - Oi = 0 

(A) Enumere a todos los numeros imaginarios, numeros imaginarios puros, numeros 
reales y cero. 

(B) Escriba el conjugado de cada uno. 


En la definicion 2, observe que se identifica un numero complejo de la forma a + 
Oi con el numero real a, un numero complejo de la forma 0 + bi , b + 0, con el numero 
imaginario puro bi, y el numero complejo 0 + Oi con el numero real 0. De esta mane- 
ra, un numero real es tambien un numero complejo, al igual que un numero racional es 
tambien un numero real. Cualquier numero complejo que no es un numero real se llama 
numero imaginario. Si se combina el conjunto de todos los numeros reales con el 
conjunto de todos los numeros imaginarios, se obtiene C, el conjunto de los numeros 
complejos. La relacion entre el sistema de numeros complejos y otros sistemas de 
numeros que se han estudiado se muestra en la figura 1. 


FIGURA 1 


Numeros 

naturales 

(N) 

Cero — 


_ Enteros 

(Z) 

Numeros 


NCZCQCOCC 


Numeros 

-racionales- 


Numeros 


Enteros 

negativos 

J racionales- 

no enteros 

j ' ' 

Numeros 

- reales - 

(fi) 

Numeros 



irracionales- 

(0 

Numeros 

imaginarios 

-complejos 

(C) 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


Para usar los numeros complejos, se debe saber como se suman, restan, multipli- 
can y dividen. Se empezara por definir la iguaidad, suma y multiplicacion. 


DEFINICION 3 Iguaidad y operaciones basicas 

1. Iguaidad: a + bi = c + di si y solo si a = cy b = d 

2. Suma: ( a + bi) + (c + di) = (a + c) + {b + d)i 

3. Multiplicacion: (a + bi)(c + di) = (ac - bd) + {ad + bc)i 


En la section A-l se enumeran las propiedades basicas de un sistema de numeros 
reales. Usando la definicion 3, se puede demostrar que el sistema de numeros comple¬ 
jos tiene las mismas propiedades. Es decir: 

1. La suma y multiplicacion de numeros complejos son operaciones conmutativas y 
asociativas. 

2. Existe un identico aditivo y un identico multiplicativo en los numeros complejos. 

3. Cada numero complejo tiene un inverso aditivo o negativo. 

4. Cada numero complejo distinto de cero tiene un inverso multiplicativo o reci- 
proco. 

5. La multiplicacion es distributiva sobre la suma. 

Como consecuencia de estas propiedades, se pueden manipular los simbolos de 
los numeros complejos de la forma a + bi de igual manera que se manipulan los bino- 
mios de la forma a + bx, en tanto que se recuerde que i es un simbolo especial para la 
unidad imaginaria, no para un numero real. De esta manera, no es necesario memorizar 
las definiciones de suma y multiplicacion de numeros complejos. En seguida se anali- 
zaran estas operaciones y algunas de sus propiedades. En el ejercicio 2-5 se considera- 
ran otras propiedades. 


ElEMPLt Suma de numeros complejos 

Realice cada una de las operaciones y exprese la respuesta en la forma estandar: 

(A) (2 - 3/) + (6 + 20 (B) (-5 + 40 + (0 + 00 

Solucion (A) Se podria aplicar directamente la definicion de suma, pero es mas facil usar las 


propiedades de los numeros complejos. 

(2 — 30 + (6 + 20 = 2 — 3i + 6 + 2i Elimine parentesis 

,-, 

i = (2 + 6) + (-3 + 2)i 

i_■ 


Combine terminos semejantes 
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Problema seleccionado 2 


EjEMPLO 3 


Solucion 


Problema seleccionado 3 


(B) (-5 + 4/) + (0 + Oi) = -5 + 4/ + 0 + 0/ 

= -5 + 4 i 


Realice la operacion y exprese la respuesta en la forma estandar: 
(A) (3 + 20 + (6 - 40 (B) (0 + 00 + (7 - 5/) 


El ejemplo 2B y el problema seleccionado 2B ilustran el siguiente resultado gene¬ 
ral: Para cualquier numero complejo a + bi, 

(a + bi) + (0 + Oi) = (0 + Oi) + (a + bi) = a + bi 

Asi, 0 + 0 1 es la identidad aditiva o cero de los numeros complejos. Se ha anticipado 
este resultado en la definicion 1 cuando se ha identificado al numero complejo 0 + 0; 
con el numero real 0. 

Se podrian definir los negativos y resta en terminos de los inversos aditivos de un 
numero complejo, como ya se ha hecho para los numeros reales, pero algunas veces es 
mas facil usar las propiedades de los numeros complejos. 


Negativo y resta 

Realice cada una de las siguientes operaciones y exprese la respuesta en la forma es¬ 
tandar: 

(A) -(4 - 50 (B) (7 - 3/) - (6 + 2i) (C) (-2 + 70 + (2 - 70 

i-1 

(A) -(4 - 50 i = ( —1)(4 - 50 j = -4 + 5/ 

L_I 

(B) (7 - 30 - (6 + 20 = 7 - 3/ - 6 - 2; 

= 1-5/ 

(C) (-2 + 7/) + (2 - 7/) = -2 + 7/ + 2 - 7/ = 0 


Realice cada operacion y exprese la respuesta en la forma estandar: 

(A) -(-3 + 20 (B) (3 - 5/) - (1 - 30 (C) (-4 + 9i) + (4 - 9/) 


En general, el inverso aditivo o negativo de a + bi es —a - bi, ya que 
(i a + bi) + (—a — bi) = (—a — bi) + (a + bi) = 0 


(vease el ejemplo 3C y el problema seleccionado 3C). 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


EJEMPLO 4 


Solucion 


Problema seleccionado 4 


Ahora se abordara la multiplication. Primero, se recurre a la definition de 
plication para averiguar que pasa con la unidad compleja i cuando se eleva al 


/ 2 = (0 + 10(0 + 1 /) 

a c b d a d b 

= (0 ■ 0 - 1 • 1 ) + (0 • 1 + 1 

= -1 + 0 / 

= -1 


Asi, se ha probado que 


r = -1 


c 

0 )/ 


Ahora se tiene un numero cuyo cuadrado es negativo y es una solucion a x 2 
Puesto que i 2 = — 1, se define a V— I como la unidad imaginaria i. Asi, 


= -1 


i - V-I 


-i = -\ -1 


Igual que en los casos de la suma y la resta, la multiplication de numeros comr e 
jos se puede efectuar usando las propiedades de los numeros complejos mejor que . 
la definition de multiplication. Para hacerlo se reemplazara i 2 por —1 cada vez qi_r 
aparezca. 


Multiplication de numeros complejos 

Realice cada operation y exprese la respuesta en forma estandar: 


(A) (2 - 30(6 + 20 (B) 1(3 - 50 (C) ;'(1 + 0 (D) (3 + 40(3 - 40 

,-, 

(A) (2 - 30(6 + 20 | = 2(6 + 2/) - 3/(6 + 2/) | 

i_i 


= 12 + 4/ - 18/ - 6/ 2 
= 12 — 14/ — 6(—1) Reemplace i 2 por -1. 

= 18 - 14/ 

i-1 

(B) 1(3-5/) = 1 • 3 - 1 • 5/ | = 3 - 5/ 

I_I 

(C) /(I + /) = / + t 2 = i - 1 = -1 + / 

(D) (3 + 40(3 - 4/) = 9 - 12/ + 12/ - 16/ 2 

= 9 + 16 = 25 


Realice cada operation y exprese la respuesta en la forma estandar: 


(A) (5 + 20(4 - 3/) (B) 3(-2 + 6/) (C) /(2 - 3i) (D) (2 + 3/)(2 - 3/) 






1-5 Numeros complejos 


Teorema 1 


EJEMPLO 5 


Solucion 


Comprobacion 


Para cualquier numero complejo a + bi, 

\(a + bi) = (a + hi) 1 = a + bi 

(vease el ejemplo 4B). Asi', 1 es el identico multiplicativo para los numeros complejos, 
igual que lo fue para los numeros reales. 

Antes se establecio que cualquier numero complejo tiene un inverso multiplicati¬ 
vo o reciproco. Se denotara esto como una fraction, de igual manera se hace con los 
numeros reales. De esta manera, 

- 1 — es el reciproco de a + bi a + bi A 0 

a + bi 

La siguiente propiedad importante de los conjugados de un numero complejo se 
usa para expresar reclprocos y cocientes en forma estandar. 


Producto de un numero complejo por su conjugado 

(a + bi)(a - bi) = a 2 + b 2 Un numero real 


Reclprocos y cocientes 

Realice cada operation y exprese la respuesta en su forma estandar: 


(A) 


1 


2 + 3/ 


(B) 


7 - 3/ 

1 + i 


(A) Multiplique el numerador y el denominador por el conjugado del denominador: 


1 


1 2-3/ 


2 + 3/ 2 + 3/ 2 - 3/ 


2 - 3/ 
13 


13 13 



Esta respuesta se puede comprobar por multiplicacion: 

- / 2 3 \ 4 6 6 9, 

<2 + 3 ' > ta‘7+rTJ-!? , + 75 , ‘7r 

13 13 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


Comprobacion 


Problema seleccionado 5 


E|EMPLO 6 


Soluciones 


Problema seleccionad- 


EXPLORACION Y ANAUSIS 1 


(B) 


7 — 3i 
1 + / 


7 - 3/ 
1 + / 


I -, 

7 - 7/ - 31 + 3 i 2 
1 - / | 1 - i 2 | 

i_i 



5< 


(1 + 0(2 - 50 = 2 - 5/ + 2 i - 5i 2 = 7-3/ 


Realice cada operation y exprese la respuesta en su forma estandar: 


(A) 


1 

4 + 2 / 


(B) 


6 + 7/ 
2 - i 


Operaciones combinadas 

Realice cada una de las operaciones indicadas y exprese su respuesta en la forma estan¬ 
dar: 

(A) (3 - 2 If - 6(3 - 20 + 13 (B) 

2/ 

(A) (3 - 2 if - 6(3 - 20 + 13 = 9 - 12/ + 4 i 2 - 18 + 12/ + 13 

= 9 - 12/ - 4 - 18 + 12/ + 13 
= 0 

(B) Si un numero complejo se divide entre un numero imaginario puro, se puede hacer 
que el denominador sea real multiplicando al numerador y al denominador por i. 

2 - 3/ / _ 2/ - 3/ 2 _ 2/ + 3 _ _3 _ . 

2 / "i~ 2f -2 2 

Realice cada una de las operaciones indicadas y exprese la respuesta en la forma es¬ 
tandar: 

(A) (3 + 20 2 ~ 6(3 + 2/) + 13 (B) 


Las potencias de numeros naturales de / tienen formas particularmente simples: 

/ i 5 = t ■ i — (1)/ - / 

i 2 =-1 i* = i*i 2 = 1 (- 1 ) = -1 

P = f 2 • / = (—1)/ = —/ P = t"* ■ / 3 = 1 (—0 = —/ 

/ 4 = / 2 ■ i 2 = (—1)(—l) =1 / s = / 4 • i 4 = l • l = l 
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DEFINICION 4 


Soluciones 


En general, ^que valores son posibles para i", siendo n un numero natural? Explique 
como se puede encontrar facilmente i" para cualquier numero natural n. Despues 
evalue cada una de las siguientes expresiones: 

«■*(*» I,. . ( C,' <- 

(A)/ 17 . (B) i 24 (C )#* (D)r 47 

T A _ 1 


Recuerde que se dice que a es la raiz cuadrada de b si a 2 = b. Si x es un numero real 
positivo, entonces x tiene dos raices cuadradas, la raiz principal, denotada por f~x,y 
por su negativo —f x (vease la section A-7). Si x es un numero real negativo, entonces 
x tambien tiene dos raices cuadradas, pero ahora estas raices son numeros imaginarios. 


Raiz cuadrada principal de un numero negativo real 

La raiz cuadrada principal de un numero negativo real, se denota por f—a 
donde a es positiva, y est£ definida por 

•J—a = i 4a -J- 5 = /VT V-9 = /V9 = 3; 

La otra raiz cuadrada de -a, a > 0, es - V — a — —i-fa. 


Observe en la definicion 4 que si se escribe i-fa y iV3 en lugar de las formas 
estandares fai y V3i. Se infiere que con esta convencion la i podria aparecer acciden- 
talmente dentro de un signo radical (V ai + 'fai, pero fai = if a). La definicion 4 se 
sustenta en el hecho de que 


(iVo) 2 = fa = —a 


Numeros complejos y radicales 


Escriba en la forma estandar: 

(A) V"~4 (B) 4 + V=5 (C) ~ 2 V ^ (D) - _ 


(A) V—4 = iV4 = 2/ 


(B) 4 + V-5 = 4 + /V5 
iV5 3 V5 


(D) 


1 

1 - \/-9 


_J__ 1 • 1 + 30 

1 - 3i ~ (1 - 30 • (1 + 3/) 

- 1 + 3r 1 3 _ . 

~l-9i 2 ~ 10 ” 10 10 1 
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Problema seleccionado 7 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


PRECAUCION 


Escriba en la forma estandar: 

(A) V—T6 (B) 5 + \-l (C) (D) --- 

2 3 - V-4 


A partir del teorema 1 de la seccion A-7, se sabe que si a y b son numeros reales 
positivos 

% a~Jb = 'lab (1) 

Es decir, se pueden evaluar expresiones de la forma V9 V4~ de dos maneras: 

/ 9 V 4 = V(9)(4) = V 36 = 6 y V 9 V 4 ": = (3)(2) = 6 

E value cada una de estas expresiones de las dos maneras. ^Es (1) una propiedad 
valida para usar en todos los casos? 

(A) -19 V-4 (B) V=9Vq (C) V^9 


Observe que en el ejemplo 7D, se escribid 1 - ^-9 = 1 -3/ antes de proceder 
con la simplification. Es necesario ir despacio porque algunas de las propiedades 
que son verdaderas para los numeros reales, no lo son para los numeros comple- 
jos. En particular, para los numeros reales positivos ay b, 

'la'-Tb = ~Jab pero 'J—a ^—b ¥= V (—a)(— b) 

(Vease exploration y analisis 2.) 


La resistencia inicial al uso de estos nuevos numeros se debio a lo que sugieren las 
palabras con que se denominan: complejo e imaginario. A pesar de esto. los nume¬ 
ros complejos tienen un uso muy amplio en matematicas puras y aplicadas. Los nu¬ 
meros complejos son muy usados, por ejemplo, en ingenieria electrica, flsica, quimica, 
estadlstica e ingenieria aeronautica. Un primer uso de estos sera la conexion con las 
soluciones de ecuaciones de segundo grado en la siguiente seccion. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) Numeros imaginarios: 6 + 7i, V2 - §/', 0 — i = 0 + ji = §1 

Numeros imaginarios puros: 0 - 1 = 0 + 51 = 51 

Numeros reales: -V3 + Oi = -V3, 0 - Oi = 0 
Cero: 0 - Oi = 0 

(B) 6 - 7i, V 2 + ji, 0 + i = i, 0 - |i = —ft. - V3 - Oi = -V3, 0 + Oi = 0 

2. (A) 9 - 2/ (B) 7 - 5 i 

3. (A) 3 - 2/ (B) 2 - 2i (C) 0 

4. (A) 26 - 7i (B) -6 + 18i (C) 3 + 2i (D) 13 

5. (A) | - tfe/ fB) 1 + 4/ 

6 . (A) 0 (B) 

7. (A) 4/ (B) 5 + iV7 (C) - (V2/2)/ (D) £ + 
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1-5 


£c problemas del / al 26, realice las operaciones indica¬ 
nt - escriba cada respuesta enforma estandar. 


1. : - 4i) + (5 + i) 

3L - ; - 6/) + (7 - 30 
£ 5 -70-(4+ 30 
• 3 - 50 - (-2 - 40 


- - 50 + 2z 


10. 

»V-;6i) 


12. 

-3/(2 - 40 


14. 

? - 3/)(2 - 3/) 


16. 

2 - 3/)(7 - 6/) 


18. 

" - 4/)(7 - 40 


20. 

| I 

: - i 

22. 

1 

3 — / 

1 — i 

25. 

13 + i 

9 - 2/ 

2 - / 


2. (3 + 0 + (4 + 20 
4. (6 - 20 + (8 - 30 
6. (9 + 80 - (5 + 60 
8. (8 - 40 - (11 - 20 
' + (3 - 40 
30(80 
-2/(5 - 3/) 

-2 - 3/)(3 - 5i) 


23. 


26. 


30 

3 + / 

2 - 3/ 

15 - 3/ 
2 - 3/ 


En -s problemas del 27 al 36, convierta numeros imaginarios 
trma estandar, realice las operaciones indicadasy expre- 
P respuestas en forma estandar. 

2 - V^4) + (5 - V^9) 

1 - V^) + (-8 + V^25) 
i9 - V^9) - (12 - V^) 

■ -2 - V—36) - (4 + V^49) 

3 - V—4)(—2 + 

[2 - V^I)(5 + V^9) 

5 - 


2S. 

29 . 

m. 

3L 

r 


2 - V^9 


34. 


36. 


6 - 


33 . 

35. 

Esc-iba losproblemas del 37 al 42 en forma estandar. 


3 — V— 16 


J7. — 


39. 


2 

5/ 

1 + 3; 
2 / 


38 4 


40. 


2-i 

3/ 


41. (2 - 3/) 2 - 2(2 -30 + 9 

42. (2 - 0 2 + 3(2 - 0 -5 

43. E value jc 2 — 2^ + 2 parajr = 1 — i 

44. Evalue x 2 - 2x + 2 para x = 1 + / 

45. Simplifique: i 18 , i 32 y I 62 

46. Simplifique: / 21 , O 3 y Z 52 

47. (,Para que valores reales dc xyy la ccuacion siguiente sera 
un postulado verdadero? 

(2x - 1) + (3y + 2)/ = 5-4/ 

48. iPara que valores reales de x y y la ecuacion siguiente sera 
un postulado verdadero? 

3 x + (y — 2)/ = (5 - 2x) + (3 y - 8j/ 

En los problemas del 49 al 52, ipara que valores reales de x 
cada expresion representa un mimero imaginario? 

49. VT 77 ! 50. VTT7 

51. V2 - 3.t 52. V3 + 2x 

Use una calculadora* para resolver los problemas del 53 al 

56. Escribalos en la forma estandar a + bi, donde a y b se 
calculan con dos cifras significativas. 

53. (3.17 - 4.080(7.14 + 2.76/) 

54. (6.12 + 4.920(1.82 - 5.05/) 

8.14 + 2.63z 7.66 + 3.33/ 

5 ' 3.04 + 6.27/ 4.72 - 2.68t 

c_ 

En los problemas del 57 a! 62, realice las operaciones indica¬ 
dasy escriba cada respuesta en la forma estandar. 

57. (a + bi) + (c + di) 58. 

59. (a + bi){a - bi) 60. 

61. (a + bi)(c + di) 62. 

63. Muestre que i 4k = 1, k un numero natural 

64. Muestre que Z 4 * +1 = Z, k un numero natural 

* En esie libro encontrara ejercicios opcionales que requieren de una 
calculadora grafica. Si usted dispone de esta seguramentc la usara. 
Por otra parte, cualquicr calculadora cientifica cs suficiente para los 
problemas de este capitulo. 


(a + bi) — (c + di) 
(h - v/)(h + vZ) 

a + bi 
c + di 
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lndique las razones en las pruebas para los teoremas propues- 
tos en los problemas 65 y 66. 

65. Teorema: Los numeros complejos son conmutativos con 
la suma. 


Razon 

1 . 

2 . 

3. 


Prueba: Sea a + bi y c + di dos numeros complejos 
arbitrarios; entonces: 

Postulado 

1. (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 

2. = (c + a) + (d + b)i 

3. = (c + di) + (a + bi) 

Razon 

1 . 

2 . 

3. 

66. Teorema: Los numeros complejos son conmutativos en la 
multiplicacion. 

Prueba: Sea a + bi y c + di dos numeros complejos 
arbitrarios; entonces: 

Postulado 

1. (a + bi)-(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i 

2. = (ca - db) + (da + cb)i 

3. = (c + di)(a + bi) 


Las literates zyw a menudo se usan como variables comple- 
jas, donde z = x+yi, w = u + vi, y x, y, u, v son numeros 
reales. Los conjugados dezyw, denotados por zyw, respecti- 
vamente, estan dados por z = x — yi y w = u — vi. En los 
problemas del 67al 74, exprese cada propiedad de los conju¬ 
gados de manera verbal y despues compruebe la propiedad. 


67. 

zz es i 

un numero real. 

68. 

z + z 

es un numero real. 

69. 

z = z 

si y solo si z es real. 

70. 

z — z 


71. 

z + w 

= z + w 

72. 

z — w 

1* 

1 

IN 

II 

73. 

ZW = ] 

Z • H' 

74. 

Yfw = 

Z/W 


SECCION 



Ecuaciones cuadraticas y apikadones 



Solucion por factorizacion 
Solucion por raiz cuadrada 
Solucion al completar el cuadrado 
Solucion por la formula cuadratica 
Aplicaciones 


La siguiente clase de ecuaciones que se analizaran son las ecuaciones con polinomios 
de segundo grado con una variable, llamadas ecuaciones cuadraticas. 


DEFINICION 1 Ecuacion cuadratica 

Una ecuacion cuadratica con una variable es cualquier ecuacion que se pueda 
escribir en la forma 

Forma estandar 


donde x es una variable y a, b y c son constantes. 


1 -6 Ecuaciones cuadraticas y aplicaciones 
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• Solution por 
factorization 


EJEMPLO 1 


Soluciones 


Ahora que se ha analizado el sistema de los numeros complejos, se usara este tipo 
de numeros cuando se resuelvan ecuaciones. Recuerde que a la solucion de una ecuacion 
tambien se le llama raiz de la ecuacion. Una solucion numerica real de una ecuacion se 
denomina raiz real, y una solucion numerica imaginaria se llama raiz imaginaria. En 
esta seccion se desarrollaran los metodos para encontrar todas las raices reales e imagi- 
narias de una ecuacion cuadratica. 


Si ax 1 + bx + c se puede escribir como el producto de dos factores de primer grado, 
entonces la ecuacion cuadratica puede resolverse rapida y facilmente. El metodo de 
solucion por factorizacion se fundamenta en la propiedad cero de los numeros comple¬ 
jos, la cual es una generalization de la propiedad cero de los numeros reales que se 
repasa en la seccion A-1. 


Propiedad cero 

Si m y n son numeros complejos. entonces 




m ■ n — 0 


si y solo si 


m = 0 o n 0 (to ambos) 



Solucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion 

Resuelva por factorizacion: 

(A) 6x 2 - 19* - 7 = 0 (B) x 2 - 6x + 5 = -4 (C) 2x 2 = 3x 

(A) 6X 2 - \9x - 7 = 0 

(2x — 7)(3x + 1) = 0 Factorice el lado izquierdo. 

2x - 7 = 0 o 3x+l=0 

Y = - r=-i 

X 2 X 3 

El conjunto solucion es ( \ ). 

(B) x 2 ~6x + 5 = —4 

x 2 — 6x + 9 = 0 Escriba en la forma estandar. 

(x — 3) 2 = 0 Factorice el lado izquierdo. 
x = 3 

El conjunto solucion es {3}. La ecuacion tiene una raiz, 3. Pero como se obtuvo de dos 
factores, a 3 se le llama raiz doble. 

(C) 2x 2 = 3x 

2r - 3* = 0 
x(2x — 3) = 0 

x = 0 o 2x — 3 = 0 


Conjunto solucion: {0, §} 
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Probiema seleccionado 1 


PRECAUCION 


• Solucion por raiz 
cuadrada 


Resuelva por factorizacion: 

(A) 3x 2 + lx - 20 = 0 (B) 4x 2 + 12x + 9 = 0 (C) 4^ = 5x 


1. Un lado de una ecuacion debe ser 0 antes de que se aplique la propiedad cero. 
Asi 

x 2 - 6x + 5 = -4 
{x - 1)(* - 5) = -4 

esto no implied que x — 1 = — 4 o ;c - 5 = —4. Vease el ejemplo 1B para la 
solucion correcta de esta ecuacion. 

2. Las ecuaciones 


2x 2 = 3x y 2x = 3 

no son equivalentes. La primera tiene el conjunto solucion {0, mientras 
que la segunda tiene el conjunto solucion {;}. La raiz x = 0 se pierde cuando 
cada miembro de la primera ecuacion se divide entre la variable x. Vease el 
ejemplo 1C para la solucion correcta de esta ecuacion. 


No divida ambos miembros de una ecuacion por una expresion que con- 
tenga la variable que esta resolviendo. Si lo hace podria estar dmdiendo 
entre 0. 


Ahora se enfocara la atencion hacia las ecuaciones cuadraticas que no tienen el termino 
de primer grado, es decir, ecuaciones de la forma especial 

ax' + c = 0 a £ 0 

El metodo de solucion de esta forma especial requiere el uso directo de la propiedad de 
raiz cuadrada: 



Propiedad de raiz cuadrada 

Si A 2 = C, entonces A = ± VC. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Soluciones 


Determine si cada uno de los siguientes pares de ecuaeiones es equivalente o no. 
Explique sus respuestas. 


(A) x 2 - 4 y 

(B) x 2 = 4 y 

(C) x = V4 y 

(D) x= V4 y 


* = | 2 | 
x = -2 
x = 2 
x = — 2 


El uso de la propiedad de raiz cuadrada se ilustra en el ejemplo siguiente. 

Nota: es practica comun representar soluciones de ecuaciones cuadraticas de manera 
informal mediante la ultima ecuacion en vez de escribir un conjunto solucion usando la 
notacion conjunto. De ahora en adelante, se seguira esta practica a menos que se desee 
un enfasis particular. 


Uso de ia propiedad de la rafz cuadrada 


Resuelva usando la propiedad de raiz cuadrada: 

(A) 2x 2 - 3 = 0 (B) 3-r 2 + 27 = 0 (C) (x + {) 2 = { 


(A) 2r - 3 = 0 

X = ±V| o 

(B) 3;r + 27 = 0 

x 2 = -9 

x = ±V-9 o 

(C) (x + i) 2 = | 

x + i=±Vf 

1 V5 

A _ 2 ± 2 

-1 ±V5 
2 



Conjunto solucion: 


-\ 6 V6 
2 ' 2 


±3/ Conjunto solucion: (-3/, 3/} 


Problema seleccion 


Resuelva usando la propiedad de raiz cuadrada: 

(A) 3x 2 - 5 = 0 (B) 2x 2 + 8 = 0 (C) (x + ^) 2 = \ 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 


: 


Reemplace ? en cada una de las siguientes expresiones con un numero que haga 
valida la ecuacion. 

(A) (x + l) 2 = x 2 + 2x + ? (B) (x + 2) 2 = x 2 + 4x + ? 

(C) (x +3) 2 = x 2 + 6x + ? (D) (x + 4) 2 = x 2 + 8x + ? 

Reemplace ? en cada una de las siguientes expresiones con un numero que haga al 
trinomio un cuadrado perfecto. 

(E) x 2 + lOx + ? (F) x 2 + 12* + ? (G) x 2 + bx + ? 


La aplicacion de los metodos de raiz cuadrada y de factorization por lo general condu- I 
cen a soluciones rapidas; sin embargo, existen ecuaciones como x 2 + 6x — 2 = 0 (vease 
el ejemplo 4A), que no puede resolverse directamente por estos metodos. Se debe desa- I 
rrollar un procedimiento mas general para tomar en cuenta este tipo de ecuacion, por I 
ejemplo, el metodo de completar el cuadrado. Este metodo se basa en el proceso de 
transformar la ecuacion cuadratica estandar I 

ax 2 + bx + c — 0 

en la forma 

(x + A) 2 = B 

donde Ay B son constantes. La ultima ecuacion se puede resolver con facilidad usando 
la propiedad de raiz cuadrada. Pero, ^como se transforma la primera ecuacion en la 
segunda? El breve analisis siguiente proporciona la clave para el proceso. 

<^Que numero se debe agregar ax 2 + bx de manera que el resultado sea el cuadrado 
de un polinomio de primer grado? Hay una regia mecanica simple para encontrar este 
numero, basado en el cuadrado de los binomios siguientes: 

(x + m ) 2 = x 2 + 2 mx + m 2 
(x — m) 2 = x 2 — 2 mx + m 1 

En cualquiera de los casos, se observa que el tercer termino de la derecha es el cuadra¬ 
do de una mitad del coeficiente de x en el segundo termino de la derecha. Esta observa- 
cion nos lleva directamente a la regia para completar el cuadrado. 


Completando el cuadrado 


Para completar el cuadrado de una cuadratica de la forma x 2 + bx 
drado de la mitad del coeficiente dex, es decir, sume (h/2) 2 . Asi, 

sume el cua- 

x 2 + bx 


( h Y 2 

x + bx + — i x + — iSJ 1 " - 1 

I 1 
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Soluciones 


Soluciones 


Completando el cuadrado 

Complete el cuadrado de cada una de las siguientes: 


(A) x 1 - lx (B) x 2 - bx 


(A) x 2 - 3x 

X 2 - 3x + f = (x - §) 2 Sume f ~ j ; es decir, ^ 

(B) x 2 - bx 

, . b 2 ( b\ 2 f (~bV . . b* 
xr - bx + — = I A' — — I Sume ( 7 J ; es dear, —. 


Complete el cuadrado de cada una de las siguientes: 
(A) x 2 - 5x (B) x 2 + mx 


Es importante notar que la regia para completar el cuadrado aplica solo a formas 
cuadraticas, en las cuales el coeficiente del termino de segundo grado es 1. Sin embar¬ 
go, como se vera, esto causa algunos problemas. Ahora se resolveran dos ecuaciones 
con el metodo de completar el cuadrado. 


Solucion al completar el cuadrado 

Resuelva al completar el cuadrado: 

(A) ** + 6x - 2 = 0 (B) lx 1 — 4x + 3 = 0 


(A) x 2 + 6x — 2 = 0 
x 2 + 6x = 2 


jr + 6 x + 9 = 2 9 

(x + 3 ) 2 = 11 
x + 3 = ±vTT 
x — 3 ± VTT 
(B) lx 2 - 4x +3=0 
x 2 — 2x + | = 0 
x 2 -Zx= -f 
x 2 — 2x = —5 


Complete el cuadrado del lado izquierdo y sume 
el mismo numero en el lado derecho. 


Haga el primer coeficiente igual a 1 al dividir entre 2. 


Complete el cuadrado en el lado izquierdo y sume 
el mismo numero en el lado derecho. 
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Problema seleccionado 4 


• Solution por la 
formula cuadratica 


(x- 1) 2 = -k 

X- 1 = ±V-| 

x = 1 ± /Vi 


Factorice el lado izquierdo. 


Respuesta en la forma a + bi. 


Resuelva al completar el cuadrado: 


(A) V + 8* - 3 = 0 (B) 3a 2 - 12a + 13 = 0 


Considere ahora la ecuacion cuadratica general con coeficientes no especificados: 

ax' + bx + c — 0 a =£ 0 

Se puede resolver al completar el cuadrado exactamente como se hizo con el ejemplo 
4B. Para obtener el coeficiente principal 1, se debe multiplicar ambos lados de la ecua¬ 
cion por 1 la. De esta forma. 


, b c 
V + -a + - = 0 
a a 

Sumando -da a ambos lados de la ecuacion y despues completando el cuadrado en el 
lado izquierdo, se tiene 


, b b 2 b 2 c 

AT + -X + — = —- 

a 4 <r 4o a 

Ahora se factoriza el lado izquierdo y se resuelve usando la propiedad de raiz cua- 
drada: 

b 2 — 4ac 
4a 2 

± ]lEE±£ 

V 4a 2 

b \ b 2 — 4 ac 

— — ±--- Vease el problema 75 en los ejercicios 1-6. 

2 a 2 a 

-ft ± Vb 2 - 4ac 
2 a 



De esta forma, se arribo a la muy conocida y ampliamente usada formula cuadra¬ 
tica: 
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Teorema 1 Formula cuadratica 

Si ax 2 + bx + c = 0, a # 0, entonces 

—b ±\Zb l — 4 ac 

x =- 

la 


La formula cuadratica se debe memorizar para usarla en la resolution de ecuaciones 
cuadraticas cuando otros metodos fallen o sea mas dificil aplicarlos. 


E)EMPLO Uso de la formula cuadratica 

Resuelva 2x + \ = x 2 mediante la formula cuadratica. Obtenga la respuesta en la forma 
radical mas simple. 

Solucion 2x + | = x 2 

4x + 3 = lx 2 Multiplique ambos lados por 2. 

Zx 2 — 4x — 3 = 0 Escriba en la forma estandar 
— b ± Vb 2 - 4ac 

x = - Ya - o = 2, b = -4, c = -3 

= ~(~4) ± V(~~4) 2 — 4(2)( —3) 

2 ( 2 ) 

4 ± V40 4 ± 2VT0 2 ± VTO 

4 " 4 2 


PRECAUCION 


1. 


2 . 


3. 


-42 #(-4)z 4 2 = -16 

, V10 . 2 + vlo 

2 2 

4 ± 2V 10 ^ ± 2 VTo 

4 


y(-4) 2 = 16 
o VlO 4±V10 

4 *- 

2 2 

4 ± 2 VlO 2(2 ±VlO) 
4 4 


2 t \/10 
2 


Problema seieccionado 5 Resuelvax 2 — * = — 3x mediante el uso de la formula cuadratica. Obtenga la respuesta 

en la forma radical mas simple. 


Uso de la formula cuadratica con una calculadora 


Resuelva 5.37 jc 2 — 6.03x + 1.17 = 0 usando la calculadora, con dos cifras decimales. 
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Solucion 5.37a- 2 - 6.03a + 1.17 = 0 

_ 6.03 ± V(— 6.03) 2 - 4(5.37)(1.17) 
2(5.37) 

= 0.25,0.87 


Problema sei Resuelva 2.79a 2 + 5.07a - 7.69 = 0usando una calculadora, con dos cifras decimales. 


Se concluye esta parte de la expresion, haciendo notar que b 2 - 4 ac en la formula 
cuadratica se denomina discriminante y proporciona informacion util acerca de las 
raices correspondientes, como se muestra en la tabla 1. 


TABLA 1 

rasceS 

Discriminante 

Raices de ax 1 + bx + c = 0 

b 1 — 4ac 

a,byc son numeros reaies, a ^ 0 

Positivo 

Dos raices reales distintas 

0 

Una raiz real (una raiz doble) 

Negativo 

Dos raices imaginarias, una es el conjugado de la otra 


Por ejemplo: 

(A) 2a 2 — 3a — 4 = 0 tiene dos raices reales, ya que 


b 2 - 4ac = ( —3) 2 - 4(2)(—4) = 41 > 0 


(B) 4a 2 — 4a + 1 = 0 tiene una raiz real (doble), ya que 


b 2 - 4 ac = (—4) 2 - 4(4)(1) = 0 


(C) 2a 2 - 3a + 4 = 0 tiene dos raices imaginarias, ya que 


b 2 - 4ac = (—3) 2 - 4(2)(4) = -23 < 0 


Ahora considere algunas aplicaciones en las que se empleen ecuaciones cuadraticas. Pri- 
mero, la estrategia para resolver problemas con literales, presentada en la secci on 1 -1, se 
repite a continuacion. 


Estrategia para resolver problemas con literales 

1. Lea el problema cuidadosamente (varias veces si es necesario), hasta com- 
prender con claridad que es lo que busca y con que informacion cuenta. 
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EJEMPLO 7 


Solucion 


Comprobacion 


2. Representc una de las i ic6gslitas cor) i na variable, poitiejemplo J\ e jntente 
representar las otras en temanos de x, Este paso es filhportante y se debe 
hacer con cuidado. 

3. Si to considers adecuado, dibuje figuras o diagramas y marque las partes 
conocidas y las incognitas. 

4. Busque formulas que reiacionen i us cantidades conocidas con las incdgnitas 

5. Plantee una ecuacion que relatione las cantidades desoonociias con las in¬ 
cognitas. 

6. Rcsuelva la ecuacion y escriba las respuestas de todus las preguntas que plantea 
el problema. 

7. Compruebe e interprete todas las soluciones en terminos del problema origi¬ 
nal (no solo la ecuacion que se encontro en el paso 5), ya que se pudd haber 
eometido un error en el establecimiento de la ecuacidn en el paso 5. 


Establecimiento y solucion de un problema con literales 

La suma de un numero y su reciproco es^. Encuentre esos numeros. 
Sea jc = numero; entonces: 



Multiplique ambos lados por 6x. [Nota: x * 0.] 


6X 2 + 6 = 13a 
6r — 1 3jc -t- 6 = 0 
(2a - 3)(3x - 2) = 0 

lx- 3 = 0 o 


* = 4 


Una ecuacion cuadratica 


3a: - 2 = 0 




Es decir, los dos numeros son l y 


2 + 2 
2 3 


12 

6 


2 + 3—13 

3 2 (■ 


La suma de dos numeros es 23 y su producto es 132. Encuentre los dos numeros. [Suge- 
rencia : Si un numero es x, entonces el otro numero es 23 — a.] 
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EJEMPLO 8 Un problema de distancia, rapidez y tiempo 

A una lancha para excursiones le toma 1.6 horas hacer un viaje de ida y vuelta 36 millas 
aguas arriba. Si la rapidez de la corriente es de 4 millas por hora, ^cual es la rapidez de 
la lancha en aguas tranquilas? 

Solucion Sea 


x = Rapidez de la lancha en aguas tranquilas 
x + 4 = Rapidez con la corriente a favor 
x - 4 = Rapidez a contracorriente 


/ Tiempo a \ 

i contracorriente ) 

\ / 


/ Tiempo con la \ 

l corriente a favor J 

\ / 


1.6 


36 _ 36 

x - 4 x + 4 

36(x + 4) - 36(x - 4) 

36x + 144 - 36x + 144 
l.6x 2 
x 2 


X 


1.6 r = |, x* 4, x*-4 

\.6(x ~ 4)(* + 4) 

1.6.v 2 - 25.6 

313.6 
1 % 

Vl96 = 14 


La rapidez en aguas tranquilas es de 14 millas por hora. 


Comprobacion 


[Nota: — Vl96 = —14 debe ser descartada, ya que 
obtener corno solucion una rapidez negativa.] 


Tiempo a contracorriente = — = ——— 

R 14-4 


Tiempo con la corriente a favor = — = ——- 

R 14 + 4 


en este problema no tiene sentido 

= 3.6 

= 2 

1.6 Diferencias de tiempos 


Problema seleccfonado 8 Dos lanchas viajan en angulos rectos uno con respecto al otro y arriban a un muelle al 

mismo tiempo. Una hora antes estan separadas 25 millas. Si una de las lanchas viaja 5 
millas por hora mas rapido que la otra. ^cual es la rapidez a la quc viaja la segunda? 
[Sugerencia: Use el teorema de Pitagoras,* recuerde que a distancias iguales tiempos 
iguales.] 


o 



b 


* Teorema de Pitagoras: Un triangulo es rcctangulo si y solo si el cuadrado de la longitud del lado mas largo 
es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los dos lados mas cortos: c- = a 2 + h-. 
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EJEMPLO 9 Un problema de cantidad, rapidez y tiempo 

Una nomina se puede terminar en 4 horas trabajando en dos computadoras simultanea- 
mente. ^Cuantas horas seran necesarias para que cada computadora termine sola si el 
modelo viejo se tarda 3 horas mas que el nuevo? Calcule la respuesta con dos cifras 
decimales. 

Solucion Sea 

x = Tiempo que tarda el nuevo modelo en terminar solo la nomina 
x + 3 = Tiempo que tarda en terminar la nomina solo el modelo viejo 

4 = Tiempo en que terminan la nomina ambas computadoras trabajando juntas 

Entonces, 


— = Rapidez del modelo nuevo Termina — de la nomina por hora 


1 = Rapidez del modelo viejo Termina —-— de la nomina por hora 


x + 3 


x + 3 


Parte del \ / Parte del \ 

trabajo terminada \ I trabajo terminada l 
por el modelo I + I por el modelo I = 1 trabajo completo 
^ nuevo en 4 horas ) \ viejo en 4 horas J 


1 

-(4) 

x 

4 

x 


+ 


+ 


1 


x + 3 
4 


(4) =1 x * 0, x =f - 3 


= 1 


,v + 3 

4(x + 3) + 4x = x(x + 3) Multiplique ambos lados por x(x+ 3). 
4,r 4 - 12 + 4x = x 2 + 3x 
x 2 - 5x - 12 = 0 

5 ± V73 


2 

5 + V73 


6.77 


5 - v75 


~ -1.77 


x + 3 = 9.77 


se descarta, puesto 
que x no puede 
ser negative. 


El modelo nuevo terminaria la nomina en 6.77 horas trabajando sola, y el modelo viejo 
la terminaria en 9.77 horas. 
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Comprobacion g 77 W + g -7 (4) 1 

1.000 259 ~ 1 

/Vo/a: No espere que la comprobacion sea exacta, ya que las respuestas se redondearon 
a dos cifras decimales. Una comprobacion exacta solo se producirla usando x = (5 + 
V73)/2. Esto ultimo se deja al lector. 


Problema seleccionado 9 Dos carteros pueden entregar la correspondencia en 3 horas cuando trabajan juntos. 

Uno puede terminar el trabajo 2 horas mas rapido que el otro. ^Cuanto tiempo le toma 
a uno entregar la correspondencia? Calcule las respuestas con dos cifras decimales. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) x = -4. | (B) x = —j (una raiz doblc) (C) x = 0, | 

2. (A) x = ±Vf o ±Vl5/3 (B) * = ±2 i (C) x = (-1 ± V2)/3 

3. (A) x 2 - 5x + 7 = (x - §) 2 (B) x 2 + mx + (m 2 /4) = [x + (m/2)] 1 

4. (A) x = -4 ± Vl9 (B) x = (6 ± iV3)/3 o 2 ± (V3/3)/ 5. x = (-3 ± V79)/2 

6. x = —2.80,0.98 7. 11 y 12 8. 15 y 20 millas por hora 9. 5.16 y 7.16 horas 


EJERCICIO 



Exprese todas las respuestas que implican radicales en una forma radical 
simplifwada, a menos que se establezca lo contrario. 


A 


B 


En los problemas del 1 al 6, resuelva por factorizacidn. En los problemas del 27 al 34, resuelva completando el cua- 


1. 4m 2 = 8m 

3. 9y 2 = 12y - 4 

2. 3 A 2 = -12 A 

4. 16x 2 + 8x= -1 

drado. 

27. x 2 - 6x - 3 = 0 

28. y 2 - lOy - 3 = 0 

5. 1 lx = 2x 2 + 12 

6. 8 - lOx = 3x 2 

29. 2y 2 — 6y + 3 = 0 

30. 2d 2 — 4d + 1 = 0 

En los problemas del 7 al 18, resuelva usando la propiedad de 

31. 3X 2 — 2x — 2 = 0 

32. 3X 2 + 5x — 4 = 0 

raiz cuadrada. 

7. to 2 - 12 = 0 

9. x 2 + 25 = 0 

11. 9/ -16 = 0 

8. f - 45 = 0 

10. x 2 + 16 = 0 

12. 4.x 2 - 9 = 0 

33. x 2 + mx + n = 0 34. ax 2 + bx + c — 0, a + 0 

En los problemas del 35 al 52. resuelva por cualquier otro 
metodo. 

35. 12x- + lx = 10 36. 9x 2 + 9x = 4 

13. 4x 2 + 25 = 0 

14. 16a 2 + 9 = 0 

37. (2y - 3) 2 = 5 

38. (3m + 2) 2 = -4 

15. (n + 5) 2 = 9 

16. (m - 3) 2 = 25 

39. x 2 = 3x + 1 

40. x 2 + 2x = 2 

17. {d - 3) 2 = -4 

18. (t + l) 2 = -9 

41. In 2 = — 4n 

42. 8« 2 + 3« = 0 

En los problemas del 19 al 26, resuelva usando la formula 

8 4 

2 3 

cuadratica. 

19. x 2 - lOx -3 = 0 

21. x 2 + 8 = 4x 

20. x 2 - 6x - 3 = 0 

22. y 2 + 3 = 2y 

43. 1 + 4 = - 

XT X 

„ 24 , 24 

45. + 1 

10 + m 10 — m 

44. - = - + 1 

U IT 

1-2 . *-2 , 

46. + — 1 

y - i >■ 

23. 2x 2 + 1 = 4x 

24. 2m 2 + 3 = 6 m 

2 4 1 

3 2 4 

25. 5X 2 + 2 = 2x 

26. 7X 2 + 6x + 4 = 0 

47. -=- 

x — 2 x-3 x+1 

48. ---=- 

x— 1 x + 3 x—2 
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_jc -t- 2 x 2 x - 1 

49. -= 1- 

x + 3 x 2 - 9 3 — x 

11 x + 3 2x - 3 

50. —-+-=- 

xr — 4 2 — x x + 2 

51. |3«-2| = « 2 52. j 12 + 7x| = x 2 

£/r los problemas del 53 a! 56, despejepara la variable indica- 
da en terminos de las otras variables. Use solo la raiz cuadra- 
da posiliva. 

53. s = jgr 2 paraf 54. a 2 + b 2 = c 2 para a 

55. P = El — RI 2 para/ 56. A — P( 1 + r) 2 parar 

Resuelva los problemas del 57 al 60 para obtener dos cifras 
decimates, use una calculadora. 

57. 2.07x 2 - 3.79x + 1.34 = 0 

58. 0.6 lx 2 - 4.28x + 2.93 = 0 

59. 4.83X 2 + 2.04x - 3.18 = 0 

60. 5.13x 2 + 7.27x - 4.32 = 0 
Considere la ecuacion cuadratica 

x 2 + 4x + c = 0 

dondc c es un numero real. Analice la relacion entre los 
valores de c y los tres tipos de raices enumerados en la 
tabla 1. 

Considere la ecuacion cuadratica 

x 2 - 2x + c = 0 

donde c es un numero real. Analice la relacion entre los 
valores de c y los tres tipos de raices enumerados en la 
tabla 1. 

Use el discriminate para determinar si las ecuaciones en los 
problemas del 63 al 66 tienen soluciones reales. 

63. 0.0134x 2 + 0.0414x + 0.0304 = 0 

64. 0.543x 2 - 0.182x + 0.003 12 = 0 

65. 0.0134X 2 + 0.0214x + 0.0304 = 0 

66. 0.543x 2 - O.I82x + 0.0312 = 0 

c_ 

Resuelva los problemas del 67 al 70 y deje las respuestas en la 
forma de radical simplificada (i es la unidad imaginaria) 

67. VIx 2 = 8V2x - 4V3 68 . 2VZr + V5 = V3X 2 

69. x 2 + 2 ix = 3 70. x 2 = 2ix - 3 

En los problemas 71 y 72, encuentre todas las soluciones. 

71. x 3 - 1 = 0 72. x 2 - 1 = 0 

^Puede una ecuacion cuadratica con coeficientes racionales 
tener una raiz racional y una irracional? Explique. 


^Puede una ecuacion cuadr&tica con coeficientes reales 
tener una raiz real y una imaginaria? Explique. 

75. Demuestre que si r y r, son dos raices de ax 2 + bx + c = 
0, entonces iy, = c/a 

76. Para r, y r 2 en el problema 75, demuestre que r, + r 2 = 
—b/a 

En una etapa de la dcduccion de la formula cuadratica, 
reemplace la expresion 

± V(b 2 - 4ac)/4a i 

COD 

rtVfe 2 — 4ac!2a 

t .Cua! es la justificacion para usar 2a cn lugar de |2a|? 

Encuentre el error en la siguiente “prueba” de que dos 
niimeros arbitrarios son iguales entre si: Suponga que a y 
b son numeros arbitrarios tales que a A b. Entonces 

(a — b) 2 = a 2 — 2 ah + b 2 — b 2 — 2ab + a 2 
(a - bf = (b- a) 2 
a — b = b - a 
2 a = 2b 
a = b 


APLICACIONES ^ 

79. Numeros. Encuentre dos niimeros tales que su suma sea 
21 y suproducto 104. 

80. Niimeros. Encuentre todos los niimeros que tengan la 
propiedad de que cuando el numero se suma a si mismo el 
resultado de la suma sea igual que cuando el numero se 
multiplica por si mismo. 

81. Niimeros. Encuentre dos niimeros consecutivos positivos 
enteros pares cuyo producto sea 168. 

82. Numeros. La suma de un numero y su reciproco es y. 
Encuentre el numero. 

83. Geometria. Si la longitud y el ancho de un rectangulo de 
4 por 2 pulgadas se aumentan en la misma cantidad cada 
una, el area del nuevo rectangulo sera dos voces el area 
original. ^Cualcs seran las dimensiones del rectangulo (con 
dos cifras decimales)? 

84. Geometria. Encuentre la base b y la altura h de un triangulo 
cuya area es de 2 pies cuadrados si su base es 3 pics mas 
larga que su altura y la formula para el area es A = kbh. 

85. Negocios. Si se invierte $P a una tasa anual de interes r, 
despues de 2 anos la cantidad sera A = P( I + r). iA que 
tasa de interes los SI 000 aumentaran a $ 1 400 en 2 anos? 
[Nota: A = SI 440 y P = SI 000.] 
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96. 


Lecturas del odometro 

Bodega 
Fabrica A 
Fabrica B 
Bodega 


5 

2 

8 

E 

ill 


0 

0 

0 

0 

m 


0 

0 

0 

0 

m 


0 


0 


2 


Construccion. Una pista de carreras de \ de milla esta 
formada por dos semicirculos unidos por carreteras rectas 
paralelas (vease la figura). Con el fin de proporcionar 
suficiente espacio para el equipo de servicio, vehiculos de 


emergencia y estacionamiento para espectadores, el area 
de la pista debe medir 100 000 pies cuadrados. Encuentre 
la longitud de las carreteras y el diametro de los semi¬ 
circulos que mas aproximen. [ Recuerde: El area A y la 
circunferencia C de un circulo de diametro d estan dados 
por A = nd 2 /4 y C = Kd.] 



SECCION 



Ecuaciones reducibles a la forma cuadratica 


Ecuaciones que implican radicales 
Ecuaciones que implican exponentes racionales 


• Ecuaciones que 
implican radicales 


A1 resolver una ecuacion que implica un radical como 


A- = Va + 2 


parece que se puede eliminar al radical elevando al cuadrado cada lado, para despues 
proceder a resolver la ecuacion cuadratica resultante. En consecuencia. 


a 2 = (Va + 2) 2 
X 2 = A + 2 
V - a - 2 = 0 
(a - 2)(a + 1 ) = 0 

a = 2,-1 


Despues se comprueban estos resultados en la ecuacion original 


Comprobacion: x = 2 

a = Va + 2 


2 = V4 
2 = 2 


Comprobacion: a = — 1 

a = Va + 2 

-1 = V +2 

-i = vT 

-l a l 


Asi, 2 es una solucion, pero -1 no lo es. Estos resultados son un caso especial del 
teorema 1. 
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Teorema 1 La operacion de elevar al cuadrado en las ecuaciones 

Si ambos lados de una ecuacion estan elevados al cuadrado, entonces el conjunto 
solucion de la ecuacion original es un subconjunto del conjunto solucion de la 
nueva ecuacion. 

Ecuacion Conjunto solucion 

x = 3 {3} 

x* = 9 {-3, 3} 


Este teorema proporciona un metodo para resolver algunas ecuaciones que impli- 
can radicales. Es importante recordar que cualquier ecuacion nueva obtenida al extraer 
la raiz de ambos miembros de una ecuacion elevados a la misma potencia puede tener 
soluciones, que se conocen como soluciones extranas; es decir, que no son soluciones 
de la ecuacion original. Por otra parte cualquier solucion de la ecuacion original debe 
estar entre las soluciones de la nueva ecuacion. 

Cada solucion de la nueva ecuacion debe ser comprobada en la ecuacion 
original para eliminar soluciones extranas. 


r * 

EXPLORACION Y ANALYSIS 1 Al elevar ambos lados de las ecuaciones x — \fx y x = — V* se produce la nueva 

ecuacion x 2 = x. Encuentre las soluciones de la nueva ecuacion y despues comprue- 
be cada una de las soluciones extranas en la ecuacion original. 


PRECAUCION 


V9 T 4 ±3 V9 = 3 


Recuerde que V9 representa la raiz cuadrada positiva de 9 y — V9 representa la 
raiz cuadrada negativa de 9. Es correcto usar el simbolo ± para combinar estas 
dos raices cuando se este resolviendo una ecuacion: 

x 2 = 9 implica x = ±V9 = ±3 
Pero es incorrecto usar ± cuando se evalua la raiz cuadrada positiva de un numero: 


> 


o°s 


" .$ 






c/- 

<*>/ 


vJ 




EJEMPLO Solucion de ecuaciones que implican radicales 

Resuelva: 

(A) x + Vx - 4 = 4 (B) V2x+ 3 - Vx - 2 = 2 

Soluciones (A) x + Vx —4 = 4 

Vx — 4 = 4 — x Se afsla al radical en un solo lado. 


x — 4 = 16 — 8 x + x 2 Elevando al cuadrado ambos lados. 
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Comprobacion 


Comprobacion 


Problema seleccionado 1 


x 2 - 9x + 20 = 0 
(x - 5)(x - 4) = 0 
x = 5,4 


x = 5 

x + Vv -4 = 4 
5 + V5 - 4 ± 4 
6*4 


x = 4 

x + V.v - 4 = 4 
4 + V4 - 4 * 4 
4 = 4 


Esto muestra que 4 es una solucion de la ecuacion original y 5 es una solucion extrana. 
Es decir, 


x = 4 Es la unica solucion 

(B) Para resolver una ecuacion que contenga mas de un radical, se debe despejar al 
radical en un solo lado y elevar al cuadrado ambos lados para eliminar al radical 
despejado. Se repite este proceso hasta eliminar todos los radicales. 


V2x + 3- Vx -2 = 2 


Vlv + 3 = Vr —2 + 2 

Aisle uno de los dos radicales. 

2x + 3 = x — 2 + 4V'x - 

x + 1 = 4Vx - 2 

x 2 + 2x + 1 = 16(x - 2) 

x 2 - \4x + 33 = 0 

(x - 3)(a- - 11) = 0 

x = 3,11 

2 + 4 Eleve al cuadrado ambos lados. 

Afsle al radical restante. 

Eleve al cuadrado ambos lados. 

x = 3 

JC = 11 

V2a- + 3 - Vjc -2 = 2 

Vlv + 3 — Vv —2 = 2 

V2(3) + 3-V3-2 = 2 V2(ll) + 3 — V 11 - 2 ± 2 

2=2 2=2 


Ambas soluciones se comprueban. Por consiguiente, 

x = 3, 11 Son las dos soluciones 


Resuelva: 


(A) x - 5 = VF 7 ! (B) V2x + 5 + Vx + 2 = 5 
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PRECAUCION 


• Ecuaciones que 
implican exponentes 
racionales 


Cuando se eleva a] cuadrado una expresion como Vx -2 + 2, hay que asegurar- 
se de aplicar correctamente la formula para elevar al cuadrado la suma de dos 
terminos (vease seccion A-2): 

(u + v) 2 = u 2 + 2 uv + v 2 

(Vx-2 + 2) 2 = (Vx - 2 ) 2 + 2(Vx - 2)(2) + (2 ) 2 
= x - 2 + 4yA -2 + 4 


No omita el termino medio en este producto: 

(\Zx~—'2 + 2) 2 * x - 2 + 4 


Para resolver la ecuacion 


X* 3 - jfl/3 _ 6 = o 

escriba esta ecuacion en la forma 

(x 1 *) 2 - x m -6 = 0 

Ahora se puede reconocer que la ecuacion es cuadratica enx 1 ' 3 . Asi, se resuelve primero 
para x V3 y despues se resuelve para x. Se puede resolver directamente la ecuacion o 
hacer la sustitucion u = x 13 , resolver para u y despues resolver para x. Ambos metodos 
de solucion se muestran en seguida. 

Metodo I. Solucion directa: 

(x‘ /3 ) 2 - x 1/3 - 6 
(x 1/3 - 3)(x I/3 + 2) 
x ,/3 = 3 c 

r- 1 

j (x l/3 ) 3 = 3 3 1 

i_i 

x = 27 

Conjunto solucion: {-8, 27} 

Metodo II. Usando sustitucion: 

Sea u = x 1 ' 3 , resuelva para u y dcspues resuelva para x. 

u 2 - u - 6 = 0 
(k - 3)(n + 2) = 0 

k = 3,-2 

Reemplace u con x 1 ' 3 , para obtener 

x ,/3 = 3 o x 1 ' 3 = -2 
x = 27 x = — 8 

Conjunto solucion: {-8, 27} 


= 0 

= 0 Factorice el lado izquierdo. 

x 1/3 = -2 
r- 1 

i (^1/3)3 = ( — 2)3 j Eleve al cubo ambos lados. 

i_i 

x = -8 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Soluciones 


» 


En general, si una ecuacion que no es cuadratica se pucde transformar a la forma 


au 2 + bu + c = 0 


donde u es una expresion de alguna otra variable, entonces la ecuacion se llama forma 
cuadratica. Una vez que se ha reconocido como una forma cuadratica, una ecuacion a 
mcnudo se puede resolver usando los metodos cuadraticos. 


^Cuales de las siguientes ecuaciones se pueden transformar en una forma cuadratica 
haciendo una sustitucion de la forma u = x"? 

(A) 3x -4 + 2x~ 2 + 7 (B) lx- — 3x2 + 3 

(C) 2x 5 + 4x 2 \A - 6 (D) 8x 2 x/x — 5x _l V* — 2 

En general, si a, b, c, my n son numeros reales diferentes de cero. ^cuando puede 
una expresion de la forma ax m + bx" + c transformarse a una forma cuadratica? 


Solucion de formas cuadraticas 

Resuelva tanto como le sea posible usando las tecnicas desarrolladas hasta este punto. 
(Algunas ecuaciones pueden tener mas soluciones imaginarias que no podria encontrar 
sin un estudio mas profundo de la teoria de ecuaciones.) 

(A) .v iu + 6x 5 - 16 = 0 

(B) 3x -4 + 6 .y~ 2 -1=0 (Encuentre todas las rcsoluciones reales.) 

(A) Para x IU + 6.U — 16 = 0, sea u = r 5 y resuelva: 

u 2 + 6u — 16 = 0 
(« + 8)(n — 2) = 0 

u = - 8,2 

A si que , 

X s = -8 o x 5 = 2 

x = = - V8 X = S/2 Nota: x 4- (28)-‘ y x 2 s . 

Dos soluciones son — ^ 8 y V2. En el capitulo 3 se vera que hay otras ocho 
soluciones. 

(B) La ecuacion 3x“ 4 + 6x 2 — I = 0 es cuadratica en x -2 , asi se puede resolver 
primero x~ 2 y despues x. Sin embargo, es preferible primero convertir la ecuacion 
en una que implique exponentes positivos. Para hacer esto se multiplican ambos 
lados por x 4 , x =£ 0: 

3x~ 4 + 6x" 2 -1=0 

3 + 6x~ — x 4 = 0 Multiplique ambos lados por x 4 , x 4 0 

(x 2 ) 2 — 6x 2 —3 = 0 Cuadratica en x ! 


- 
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Ecuaciones y desigualdades 


Problema seleccionado 2 


EJEMPLO 3 


Solucion 



x 


FIGURA 1 


El lado izquierdo no se puede factorizar usando coeficientes enteros, asi que se debe 
resolver x 1 usando la formula cuadratica: 




6 ± V36 - 4(1)(—3) 
2 


x 2 = 3 ± 2V3 
x = ±V3 ± 2V3 


Puesto que 3 — 2V3 es negativo y conduce a ralces imaginarias, se debe descartar 
(solo se estan buscando todas las ralces reales). Es decir, 


:V3 + 2V3 Dos ralces reales 


Resuelva hasta donde le sea posible usando las tecnicas que se han desarrollado hasta 
aqul. 

(A) x 2 ' 3 — x m —12 = 0 (B)x 4 - 5x 2 + 4 = 0 

(C) 3-t -4 =1-1 Ox -2 (Encuentre todas las soluciones reales.) 


Plantee y resuelva un problema con literales 

La diagonal de un rectangulo es de 10 pulgadas, y el area es de 45 pulgadas cuadradas. 
Encuentre las dimensiones del rectangulo correcto con una cifra decimal. 

Dibuje un rectangulo y etiquete las dimensiones como se muestra en la figura 1. A 
partir del teorema de Pitagoras, 


.v 2 + y 2 = 10 : 

Es decir, 

>■ = V100 - 

Ya que el area del rectangulo esta dada por xy, se tiene 

,rV 100 — x 2 = 45 Area del rectangulo 
ar 2 (100 — x 2 ) = 2 025 Eleve al cuadrado ambos lados. 
1 OOx 2 - ,v 4 = 2 025 

Or) 2 - 100.V 2 + 2 025 = 0 Cuadratica en x 2 

, 100 ± V'100 2 - 4(1)(2 025) 

r “ 2 

jr = 50 ± 5VT9 


x = V50 ± 5V19 Descarte las soluciones negativas, ya que x > 0. 



1-7 Ecuaciones reducibies a rorma cuaaratica 


/ 7 


Si x = V50 + 5VT9 *=8.5, entonces 

>• = V100 - x 2 
= VlOO - (50 + 5%/l9) 
= V50 - 5Vl9 « 5.3 


Asi, las dimensiones del rectang ulo con una cifra decimal son 8.5 por 5.3 pulgadas. 
Observe que six = V50 — 5v 19, entonces y = V50 + 5\/T§, y las dimensiones aim 
son 8.5 por 5.3 pulgadas. 

Comprobacion Area: (8.5)(5.3) = 45.05 » 45 

Diagonal: V8.5 2 + 5.3 2 = VlOO.34 *= 10 

Nota: Se puede obtener una comprobacion exacta usando^ 50 - 5v 19 yV 50 + VT9 
en lugar de estas aproximaciones decimates. Esto se deja como ejercicio al lector. 


Problema seleccionado 3 Si el area de un triangulo rectangulo es de 24 pulgadas cuadradas y la hipotenusa es de 

12 pulgadas, encuentre las longitudes de los lados del triangulo correcto con una cifra 
decimal. 


EJERCICIO 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) x = 1 (B) x = 2 _ 

2. (A) -v = 64, -27 (B) x = XI, ±2 (C) x = ±V5 + 2\/7 (dosraicesrealcs) 

3. 11.2 pulgadas por 4.3 pulgadas 



A menos que se senale lo contrario, encuentre todas las posi- 
bles soluciones por las tecnicas que se han desairollado hasta 
aqui: 


A _ 

1. Vx + 5 = 3 
3. V5n + 9 = n - 1 
5. Vx + 5 + 7 = 0 
7. V3.v + 4 = 2 + Vx 
9. f - 2? -8 = 0 
11. x 10 + 3x 5 - 10 = 0 
13. 2x 2fi + 3X 1 ' 1 -2 = 0 
15. ( m 2 — m) 1 - 4 (nr — m) 


2 . V^3 = 2 
4. m — 13 = Vm + 7 
6 . 3 + VIT^T = 0 
8. V3w - 2 - Vvv = 2 
10 . x 4 - lx 2 - 18 = 0 
12. x 10 - 7X 5 - 8 = 0 
14. x 212 - 3x w -10 = 0 
= 12 


B _ 

16. (x 1 + 2x) 2 - (x 2 + 2x) = 6 

17. V« - 2 = 2 + \'2u + 3 

18. V37T4 + Vt= -3 

19. V37^ = 3 - V37+T 

20. V2x - 1 - Vx - 4 = 2 

(2J> V7x - 2 - Vx + 1 = V3 

22. V3x + 6 - Vx + 4 = V2 

23. 3 n 2 - 11«“ 1 - 20 = 0 24. 6x 2 - 5.v~ 1 -6 = 0 

25. 9v -4 - 10y“ 2 + 1 = 0 26. 4x" 4 - 17x" 2 + 4 = 0 

27. - 3>+ 4 + 2 = 0 28. 4x“ 1 - 9x- |/2 + 2 = 0 

29. (m - 5) J + 36 = 13(m - 5) 2 

30. (x - 3) 4 + 3(x - 3) 2 = 4 
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c_ 

31. V5 - lx - Vx + 6 = Vx + 3 

32. Vlr + 3 - Vx - 2 = Vx+ 1 

33. 2 + 3y~ 4 = 6> ,_2 (Encucntrc todas las raices) 

34. 4m -2 = 2 + m -4 (Encucntrc todas las raices) 

Resuelva los problemas del 35 ul 38 de dos formas: por eleva¬ 
tion al cuadrado y por sustitution. 

35. m - iVm + 12 = 0 36. y — 6 + Vy = 0 

37. t- l\Vt + 18 = 0 38. a = 15 - 2Vx 


APLICACIONES ’ 

39. Fabrication. Un ascrradero corta rectangulos de un tronco 
(vease la figura). Si el diametro del tronco mide 16 pulgadas 
y el area de la seccion transversal dc la viga 120 pulga¬ 
das cuadradas, encucntre las dimensiones de la seccion 
transversal de la viga correcta con una cifra decimal. 



40. Diseiio. Una compania procesadora de alimentos empaca 
un lote de sus productos en latas rcndondas de metal con 
un diametro de 12 pulgadas. Sc usan cuatro cajas 
rectangulares de identico tamano para dividir la lata cn ocho 
compartimentos (vease la figura). Si el area de la seccion 
transversal de cada caja es de 15 pulgadas cuadradas, 
encucntre las dimensiones correctas de las cajas con una 
cifra decimal. 


*41. Construction. Una artesa para agua esta construida con 
una placa rectangular dc metal de 4 por 6 pics, con los 
extremos doblados de tal forma que al unirsc entre si 
exaclamentc enmedio del rectangulo, forman un triangulo 
en cada lado (vease la figura). Si el volumen de la artesa es 
de 9 pies cubicos, encuentre cl ancho correcto con dos cifras 
decimales. 



* 42. Diseiio. Un cono de papcl para beber agua. con la forma 
de un cono circular esta formado por 125 centimetres 
cuadrados dc papcl (vease la figura). Si la altura del cono 
es de 10 centimetres, encucntre el radio correcto con dos 
cifras decimales. 


f 

h 


Superficie lateral del area: 

S = itrVr 2 + h 2 

43. Oferta y demanda. La oferta semanal y las ecuaciones de 
demanda para una cierta marca dc telefonos estan dadas 
por 

p = 14 + O.Oli? Ecuacion de oferta 

p = 50 - 0.5\ q Ecuacion de demanda 

donde q es el numero de telefonos y S p cs el precio. 
Encucntre el precio dc cquilibrio y la cantidad equilibrio. 
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SECCION 



Desigualdades polinomiales y racionales 


Desigualdades polinomiales 
Desigualdades racionales 


En esta seccion se resolveran las desigualdades polinomiales simples y las desigualda¬ 
des racionales de la forma 


2r - 3.v - 4 < 0 



> 0 


Aun cuando el analisis se ha limitado a desigualdades cuadraticas y racionales con 
numeradores y denominadores de grado 2 o menores (en seguida podra ver por que). la 
teoria presentada se aplica a desigualdades polinomiales y racionales en general. En el 
capitulo 3, con una teoria adicional, podra usar los metodos ahi desarrollados para 
resolver desigualdades polinomiales y racionales de naturaleza mas general. El proceso 
tambien (con solo ligeras modificaciones en los teoremas principales) es aplicable a las 
otras formas encontradas en calculo. 

<^Por que el interns en resolver desigualdades? La mayoria de las aplicaciones im- 
portantes de las matematicas implican mas el uso de desigualdades que de igualdades. 
En el mundo real pocas cosas son exactas. 


• Desigualdades 
polinomiales 


Sabemos como resolver desigualdades lineales como 

3.v - 7 > 5 (a - 2) + 3 


l Pero como resolver desigualdades cuadraticas (o de polinomios de mayor grado) como 
las que se dan en seguida? 


+ 2a- < 8 


( 1 ) 


Primero se escribe la desigualdad en la forma estandar; es decir, se transfieren 
todos los terminos diferentes de 0 al lado izquicrdo, dejando solo al 0 en el lado dere- 
cho: 


.r + 2.v — 8 < 0 Forma estandar (2) 

En este ejemplo, se esta buscando valores de x que hagan que la cuadratica del lado 
izquicrdo sea menor que 0, es decir, que sea negativa. 

El teorema siguiente proporciona la base para resolver de manera cfectiva este 
problema. El teorema 1 emplea en forma directa raices reales de los polinomios en el 
lado izquicrdo de la desigualdad (2). Las raices reales de los polinomios son aquellos 
numeros rcales que hacen que el polinomio sea igual a 0, es decir, las raices reales de la 
ecuacion polinomial correspondientc. Si un polinomio tiene una o mas raices reales, 
entonces se dibujan estas raices en una recta numerica real dividiendo a la recta en dos 
o mas intervalos. 
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Teorema 1 Signo de un polinomio en una recta numerica real 

Un polinomio diferente de 0, tendra un signo constanfe (ya sea siempre positivo o 
siempre negativo) dentro de cada intervalo determinado por sus raices reales di- 
bujadas en una recta numerica. Si un polinomio no tiene raices reales, entonces el 
polinomio puede ser positivo sobre toda la recta numerica real, o negativa sobre 
toda la recta numerica real. 


Ahora se termina la solucion de la desigualdad (1) usando el teorema 1. Despues 
de escribir (1) en la forma estandar, como se hizo en la desigualdad (2), encontramos a 
las raices reales del polinomio del lado izquierdo al resolver la correspondiente ecua- 
cion polinomial: 


x 2 + 2x — 8 — 0 Puede ser resuelta por factorizacion 

(jc — 2)(x + 4) = 0 

x = —4, 2 Raices reales del polinomio x 2 + 2x - 8 


-4) 


(-A 2) 


(2, °°) 


Raises reales de 

x 2 + 2x- 8. 


Despues, se dibujan las raices reales, -4 y 2, sobre una recta numerica (figura 1) y se 
observa que se determinan tres intervalos (—°°, —4), (—4, 2) y (2, °c). 

A partir del teorema 1 se sabe que el polinomio tiene signo constante en cada uno 
de los tres intervalos. Si se selecciona un numero de prueba en cada intervalo y se 
evalua al polinomio en ese numero, entonces el signo del polinomio en este numero 
de prueba debe ser el signo para todo el intervalo. Puesto que cualquier numero den¬ 
tro de un intervalo se puede usar como numero de prueba, generalmente elegimos nu- 
meros de prueba que sean faciles de calcular. En este ejemplo se eligieron —5,0 y 3. La 
tabla 1 muestra los calculos. 


TABLA 1 


Numero de prueba 

-5 

0 

3 

Valor del polinomio para cada numero de prueba 

Signo del polinomio en el intervalo que contiene 

7 

-8 

7 

al numero de prueba 

+ 

- 

+ 

Intervalo que contiene al numero de prueba 

-4) 

(-4, 2) 

(2,o=) 


Usando la information de la tabla 1, construimos un cuadro de signos para el 
x polinomio, como se muestra en la figura 2. 

Es decir, x 2 + 2x — 8 es negativo en el intervalo (—4, 2), y se puede resolver la 
figure Cuadro de signos desigualdad. La solucion y grafica se muestran en seguida y en la figura 3. 
para x 2 + 2x - 8. 

—4 < x < 2 Notacion de desigualdad 

( — 4, 2) Notacion de intervalos 

+X 

Nota: Si se hubiera usado < en el problema original en lugar de <, entonces se podria 
haber incluido a las raices del polinomio en el conjunto solucion. 

Los pasos para el proceso anterior se resumen en el cuadro siguiente: 


FIGUFUA 3 Solucion de 
x 2 + 2x < 8. 


(-4, 2) 

(2, *>) 
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Pasos a seguir para la solucion de desigualdades polinomiales 

Escriba la desigualdad polinomial en la forma estandar (es decir, una 
forma donde el lado derecho esta igualado a 0). 

Encuentre todos las raices reales del polinomio (el lado izquierdo de la 
forma estandar). 

Grafique las raices reales en una recta numerica, y divida esta en interva- 
los. 

Elija una prueba numerica (que sea facil de calcular) en cada intervalo, y 
evalue el polinomio para cada numero (es util hacer una pequena tabla). 
Use los resultados del paso 4 para construir un cuadro de signos en don¬ 
de se muestre el signo del polinomio en cada intervalo. 

A partir del cuadro de signos, escriba abajo la solucion de la desigualdad 
polinomial original (y dibuje la grafica si se requiere). 


Con un poco de experiencia, se pueden combinar varios de los pasos mencionados 
antes y en el proceso agrupar a dos o tres pasos clave de operacion. La parte critica del 
metodo es el paso 2, encontrar todas las raices reales del polinomio. En este punto se 
pueden encontrar todas las raices reales de cualquier polinomio cuadratico (vease la 
seccion 1-6). Encontrar las raices reales de los polinomios de grado mas alto es mas 
dificil, y este proceso se considers en detalle en el capitulo 3. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Se puede resolver una ecuacion cuadratica factorizando al polinomio cuadratico e 

igualando a 0 cada factor, como se hizo en el ejemplo anterior. ^Se puede resolver 
desigualdades cuadraticas de la misma manera? Es decir, £se puede resolver 

(x - 2){x + 4) < 0 

considerando las desigualdades lineales que implican a los factores x — 2 y * + 4? 
Analice como se puede llegar a la solucion corrects de —4 < * < 2, considerando 
las diferentes combinaciones de 

x~2<0 x — 2>0 ;c + 4<0 x + 4>0 


Ahora se retomara una importante aplicacion que implies a las desigualdades 
polinomiales. 


Analisis de perdidas y ganancias 

Una empresa fabrica y vende linternas. Para un modelo en particular, los departamen- 
tos de mercadotecnia y finanzas calculan un precio de $p por unidad, el costo semanal 
C y los ingresos R (en millones de dolares) estan dados por las ecuaciones 

C = 7 — p Ecuacion de costo 
R = 5p — p 2 Ecuacion de ingresos 
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Ecuaciones y desigualdades 


Soluciones 


Encuentre los precios (incluya una grafica) para que la compania tome en cuenta si 
tiene: 

(A) Una ganancia (B) Una perdida 

(A) Una ganancia seria el resultado de que el costo fuera menor que el ingreso, es 
decir, si 


C < R 

1 - p < 5p - p 2 

Se resolvera la desigualdad siguiendo los pasos antes esbozados. 
Paso 1. Escriba la desigualdad polinomial en la forma estandar. 

p 2 — 6p + 7 < 0 Forma estandar 


Paso 2. Encuentre todas las raices reales del poiinomio. 


6p + 1 = 0 


6 ± V36 - 28 

p =- Resuelva con la formula cuadratica. 

y 2 

= 3 ± V2 

*5 $1.59, $4.41 Raices reales del poiinomio redondeados al centesimo mas 
cercano. 

Paso 3. Dibuje las raices reales sobre una recta numerica. 

Las dos raices reales determinan tres intervalos: (—», 1.59), (1.59,4.41) 
y(4.41,=c). 


(-=,1.59) 


(1.59, 4.41) 


(4.41, =) 


SI.59 S4.-n 

Paso 4. Elija una prueba numerica en cada intervalo y construya una tabla. 


Poiinomio: p- - 6p + 7 


Prueba numcro 

Valor del poiinomio para el numcro de prueba 

Signo del poiinomio en el intervalo que contiene 
al numero de prueba 

Intervalos que contienen al numero de prueba 


1 2 5 

2-12 

+ - + 

(-*,1.59) (1.59,4.41) (4.41, =o) 


Paso 5. Construya un cuadro de signos. 


(-*,1.59) 


(1.59, 4.41) 


(4.41, oc) 


SI.59 


Cuadro de signos para p ? - 6p - 7 
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Problema seleccionado 


Paso 6. Escriba la solucion y dibuje la grafica. 

Con referenda al cuadro de signos del polinomio p 2 — 6p + 7 del paso 
5 se puede ver que p 1 — 6p + 7 < 0, y la utilidad ocurre cuando (C < 
R), para 


SI.59 < p < S4.41 Utilidad 

(B) Una perdida seria el resultado si el costo fuese mas grande que el ingreso; cs dc- 
cir, si 


C>R 

7 - p > 5p - p 2 

Si se escribe la desigualdad polinomial en la forma estandar, se obtiene la misma 
desigualdad que se obtuvo en el paso 1 del inciso A, cxcepto que el orden de la de¬ 
sigualdad esta invertido: 

p 2 — bp + 7 > 0 Forma estandar 

Con refcrencia al cuadro de signos del polinomio p 2 — bp + 7 del paso 5 del inciso 
A. sc puede ver que p 2 - bp + 7 > 0, y la perdida ocurre cuando(C > R), para 

p < SI.59 o p > S4.41 p 

Puesto que un precio negativo no tiene sentido, se debe modificar este resultado al 
eliminar cualquier nuinero que este a la izquierda de 0. Es decir. una perdida ocu- 
rrira para los siguientes precios: 


SO /»< $1.59 o p > S4.41 f 7 r 

Las raiccs reales no estan incluidas, ya que los valorcs para los cuales R = C\ son 
los valores de equilibrio (sin perdidas ni ganancias) de la compaiiia. 


Una compaiiia fabrica y vende cintas para impresoras. Para una cinta en particular los 
departamentos de mcrcadotecnia y de finanzas calculan un precio de S p por unidad. 
cl costo semanal C y los ingresos R (en millones de dolares) estan dados por las ccua- 
ciones 


C = 13 — p Ecuaeion de costos 

R = Ip — p 2 Ecuaeion de ingresos 


Encuentre los precios (incluya una grafica) para los cuales la compaiiia tendra: 
(A) Una ganancia (B) Una perdida 
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Los pasos para resolver desigualdades polinomiales pueden, con ligeras modificacio- 
nes, usarse para resolver desigualdades racionales como 


x - 3 
.Y + 5 


>0 


y 



3 


Si, despues de realizar ias operaciones adecuadas en una desigualdad, el lado dere- 
cho es 0 y el lado izquierdo es de la forma P/Q, donde P y O son polinomios distintos 
de 0, entonces se dice que la desigualdad es una desigualdad racional en forma estan- 
dar. Cuando las raices reales (si existen) de los polinomios P y Q se dibujan en una 
recta numerica, estas dividen a la recta en dos o mas intervalos. El siguiente teorema, 
que incluye al teorema 1 como un caso especial, proporciona una base para resolver 
desigualdades racionales de la forma estandar. 


Teorema 2 Signo de una expresion racional en una recta numerica real 

La expresion racional PIQ, donde P y Q son polinomios distintos de cero, tendra 
un signo constante (ya sea siempre positivo o siempre negativo) dentro de cada 
intervalo determinado por las raices reales de P y Q dibujadas sobre una recta 
numerica. Si ni P ni Q tienen raices reales, entonces la expresion racional P/O 
puede ser positiva sobre toda la recta numerica real o negativa sobre toda la recta 
numerica real. 


Se ilustrara el uso del teorema 2 mediante un ejemplo. 


Solucion de una desigualdad racional 

— 3_y — 10 

Resuelva y grafique: —-—-- s 2 

1 - x 

Solucion Se podria intentar comenzando por multiplicar ambos lados por 1 — .y (como se haria si 
la desigualdad fuera una ecuacion). Sin embargo, puesto que no se sabe si 1 - x es 
positivo o negativo, no se conoce si el orden de la desigualdad se debe cambiar. En 
lugar de hacer esto se procede de la manera siguiente (se modifican los pasos para la 
solucion de las desigualdades polinomiales como sea necesario): 

Paso 1. Escriba la desigualdad en la forma estandar. 

x 2 - 3x - 10 „ 

1 — x 

x 2 — 3x - 10 

-2 S 0 Reste 2 de ambos lados. 

1 — x 

Combine el lado izquierdo en una sola 
fraccion. 

p 

Forma estandar: — >0 

Q 


x 2 - 3x - 10 - 2(1 - x) 
1 - x 

x 2 - x - 12 
1 - x 


& 0 

s 0 
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El lado izquierdo de la ultima desigualdad es una expresion racional de la 
forma P/Q, donde P = x 2 — x — \2yO = 1 — x. El problema ahora es 
encontrar todos los valores de x tales que PIQ £ 0; es decir, de tal forma que 
P/Q sea positiva o 0. 

Paso 2. Se encuentran todas las raices reales de los polinomios P y Q. 

x 1 - x - 12 = 0 
(a- + 3)(a - 4) = 0 

x “ ~3, 4 Raices reales para P 

1 - x - 0 

A = 1 Raiz real para Q 

Nota: Las raices reales para P se encuentran haciendo P/Q igual a 0; as! que la parte de 
igualdad de la desigualdad original se satisface para estas raices y estas deben estar 
incluidas en el conjunto solucion final. Por otra parte, puesto que la division entre 0 no 
se permite, P/Q no esta definida en las raices de Q. Asi, las raices reales de Q no deben 
incluirse en el conjunto solucion. 


(—, -3) 

(-3,1) 

0,4) 

(4,“) 


-3 1 4 


Paso 3. Dibuje todas las raices reales para P y O en una recta numerica. 

Las tres raices de P y Q determinan cuatro intervalos: (—3=, —3), (—3,1), (1, 
4) y (4, oc). Observe que se usan puntos solidos en - 3 y 4 para indicar que las 
raices de P son parte del conjunto solucion. Sin embargo, se usa un punto 
abierto como en 1 para indicar que esta raiz de Q no es parte del conjunto 
solucion. Recuerde que P/Q no esta definido en las raices de Q. 

Paso 4. Elija un numero de prueba en cada intervalo y construya una tabla. 


Expresion racional: - 

II 

l 

X 

i 

(a + 3)(a - 4) 



1 - A 

1 - A 

Numero de prueba 

-4 

0 

2 

5 

Valor de P/Q 

8 

5 

-12 

10 

-2 

Signo dc P/Q 

+ 

- 

+ 

- 

Intervalo 

-3) 

(-3, 1) 

(1,4) 

(4, ») 


Paso 5. Construya un cuadro de signos. 


(-“, -3) 

(-3,1) 

0,4) 

(4,«) 




1 -- 


Cuadro de signos para 


x 2 -x- 12 


-3 


1 - A 
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Paso f>. Escriba la solucion y dibuje la grafica. 

A partir del cuadro de signos, se puede ver que 

x 1 - x - U x 2 - 3x - 10 „ 

—7——^° y —r—— 


para 


i< -3 O 1 < „t < 4 Notacion de desigualdad 
(—», —3] U (1, 4] Notacion de intervalo 

- -►X 

A? ’ 4 


Resuelva y grafique:-s- 

2 — x x + 4 


Respuestas a los problemas seieccionados 

1. (A) Utilidades: S2.27 </) < S5.73 (B) Perdidas: SO s p < S2.27 op > $5.73 

- ( ) -►p — - p 

52.27 $5.73 JO $2.27 J5.73 


2. -4 <x s. -\ox > 2 
(—4, — |) U (2, oo) 


EJERCICIO 

A _ 


1-8 


B 


En los problemas del 1 al 14, resuelva y grafique. Exprese las 
respuestas en forma de desigualdad y en notacion de inlerva- 
los. 


1. x 2 < 10 - 3x 
3. a- + 21 > I Ox 
5. x 2 £ 8x 
7. x 2 + 5x^0 
9. x 2 > 4 


2. x 2 + x < 12 
4. x 2 + lx + 10 > 0 
6. x 2 + 6x > 0 
8. x 2 =£ 4x 
10. x 2 s 9 


En los problemas del 15 al 26 resuelva y grafique. Exprese las 
respuestas en forma de desigualdad y en notacion de inten’a- 
los. 


.. x" - ax . 

15. -- £ 0 


17. 


x - 3 

(A- + 1 ) 2 

x 2 + 2x - 
1 


£0 


19. - < 4 

x 


11. 

x — 2 

-< 0 

x + 4 

12. 

x + 3 

.V- 1 

£ 0 

,, 3x + 1 , 

21. -1 

* + 4 

22. 


x + 4 


3 — .V 


o l 


13. 

-< 0 

1 - X 

14. 

x + 5 

< 0 

23. -->-- 

x +1 x-2 

24. 


, x - 4 

16 -7T^ s0 

18 .ft-zi2 a0 

x 2 + 4 


20. - > 3 
x 

5x - 8 
x- 5 

3 


> 2 


x + 2 



1 -8 Desigualdades polinomiales y racionales 
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25. x 3 + 2x~ £ 8* 26. 2a 5 + x 2 > 6a 

(Para que valores reales dexcada expresion de los problemas 
del 27 al 32 representa un numero real? Escriba las respuestas 
usando notacion de desigualdades. 


27. 

Va 2 - 9 

28. 

29. 

Vlv 2 + a - 6 

30. 

31. 


32. 


V4 - P 


V3a j — lx — 6 

V7TT 


5/ a, Aye numeros reales, la ecuacion cuadratica ax 2 + 
bx + c = 0 debe tenet: ya sea dos raices reales distintas, o una 
ralz real doble, o dos raices imaginarias conjugadas. En los 
problemas del 33 al 36, use la informacion dada con respecto 
a las rakes para describir los posibles con juntos solucion para 
la desigualdad indicada. Ilustre sus conclusiones con ejem- 
plos especificos. 


ax 2 + bx + c > 0, da dos distintas raices reales r. y con 
'■| < 'V 

ax 2 + fo + c < 0, da dos distintas raices reales r y r 2 con 
r, < r 2 . 

ax 2 + bx + c2 0, da una raiz real (doble) r. 

ax 2 + bx + c < 0, da una raiz real (doble) r. 

Proporcione un ejcmplo de desigualdad cuadratica cuyo 
conjunto solucion sea la recta real completa. 

De un ejcmplo de desigualdad cuadratica cuyo conjunto 
solucion sea el conjunto vacio. 


c 


En los problemas del 39 a150. resuelva y grafique. Exprese las 
respuestas en forma de desigualdad y en notacion de interva¬ 


les. 

39. x 2 + 1 < 2x 
41. a 2 < 3x - 3 
43. a 2 - 1 a 4x 
45. x 3 > 2x 2 + x 
47. 4a 4 + 4 s 17 a- 2 

49. |x 2 - l| s 3 


40. x 2 + 25 < 10a 
42. a 2 + 3 > 2x 
44. 2a- + 2 > .v 2 
46. a 3 < 4a 2 + 3a 
48. a 4 + 36 & 13a 2 


A 


APLICACIONES " 

51. Analisis de perdidas y ganancias. A un precio de S p 
por unidad, el departamento dc investigacion de mercado 
en una compania estima que el costo semanal C y los 
ingresos R (en millones dc dolares) estan dados por las 
ecuacioncs 


C = 28 - 2p Ecuacion de costos 

R = 9p — p 1 Ecuacion de ingresos 

Encuentre los prccios para los cuales la compania ticne 
(A) Una ganancia (B) Una perdida 

52. Analisis de perdidas y ganancias. A un precio de $p por 
unidad, el departamento de investigacion de mercado en 
una empresa estima que el costo semanal C y los ingresos 
R (en miles de dolares) estan dados por las ecuaciones 

C = 27 - 2p Ecuacion de costos 

R = lOp - p 2 Ecuacion de ingresos 

Encuentre los precios para los cuales la compania tiene 
(A) Una ganancia (B) Una perdida 

53. Fisica. Si un objeto se dispara hacia arriba con una velocidad 
inicial dc 112 pies sobre segundo. la distancia d (en pies) 
que ascicnde despues de rsegundos (desprecie laresistencia 
del aircicsta dada por <7= 112/— 16/ : . Encuentre el intervalo 
de tiempo en el que el objeto esta a 160 pies mas. 

54. Fisica. En el problema 53, encuentre el intervalo de tiempo 
para el cual el objeto esta en el suelo. 

55. Investigacion dc seguridad. Es de considerable impor- 
tancia conocer la distancia mas corta d (en pies) en la cual 
un carro se puede detener, incluyendo cl tiempo de rcaccion 
del conductor, a cierta velocidad v (en millas por hora). La 
investigacion de seguridad ha encontrado la formula d = 
0.044V 2 + 1.1 v en la cual un carro se detiene. i A que 
velocidad un carro nccesitara una distancia de mas de 330 
pics para detenersc? 

56. Investigacion de seguridad. Usando la informacion del 
problema 55, que velocidad debera ir cl carro para poder 
detenerse en una distancia menor a 220 pies? 

57. Mercadotecnia. Cuando se introduce un nuevo software 
porprimera vez y se tiene gran exito, las ventas semanales 
por lo general aumentan rapidamente durante un periodo y 
despues empiczan a disminuir. Suponga que las ventas 
semanales S (en miles de unidades), t semanas despues de 
que se introdujo el software estan dadas por 

- 200f 
S “ r 2 + 100 

^Cuando se venderan 8 000 unidades o mas por semana? 

58. Medicina. Una droga es inyectada en el flujo sanguineo 
del brazo derecho de una pacientc. La conccntracion (en 
miligramos por mililitro) de la droga en el flujo sanguineo 
del brazo izquierdo t horas despues de la inyeccion esta 
dada aproximadamente por 

„ 0 . 12 / 

C = ^TI 

^Cuando la concentration de la droga en el brazo izquierdo 
sera de 0.04 miligramos por mililitro o mayor? 



90 


1 Ecuaciones y desigualdades 


0 ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 1 Razones de cambio 

1. Razon promedio. Si usted ha obtenido 90 en su primer examen de matematicas y 100 en el segundo 
examen, entonces su promedio de calificacion de los dos examenes es ^(90 + 100) = 95. El numero 95 se llama 
promedio aritmetico de 90 y de 100. Ahora suponga que camina hacia arriba a 3 mph durante 5 horas, despues 
regresa al punto de partida caminando a 6 mph durante 2.5 horas. El promedio aritmetico de las razones para cada 
viaje es de i(3 + 6) = 4.5 mph. Por otra parte, camino una distancia total de 30 millas en 7.5 horas, de tal manera 
que la velocidad para todo el viaje es de 30/7.5 = 4 mph. ^Cual es la velocidadpromedio ? La formula basica D 
= RT es valida en cualquier momento si un objeto viaja una distancia D a una velocidad constante R en un tiempo 
fijo T. Si la velocidad no es constante, entonces todavia puede usar esta formula, pero debe ser interpretada de 
manera distinta. Para precisar, en el caso de objetos que se mueven a velocidades no constantes, la velocidad 
promedio es la distancia total dividida entre el tiempo total. Asi, su velocidad promedio para el viaje comple- 
to hacia arriba y hacia abajo es de 4 mph y no de 5.5 mph. La formula R = D/T ahora tiene dos interpretaciones: 
R = DIT es la velocidad de un objeto moviendose a velocidad constante, y la velocidad promedio de un objeto 
cuya velocidad no siempre es la misma. 

(A) Si /• es el promedio para una parte de un viaje redondo y s es el promedio para el viaje de regreso, exprese la 
velocidad promedio del viaje redondo en terminos de r y s. 

(B) Un barco viaja a 10 mph en aguas tranquilas. El barco viaja a 60 millas rio arriba con una corriente de 5 mph 
y despues regresa hacia el punto de inicio. Encuentre la velocidad promedio para el viaje redondo usando la 
definition de velocidad promedio y compruebe con la formula que encontro en el inciso A. 

(C) De acuerdo con el ejemplo de ascenso de montaiias analizado anteriormente, si sube la montana a 3 mph, 
^con que rapidez debe bajar para que la velocidad promedio del viaje redondo sea de 6 mph? (Esto es similar 
a un famoso problema comentado a Albert Einstein por Max Wertheimer. Vease a Abraham S. Luchins y 
Edith H. Luchins, en “The Einstein -Wertheimer Correspondence en Geometric Proofs and Mathematical 
Puzzles”, Mathematical Intelligencer 2. primavera de 1990, pp. 40-41. Para un analisis de este y otros inte- 
resantes problemas de rapidez y tiempo, vease Lawrence S. Braden, “My Favorite Rate- Time Problems”, en 
Mathematics Teacher, noviembre de 1991, pp. 635-638.) 

2. Velocidad instantanea. Uno de los conceptos fundamentales del calculo es la velocidad instantanea de un 
/ objeto en movimiento, el cual esta relacionado estrechamente con la velocidad promedio antes analizada. Para 

introducir este concepto, considere el siguiente problema. 

Una bola de acero caera desde una torre una distancia dey pies en x segundos, como esta dado aproximada- 
mente por la formula (de ftsica) 

y = 16;r 

La figura 1 muestra la position de la bola en una recta numerica (direccion positiva hacia abajo) despues de 0, 1, 
2 y 3 segundos. Salta a la vista que la bola no esta cayendo a una velocidad constante. 


Posicion de un 
objeto que cae. [Nota: La 
direccion positiva es hacia 
abajo.] 



Posicion al inicio (x = 0 segundos) 

Posicion en x = 1 segundo [y = 16(1 2 ) - 16 pies] 


Posicion en x = 2 segundos [y = 16(2 2 ) = 64 pies] 


Posicion en x = 3 segundos [y = 16(3 2 ) = 144 pies] 
Tierra 




Repaso del capituio i 


y i 


(A) ^Cual es la velocidad promedio a la que cae una pelota durante el primer segundo (de x = 0 a x = 1 
segundo)? ^Durante el siguiente segundo? ^Durante el tercer segundo? 

Por definition, la rapidez promedio implica a la distancia a la que viaja un objeto durante un intervalo de tiempo, 
como en el inciso A. (Como se puede determinar la velocidad de un objeto en un instante dado de tiempo? Por 
ejemplo, que tan rapido esta cayendo la pelota exactamente 2 segundos despues de que ha sido lanzada? Este 
problema se podria tratar en dos maneras, numerica y algebraicamente. 

(B) Complete la siguiente tabla de velocidades promedio. (Cuales numeros de estas velocidades promedio co- 
rresponden a este enfoque? 

I 

-- 

Intervalo de tiempo [1.9, 2] 

Distancia que cae 

— 

Rapidez promedio 

(C) Demuestre que la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [t, 2] es ( ^ — 1 Simplifique esta expre- 
sion algebraica y analice sus valores para t cercano a 2. 

(D) Con base en los resultados de los incisos ByC, (,que tan rapido piensa que esta cayendo la pelota en 2 
segundos? 


Repaso del capituio 1 

11 ECUACIONES L1NEALES V APtlCAOONti 

Una soiucion o ratz de una ecuacion es un numero en el 
dominio o conjunto de reemplazo de la variable que cuando 
sc sustituye para la variable hace que la ecuacion sea un 
cnunciado verdadero. Una ecuacion es una identidad si esta es 
cierla para todos los valores del dominio de la variable, y una 
ecuacion condicional es verdadera para algunos valores del 
dominio y falsa para otros. Dos ecuaciones son equivalentes 
si tienen el mismo conjunto soiucion. Las propiedades de 
igualdad se usan para resolver las ecuaciones: 

1. Si a = b , entonccs a + c = b + c. Propiedad de la suma 

2. Si a = b, entonces a — c = b - c. Propiedad de la resta 

3. Si a = b, entonces ca — cb.c 0 Propiedad de la 

multiplication 

4. Si a = b, entonces ~ = •, c + 0. Propiedad de la 

division 

5. Si a = b , entonces se puede Propiedad de 

sustituir en cualquiera de los sustitucion 

otros enunciados sin cambiar 

la veracidad o falsedad 
del enunciado. 

Una ecuacion que se puede escribir en la forma estandar ax 
+ b = 0, a t 4 0, es una ecuacion lineal o de primer grado. 


Estrategia para la soiucion de 
problemas con literates 

1. Lea cuidadosamente el problema (varias veces si es 
necesario); es decir. hasta que lo entienda, conozca 
que se est& buscando, y que dates se cstan dando. 

2. Suponga que una de las incognitas esta representada 
por una variable, x, por ejemplo, y irate de representar 
a las otras incognitas en terminos de x. Este es unpaso 
muy importante y se debe realizar cuidadosamente. 

3. Si lo considcra necesario, dibuje figuras o diagramas 
y senate las partes conocidas y las incognitas. 

4. Observe que formulas relacionan a las cantidades 
conocidas con las incognitas. 

5. Forme una ecuacion que relacione a las incognitas con 
las cantidades conocidas. 

i 

6. Resuelva la ecuacion y escriba las respuestas de rodas 
las preguntas del problema. 

7. Compruebe e interprete todas las soluciones en 
terminos del problema original —no exactamente la 
ecuacion que encontro en el paso 5— ya que puede 
equivocarse cn la ecuacibn del paso 5. 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


Si O es la cantidad producida o la distancia recorrida a un 
promcdio o rapidez uniformc R cn T unidades de tiempo, 
entonces las formulas dc cantidad. rapidez y tiempo son 

Q Q 

R = ¥: Q = rt t = % 

T R 


1-2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
Y APLICACIONES 

Un sistema de dos ecuaciones lincales con dos variables es un 
sistema de la forma: 


4. 

5. 


Si a < b y c > 0. entonces ca < cb. 


Si a < b y c < 0. entonces ca > cb. 


'I 


. 

* 


Propiedad de la 
multiplicacion 


6 . 


7. 


Si a < b y c > 0 . entonces — < —. 

c c 

Si a < h y c < 0, entonces — > —. 

c c . 


Propiedades 
de la division 


El orden de una desigualdad se invierte si se multiplica 
o se divide a ambos lados de la desigualdad por un 
numero negativo. 


ax + by = h 
cx + dy = k 


( 1 ) 


donde * y y son las dos variables. El par ordenado de numeros 
(*„, y n ) es una solucion al sistema (1) si cada ecuacion se 
satisface por el par. El conjunto dc todos los pares ordenados 
de numeros se llama conjunto solucidn del sistema. Para 
resolver un sistema; es decir, para encontrar su conjunto 
solucion. Si resuelvc cl sistema por sustitucion, resuelva una 
ecuacion para una variable y sustituya cn la otra ecuacion, 
resuelva la ecuacion lineal resultantc en una variable, y despues 
sustituya este valor en la expresion obtenida cn cl primer paso 
para encontrar la otra variable. 

Si una ecuacion cn un sistema es una ecuacion de deman- 
da y la otra es una ecuacidn de oferta, entonces la solucion 
produce el precio de equilibrio y la cantidad equilibrio. Si 
una ecuacion en un sistema es una ecuacidn de costos fformada 
frecuentemente al usar costos fijos y variables de costos) y la 
otra es una ecuacion de ingresos, entonces la solucion produce 
el numero de unidades que sc deben fabricar en el punto de 
equilibrio. 


1-3 DESIGUALDADES LINEALES 

Los simbolos dc desigualdades < , > , s , > se usan para 
expresar relaciones de desigualdad. Graficas de rectas y 
notacion de intervalos, y el conjunto de operaciones de union 
e interseccion sc usa para dcscribir las relaciones de des¬ 
igualdad. Una solucidn de una desigualdad lineal en una 
variable es un valor dc la variable que hace que la desigual¬ 
dad sea un enunciado verdadero. Dos desigualdades son 
equivalentes si ticncn el mismo conjunto solucion. Las 
propiedades de la desigualdad sc usan para resolver desigual¬ 
dades: 

1. Si a < b y b < c, entonces a < c. Propiedad de 

transitividad 

2. Si a < b, entonces a + c < b + c. Propiedad de 

la suma 

3. Si a < b, entonces a — c < b — c. Propiedad de 

la resta 


1-4 VALOR ABSOLUTO EN ECUACIONES 
Y DESIGUALDADES 


El valor absoluto de un numero x es la distancia sobre la recta 
numerica real desde el origen a un punto cuya coordenada x 
esta dada por 


W = 



si* a 0 
si x < 0 


La distancia entre los puntos A y B con coordenadas a y b 
respectivamente, es d(A, B) = b - a la cual tiene las siguientes 
interpretaciones geometricas: 


\x — c\ = d 
(.v — c\< d 
0 < |x — cj < d 

|* — c| > d 


La distancia entre * y c es igual a d. 

La distancia entre x y c es menor que d. 

La distancia entre x y c es menor que d, pero 
x # c 

La distancia entre * y c es mayor que d. 


Las ecuaciones y desigualdades que implican valores absolutos 
sc rcsuelven usando las siguientes relaciones para p > 0: 

1. |*| = p es equivalente ax = p ox = —p. 

2. |*| <pc s equivalente a —p <* < p. 

3. |*| > p es equivalente a * < —pox>p. 

Estas relaciones tambien valcn sLvjsc rccmplaza por ax + b. 
Para .rcualquier numero real, V* 1 2 3 = |*|. 


1-5 NUMEROS COMPLEJOS 

Un numero complejo en forma estandar es un numero dc la 
forma a + hi. donde ay b son numeros reales c i es la unidad 
imaginaria. Si b =£ 0, entonces a -r hi tambien es un numero 
imaginario. Si a = 0, entonces 0 + hi = hi tambien sc llama 
numero imaginario puro. Si b = 0, entonces a + 0/ = a es un 
numero real. El complejo cero es 0 + 0/ = 0. El conjugado 
de a + bi es a — bi. Igualdad. suma y multiplicacion se 
definen como sigue: 


Ejercicico de repaso del capitulo 1 


*3 


1. a + bi — c + di si y solo si a = c y b = d 

2. (a + bi) + (c + di) = (a + c ) + (b 4- d)i 

3. (a + M)(c + di) = (ac — bd) + ( ad + bc)i 

Debido a quc los numeros complejos obedeccn a las mismas 
propiedadcs conmutativa, asociativa y distributiva de los 
numeros rcales, la mayoria de las operaciones con numeros 
complejos se realizan usando de estas propiedades y del hecho 
que i 2 = —1. Las propiedades de los conjugados. 


Si el discriminante b 2 — 4 ac es positivo, la ecuacion tiene dos 
raices reales distintas; si cl discriminante es 0. la ecuacion 
tiene una raiz real doble; y si el discriminante es ncgativo, la 
ecuacion tiene dos raices imaginarias, que son cada una la 
conjugada de la otra. 


ONES REOUCiEilS A LA I OK.VL' 
4 TIC A 


(a + bi)(a - hi ) = a 2 + b 2 

se pueden usar para encontrar a los reciprocos y a los cocientes. 
Si a > 0, entonces la raiz cuadrada principal del numero 
real negativo —a es y/— a = i\/a. 

1-6 ECUACIONES CUADRAT1CAS V APUCACW >v 7 

Una ecuacion cuadratica en forma estandar es una ecuacion 
que se puede escribir en la forma 

ax 2 + bx + c = 0 a & 0 

donde x es una variable ya,byc son constantes. Los metodos 
de solucion incluyen: 

1. Factorizacion y uso de la propiedad cero: 

m ■ n = 0 si y solo si m = 0 o n = 0 (o ambos) 


Un radical de raiz cuadrada puede ser eliminado de una 
ecuacion al dcspejar al radical en uno de los lados de la ccua- 
cion y elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion. La 
nueva ecuacion formada al elevar al cuadrado ambos lados 
puede tener solucioncs extranas. En consecuencia, se debe 
comprobar cada solucion de la nueva ecuacidn en la 
ecuacion original para eliminar las soluciones extranas. Si 
una ecuacion contiene mas de un radical, entonces cl proceso 
de despejar al radical y elevar ambos lados de la ecuacion al 
cuadrado se puede repetir hasta que se hayan eliminado los 
radicales. Si una sustitucion transforma a una ecuacion en la 
forma air + bu + c = 0, donde u es una expresion de alguna 
otra variable, entonces la ecuacion esta escrita en forma 
cuadratica, por lo tanto, puede ser rcsuelta por los metodos 
cuadraticos. 


r, r. r.t r. f jALDADES POLINQF*iA Lf.5 

V HACfONAlS? 


2. Uso de la propiedad de la raiz cuadrada: 

Si A 2 = C, entonces A = ± y/c. 

3. Completando el cuadrado: 

y + ta+ (t )*“('* I)’ 

4. Usando la fdrmula cuadratica: 


x = 


— b ± \/b 2 — 4 ac 
2a 


Una desigualdad esta en la forma estandar si el lado derecho 
es 0. Si el lado izquierdo es un polinomio, entonces las raices 
reales de este polinomio dividen a la recta numerica real en 
intervalos con la propiedad de que el polinomio tiene signo 
constante en cada intervalo. Seleccione un numero de prueba 
en cada intervalo y construya una tabla de signos que de como 
resultado la solucion de la desigualdad. Si el lado izquierdo de 
una desigualdad es una expresion racional de la forma P/Q, 
donde P y Q son polinomios, entonces las raices reales de ambos 
polinomios se usan para dividir la recta numerica real en 
intervalos para los cuales P/Q tiene signo constante. Puesto 
que la division entre cero no es permitida, las raices reales de 
Q se excluyen del conjunto solucion. 


Ejercicios de repaso del capitulo 1 


Despues de resolver todos losproblemas de este capitulo revise 
y compruebe las soluciones al final del libro, en donde estan 
todas las respuestas a los problemas de revision, y en seguida 
de cada respuesta esta un numero en tipo italico que indica de 
que seccion es el problema que se esta analizando. Si se lepre- 
sentan dudas, revise la seccion correspondiente en el texto. 


A 


Resuelva los problemas del 1 al 3. 
1. 0.05* + 0 25(30 - *) = 3,3 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


„ 5jc 4 + x x — 2 

2 .--—- 1 - 1 

3 2 4 

3. y = 4x - 9 
y = -x + 6 

En los problemas del 4 al 8 resuelva y grqfique 

4. 3(2 — x) — 2 £ 2x - 1 S. |y + 9| < 5 


6 . |3 - 2x\ s 5 

8 . x 2 > 4x + 21 


7. x 2 + x < 20 


9. Realice las opcraciones indicadas y escriba las rcspuestas 
en la forma estandar: 

(A) (-3 + 2/) + (6 - 8 /) 

(B) (3 - 30(2 + 30 


27. Si las coordenadas de A y B en una recta numerica real son 
-8 y — 2 , respectivamente, encuentre: 

(A) d(A,B) (B) d(B,A) 

28. Realicc las operaciones indicadas y escriba las respuestas 
finales en la forma estandar: 

(A) (3 + if - 2(3 + i) + 3 (B) F 

29. Convierta a la forma a + hi, realizando las operaciones 
indicadas, y escriba las respuestas finales en la forma 
estandar: 

(A) (2 - V=4) - (3 - V— 9) 

2 - 4 + 


3 + V— 4 


(C) ^=T 


En /oj problemas del 30 al 35, encuentre todas las posibles 
soluciones usando las tecnicas que se han desarrollado hasta 
aqui. 


Resuelva los problemas del 10 al 16. 


10. Zx 2 - 1 = 0 

12. 2x 2 = lx — 3 

14. y 2 = f(y + 1) 

16. 3x + 2y = 5 
4x — y = 14 


11. 2x 2 = 4x 

13. m 2 + m + 1 = 0 

15. V5x - 6 - x = 0 


17. ^Paraquevaloresdex,V3 - 5xrepresentaunnumeroreal? 


5\ 2 5 3 2 

30. [ u + - = - 31. 1 + — = - 

\ 2 j 4 if u 

32. -- - —r = 3 

a — x — 6 x — 3 

33. 2r /3 - 5x l/3 - 12 = 0 34. nf + 5w 2 - 36 = 0 

35. Vy - 2 - V5y + 1 = -3 

Use una calculadora para resolver los problemas del 36 al 40. 
y calcule con dos cifras decimoles. 


36. 2.15x - 3.73(x - 0.93) = 6.1 lx 

37. - 1.52 s 0.77 - 2.04x s 5.33 


Resuelva los problemas del 18 al 20 

18 7 = 10 ~ 4x 19 «~ 3 = 1 _ 1 ~ u 

2- x -v 2 + 3x - 10 2« — 2 6 3w - 3 

20. 5m + 6n = 2 
4m — 9n = 20 


En los problemas del 21 al 25 resuelva y grafique. 


2L 5 5 _ 

8 3 


23. - < 2 

x 


25. V (1 - 2 m ) 2 s 3 


22. |3x - 8 | > 2 


x - 4 x - 3 


3.77 - 8.47/ 

38. - 

6.82 - 7.06/ 

39. 6.09a 2 + 4.57x - 8.86 = 0 

40. 15.2x + 5.6y = 20 

2.5x + 7.5y = 10 


Resuelva los problemas del 41 al 43 para la variable indicada 
en lerminos de las otras variables. 

41. P = M — Mdt para M (matematicas para las finanzas) 

42. P = El - RF para I (ingenieria electrica) 

4 y + 5 

43. x = —--para v 

2y + 1 

Encuentre el error en la “solucion” siguiente y despues 
busque la solucion correcta. 


26. £Para que valores de x la expresion siguiente representa un 
numero real? 




x 2 - 4x + 3 x 2 - 3x + 2 
4a 2 - 12v + 8 = 3.x 2 — 12x + 9 


X = —\ 



Ejercicico de repaso del capitulo 1 




: Considere la ecuacion cuadratica 
x 2 — 6x + c = 0 

donde c es un numero real. Analice la relation entre los 
valores de c y los tres tipos de raices senalados en la tabla 
1 de la section 1-6. 

c_ 

46. /,Para que valores de a y b es verdadera la desigualdad a + 
b<b- a? 

47. iSi ay b son numeros negativos y a > b, entonces alh es 
mayor o menor que 1? 

48. Resuelva para x en terminos de y: y =--- 

1-!— 

1 — x 

49. Resuelva y grafique: 0 < |x - 6| < d 

Resuelva los problemas 50 y 51. 

50. 2x 2 = V3x — ! (Encuentre todas las raices.) 

51. 4 = 8x' 2 + x~* (Encuentre todas las raices reales.) 

52. Evalue: (a + bi)( ------- i I, a, b ± 0 

\ a 2 + b 2 a' + b 1 / 

Resuelva los problemas del 53 al 55. 

jc 2 x 2 

53. 2x > — + 5 54. — + 4 s- 2x 

5 4 

8 

55. I--22 

x 

56. Resuelva para u y v en terminos de x y y y compruebelos. 

x = 2 + 3u + 7v 

y = — 3 + 2u + 5v 

Analice la naturaleza del conjunto solution para cada uno 
de los siguientes sistemas: 

(A) 2x — y = -5 (B) 2x - y = ~5 

—6x + 3y = 15 —6x + 3y = 10 

APLICACIONES ^ 

58. Numeros. Encuentre un numero tal que al restarle su 
reciproco de como resultado |. 

59. Medicina deportiva. La siguiente frase se encontro en un 
manual de medicina del deporte: “La idea es elevar y 
mantener la velocidad de su corazon al 70% de su velocidad 


maxima de seguridad para su edad. Una manera de 
determinarlo es restar su edad de 220 y multiplicar esta 
cantidad por 0.7.” 

(A) Si H es la maxima velocidad scgura para su corazon 
(en latidos por minuto) para una persona de edad 
A (en anos), escriba una formula que relacione a H 
con A. 

(B) /.Cual es la velocidad maxima segura para el corazon 
de una persona de 20 anos? 

(C) Si la velocidad maxima segura para el corazon de una 
persona es de 126 latidos por minuto, /,que edad tiene 
la persona? 

* 60. Quimica. Un deposito de productos quimicos tiene una 

solution al 80% de alcohol y otra al 30%. /.Cuantos mili- 
litros de cada solution se deben usar para obtener 50 milili- 
tros de solution al 60% de alcohol? 

* 61. Velocidad y tiempo. Una lancha de excursion emplea 2 

horas para un viaje de ida y vuelta 40 millas rio arriba. Si 
la velocidad de la lancha en aguas tranquilas es de 12 millas 
por hora, /,cual es la velocidad de la corriente? 

* 62. Velocidad y tiempo. Un equipo de cuatro tripulantes reman 

rio arriba una distancia fija y despucs regresan a su punto 
de partida. El rio tiene una corriente de 3 km/h. 

(A) Normalmente los remeros pueden remar a 15 km/h 
en aguas tranquilas. Si les toma 25 minutos hacer el 
viaje redondo, /,que distancia tuvieron que remar rio 
arriba? 

(B) Despucs de una practica adicional los remeros realizan 
el viaje redondo en 23 minutos. / Ahora a que veloci¬ 
dad rcmaron en aguas tranquilas? Redondec su resulta¬ 
do a una cifra decimal. 

(C) Si los remeros quieren aumentar su velocidad en aguas 
tranquilas a 18 km/h, /,con que rapidez deben hacer cl 
viaje redondo? Expresc su respuesta en minutos 
redondeada a una cifra decimal. 

63. Nutrition. Un agricultor puede usar dos tipos de ferti- 
lizantes en un plantio de naranjas, de marcas A y B. Cada 
bolsa de marca A contiene 8 libras de nitrogeno y 9 libras 
de acido fosforico. Cada bolsa de marca B contiene 4 li¬ 
bras de nitrogeno y 7 de acido fosforico. Compruebe que 
cl plantio necesita 860 libras de nitrogeno y 1 080 libras de 
acido fosforico. /.Cuantas bolsas de cada marca se deben 
usar para obtener las cantidades necesarias dc nitrogeno y 
de acido fosforico? 

64. Analisis de costos. Las ecuaciones de costo para una 
fabrica son frecuentemente de naturaleza cuadratica. Si la 
ecuacion dc costos para fabricar calculadoras baratas es C 
= x- — 1 Ox + 31, donde C es el costo de fabrication de x 
unidades por semana (C y x en miles), encuentre: 

(A) La production para un costo semanal de S15 mil 

(B) La production para un costo semanal de $6 mil 

65. Analisis del punto de equilibrio. La fabrica del problema 
64 vende sus calculadoras a mayoristas a S3 cada una. Es 
decir, su ecuacion de ingresos es R = 3.r, donde R es el 
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1 Ecuaciones y desigualdades 


ingreso y x es el numcro de unidades vendidas por semana 
(ambas en miles). Encucntre el (o los) punto(s) de cquilibrio 
para la fabrica; es decir, la produccion para la cual los 
ingresos son iguales a los costos. 

66. Analisis de ganancias. Con referencia a los problemas 
64 y 65, encuentre todos los niveles de produccion para 
los cuales se obtiene una utilidad. esto es, para los cuales 
R> C. 

67. Qui'mica. Si la temperatura T de una solucion debe estar 
dentro de 5°C a 110°C, exprese la restriccion como una 
desigualdad de valores absolutos. 


68. Disefio. Las paginas de un libro de texto tienen margenes 
uniformcs de 2 centimetros en los cuatro lados (vease la 
figura). Si el area de toda la pagina mide 480 centimetros 
cuadrados y el area de la parte impresa 320 centime¬ 
tros cuadrados, encuentre las dimensiones de la pagina. 

69. Disefio. Un disenador de jardines usa tablones de 8 pies 
para formaruna serie de triangulos isosceles a lo largo de 
la pared de una casa (vease la figura). Si el area de cada 
triangulo mide 24 pies cuadrados, encuentre la base correcta 
con dos cifras decimales. 



Figura para el ejercicio 68 













2-6 Funciones inversas 

Actividades en grupo del 
capitulo 2: Modelado 
matematico en los negocios 


Repaso del capitulo 2 


: :W f 
'#7 , 


2-5 Combinacion de funciones 


Herramientas basicas 
drculos 

Lmeas rectas 

Funciones 

Craficas de funciones 


2-1 

2-2 

2-3 

2-4 








98 


2 


Graficas y funciones 


El concepto de funcion es una de las ideas mas importantes en matemati- 
cas. El estudio de las matematicas, mas alia del nivei elemental, requiere se 
comprenda a profundidad una lista basica de funciones elementales, sus 
propiedades y sus graficas. En las dos primeras secciones de este capitulo 
se consideran algunos conceptos geometricos basicos, que incluyen las gra¬ 
ficas de circulos y de lineas rectas. En las secciones posteriores se introduce 
el importante concepto de funcion, se analizan sus propiedades basicas, y 
se consideran las operaciones que pueden realizarse con funciones. A medi- 
da que se avance en este y los capitulos siguientes, se encontrara una varie- 
dad de tipos de funciones elementales. Un minucioso entendimiento de las 
definiciones, graficas y propiedades de estas funciones elementales le pro- 
porcionaran un conjunto de herramientas matematicas para usarse en este 
y en cursos posteriores o actividades que impliquen matematicas. 


SECCION 



Herramientas basicas: circulos 


Sistema coordenado cartesiano 
Graficacion: punto por punto 
Simetria 

Distancia entre dos puntos 
Circulos 


En esta seccion se desarrollaran algunas de las herramientas basicas usadas en geome- 
tria analitica y se aplicaran a la graficacion de ecuaciones y a la deduction de la ecua- 
cion de un circulo, 


• Sistema 
coordenado 
cartesiano 


y 



10. 



1 1 LI. 

4-|-|—m-i 



-10 



10 


-io : 




FIGURA 1 Sistema coordenado 
cartesiano. 


De igual manera que una recta numerica real se forma al establecer una corresponden¬ 
ce uno a uno entre los puntos sobre la recta y los elementos en el conjunto de los 
numeros reales, se puede formar un piano real al establecer una correspondencia uno a 
uno entre los puntos en un piano y los elementos en el conjunto de todos los pares 
ordenados de los numeros reales. Esto se puede hacer mediante un sistema coordenado 
cartesiano. 

Recuerde que para formar un sistema coordenado rectangular o cartesiano, se 
seleccionan dos rectas numericas reales, una horizontal y una vertical, que se crucen en 
sus origenes como se indica en la figura 1. Hacia arriba y a la derecha estan las direc- 
ciones que usualmente se definen como positivas. Estas dos rectas numericas se llaman 
eje horizontal y eje vertical, o, a ambas, ejes coordenados. Es comun llamar al eje 
horizontal eje x y al eje vertical ejey, y el mismo nombre reciben las rectas correspon- 
dientes. En otras circunstancias se pueden usar otros nombres. Los ejes coordenados 
dividen al piano en cuatro partes llamadas cuadrantes que se numeran en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj (vease figura 1). 

Ahora es necesario asignar coordenadas a cada punto del piano. Dado un punto 
arbitrario P en el piano, se traza una recta horizontal y una recta vertical que pasen por 
el (figura 2). La recta vertical intersectara al eje horizontal en un punto con coordenada 
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FICURA 2 Coordenadas en un 


piano. 


a, y la recta horizontal intersectara al eje vertical en un punto con coordenada b. Estos 
dos numeros se escriben como el par ordenado* (a, b) que forma a las coordenadas del 
punto P. A la primera coordenada a se le llama abscisa de P; y a la segunda coordenada, 

b, se le denomina ordenada de P. La abscisa de Q en la figura 2 es — 10, y la ordenada 
de O es 5. Las coordenadas de un punto tambien se pueden nombrar en terminos de los 
nombres de los ejes. La coordenada* de R en la figura 2 es 5, y la coordenaday de R es 
10. Al punto con coordenadas (0, 0) se le llama origen. 

El procedimiento descrito asigna a cada punto P en el piano un par unico de nume¬ 
ros reales (a, b). A la inversa, si se da un par ordenado de numeros reales (a, b), se 
invierte este procedimiento y se puede determinar un punto unico P en el piano. Asi: 

Hay una correspondencia uno a uno entre los puntos en un piano y los ele- 
mentos en el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales. 


Este enunciado con frecuencia se denomina teorema fundamental de la geometria 
analitica. 


El teorema fundamental de la geometria analitica permite que las formas algebraicas se 
vean de manera geometrica y las formas geometricas de manera algebraica. Se empe- 
zara por considerar una forma algebraica, como una ecuacion con dos variables: 

y = x 2 - 4 (1) 

Una solucidn de la ecuacion (1) es un par ordenado de numeros reales (a, b ) tal que 

b = a 2 — 4 

El conjunto solucion de la ecuacion (1) es el conjunto de todas sus soluciones. Mas 
formalmente. 


Conjunto solucion de la ecuacion (1): {(x,y) \y = x 2 - 4} 

Para encontrar una solucion de la ecuacion (1) simplemente se reemplaza una de 
las variables con un numero y se resuelve para la otra variable. Por ejemplo, si * = 2. 
entoncesy = 2 2 — 4 = 0, y el par ordenado (2,0) es una solucion. De manera similar, si 
y = 5, entonces 5 = x 2 - 4,* 2 = 9, * = ±3, y los pares ordenados (3, 5) y (-3, 5) son 
soluciones. 

Algunas veces al reemplazar una variable con un numero y resolver para la otra 
variable se introduciran numeros imaginarios. Por ejemplo, si y = — 5 en la ecuacion 
(1), entonces 


-5 =* 2 - 4 
.r = -1 

* = iV^T = ±i 

Asi, (— i, 5) e (/, 5) son soluciones dey = x 2 — 4. Sin embargo, las coordenadas de un 
punto en un sistema coordenado rectangular deben ser numeros reales. Por tanto, cuan- 
do se grafica una ecuacion, solo se consideran aquellos valores de las variables que 
producen soluciones reales de la ecuacidn. 

* Un par ordenado de numeros reales es un par de numeros en el quo se especifica el orden. Ahora se 
usaran (a, b) como las coordenadas de un punto en un piano. En el capitulo 1 se uso (a, b) para representar 
un intervalo en una recta numerica real. Estos conceptos no son los mismos. Se debe sicmpre interpretar al 
simbolo (a, b) en terminos del contexto en el que se esta usando. 
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La grafica de una ecuacion con dos variables es la grafica de su conjunto solu¬ 
cion. En la ecuacion (1), se encuentra que su conjunto solucion tendria un numero 
infinito de elementos y su grafica se extenderia fuera de cualquier papel, sin importar 
lo largo que este pudiera ser. Asi, para trazar la grafica de una ecuacion, se incluyen 
suficientes puntos de su conjunto solucion para que se represente su grafica completa. 
A este proceso se le llama graficacion punto por punto. 


Grafica de una ecuacion mediante graficacion punto por punto 

Trace la grafica dey = x 2 — 4. 


Solucion 

y 



FIGURA 3 


Se forma una tabla de soluciones con los pares ordenados de numeros reales que satis- 
fagan la ecuacion dada. 


X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

V 

12 

5 

0 

-3 

-4 

-3 

0 

5 

12 


Despues de graficar estas soluciones, si algunas partes de la grafica no estan claras, se 
trazan mas puntos hasta completar la forma de la grafica. Despues se unen todos estos 
puntos con una curva suave, como se muestra en la figura 3. Las puntas de flecha se 
usan para indicar que la grafica continua mas alia de la parte mostrada en la figura sin 
cambios significativos en la forma. 

La figura resultante se llama parabola. Observe que si se dobla una hoja de papel 
a lo largo del eje y, el lado derecho se acopla con el lado izquierdo. Se dice que la 
grafica es simelrica con respecio al ejey y al eje v se le llama eje de la parabola. Mas 
adelante se abundara en el tema de las parabolas. 


Trace la grafica de y 2 = x. 


F1GU3A 4 


Ahora se usara un dispositivo de graficacion electronico para comprobar el ejem- 
plo 1. Para este fin se recurrira a cualquier dispositivo electronico capaz de desplegar 
graficas como un dispositivo de graficacion. Los dos dispositivos de graficacion mas 
comunes son las calculadoras graficas y las computadoras con el software apropiado. 
Este libro contiene diversas actividades en las que se usan dispositivos de graficacion 
para enfatizar la relation entre los puntos de vista grafico, numerico y algebraico. To- 
das estas actividades estan claramente senaladas y se pueden omitir si no se cuenta con 
el dispositivo necesario. La figura 4 muestra los pasos necesarios para reproducir la 
grafica de la figura 3 en un dispositivo de graficacion. 


non n*tz Hots 


WINDOW 

--V1BX2-4 


Xnin="5 

\Vz= 


Xnax=5 

\Vs= 


Xscl=i 

nVh= 


Ypiin= -5 

\Vs= 


Ymax=15 

\Ys = 


Yso1=1 

\Y?= 


Xres=l 


15 



Introduzca la ecuacion 

(a) 


Introduzca las variables de 
la ventana 
(b) 


Grafique la ecuacion 

(c) 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


EJEMPLO 2 


Para graficar la ecuacion, y = —x 3 + 2x, se usara la graficacion punto por punto 
para obtener la grafica de la figura 5. 


y 



(A) ^Piensa que esta es la grafica correcta de la ecuacion? Justifique su respuesta. 

(B) Agregue puntos en la grafica para x = —2, -0.5, 0.5 y 2. 

(C) Ahora, ^que piensa de como se ve la grafica? Trace su version de la grafica. 
agregue mas puntos si es necesario. 

(D) Escriba un enunciado corto que explique las conclusiones que obtuvo de las 
partes A, B y C. 

(E) Compare su version de la grafica con una producida por un dispositivo de 
graficacion. 


El uso de graficas para ilustrar relaciones entre cantidades es muy comun. La 
estimation de las coordenadas de los puntos en una grafica proporciona ejemplos espe- 
cificos de esta relation, incluso si no se dispone de la ecuacion para la grafica. El 
siguiente ejemplo ilustra este proceso. 


Niveles de ozono 

El nivel de ozono se mide en partes por mil millones (ppmm). El nivel de ozono durante 
un periodo de 12 horas en un suburbio de Milwaukee, Wisconsin, en un dia de verano 
en particular, esta dado en la figura 6 ( fuente: Departamento de recursos naturales de 
Wisconsin). Use esta grafica para calcular los siguientes niveles de ozono al entero mas 
cercano y los tiempos al cuarto de hora mas cercano. 

(A) El nivel de ozono a las 6 p.m. 

(B) El nivel de ozono mas alto y el tiempo al que esto ocurre. 

(C) La(s) hora(s) en que el nivel de ozono es de 90 ppmm. 
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Solucion 


(A) La ordenada del punto de la grafica con abscisa 6 es de 97 ppmm (vease figura 7). 

(B) El nivel de ozono mas alto es de 109 ppmm a las 3 P.M. 

(C) El nivel de ozono es 90 ppmm a las 12:30 P.M. y nuevamente a las 10 P.M. 


FIGURA 7 


E 

E 


Q. 

C_ 


*o 


E 

i— 
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Problema seleccionado 2 Use la figura 6 para calcular los siguientes niveles de ozono cercanos al entero mas 

proximo y los tiempos al cuarto de hora mas cercano. 

(A) El nivel de ozono a las 7 p.m. 

(B) La(s) hora(s) cuando el nivel de ozono es de 100 ppmm. 


Un aspecto importante de este curso, y despues en el de calculo, es el desarrollo de 
las herramientas que se podran usar para el analisis de graficas, ya sea mediante 
graficacion punto por punto o con un dispositivo de graficacion. Una herramienta par- 
ticularmente util es la simetria, la cual se analizara en seguida. 




Simetria Se ha observado que la grafica dey = x 2 - 4 en el ejemplo 1 es simetrica con respecto 
al ejey; es decir, las dos partes de la grafica coinciden si se dobla el papel a lo largo del 
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ejey. De manera similar, se dice que una grafica es simetrica con respecto al eje x si las 
partes de arriba y de abajo del eje x coinciden cuando se dobla el papel a lo largo del eje 
x. En general, la definicion de simetria con respecto al ejey, al eje xy al origen se expresa 
como sigue: 


DEFINICION 1 Simetria 

Una grafica es simetrica con respecto a: 

1. Al ejey si (-a, b ) y {a, b) estan en la grafica y si los dos puntos son 
equidistantes del ejejy. 

2. Al eje x si (a, -b ) y (a, b ) estan en la grafica y si los dos puntos son 
equidistantes del eje x. 

3. El origen si (-a, -b) y (a, b) estan en la grafica y si los dos puntos son 
equidistantes del origen en una recta que pase a traves del mismo. 


La figura 8 ilustra estos tres tipos de simetria. 


FIGURA 8 Simetria. 




EXPLORACION Y ANALISIS 2 Si una grafica es simetrica en dos de las tres formas antes definidas, <;,debe ser sime¬ 
trica tambien en la tercera forma? Explique. 
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Dada una ecuacion, si se pueden determinar previamente las propiedades de sime- 
tria dc su grafica, se puede ahorrar mucho tiempo y energia al momento de trazarla. Por 
ejemplo, si se sabe que la grafica de y = x 2 - 4 en el ejemplo 1 es simetrica con 
respecto al eje y, se puede dibujar con cuidado solo el lado derecho de la grafica; y 
dcspues reflejar el resultado con respecto al ejey para obtener la grafica completa; jla 
graficacion punto por punto se reduce a la mitad! 

Las pruebas para la simetria estan dadas en el teorema 1. Estas pruebas se aplican 
facilmente y son muy utiles para la graficacion. Recuerde que dos ecuaciones son equi- 
valentes si tienen el mismo conjunto solucion. 


Teorema 1 Pruebas de simetria 


Simetria con 

La ecuacion es 

respecto al 

equivalente cuando 

Ejey 

x se reemplaza por —x 

Eje x 

y se reemplaza por —y 

Origen 

x y y se reemplaza por —x y —y 


EJEMPLO 3 Uso de las simetnas como ayuda para la graficacion 

Realice las pruebas de simetria y trace la grafica: 

(A) y = x 3 (B) y = \x\ (C ) x 2 + y 2 = 36 

Solucion (A) Pruebas de simetria para y = x 3 . 


Pruebas con respecto 
al ejey 

Reemplace x por —x: 

y = (-*) 3 

y = —a 3 


Pruebas con respecto 
al ejey 

Reemplace v por — y: 

-y = x> 
y = —x 3 


Pruebas con respecto 
al origen 

Reemplace x por — x 
y y por —y\ 

-y= {-x? 

-y = -x 3 

y = x 3 


La unica prueba que produce una ecuacion equivalente es cuando se reemplaza a x por 
—x y ay por —y. Asi, la unica propiedad de simetria para la grafica de y = x- es la 
simetria con respecto al origen. 


Grafica. Observe que los valores positivos de x producen valores positivos para v y los 
valores negativos dex producen valores negativos pa ray. Por tanto, la grafica esta en el 
primer y en el tercer cuadrantes. Ahora se hara un cuidadoso trazo en el primer cua- 
drante; despues se reflejaran estos puntos a traves del origen para obtener la grafica 
completa mostrada en la figura 9. 
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FIGURA 9 
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FIGURA 10 
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A primera vista, la grafica 
muestra como varia y conforme 
varia x. Una grafica es una 
ayuda visual y se debera 
construir para obtener la 
maxima cantidad de 
informacion usando el mfnimo 
esfuerzo por parte del 
observador. Se marcan los ejes 
coordenados y se indican las 
escalas en ambos ejes. 


(B) Pruebas de simetria para y = |.r|. 


Pruebas con respecto 
al ejey 

Reemplace x por — x: 
y=\-x\ 

y = W 


Pruebas con respecto 
al eje x 

Reemplace y por —y: 


Pruebas con respecto 
al origen 

Reemplace x por —x 
y v por -y: 


-y = M -y = M 

y = -W -v = W 

y = -M 


Asi, la unica propiedad de simetria para la grafica de;' = |.v|, es la simetria con respecto 
al ejey. 


Grafica. Como |ri nunca es negativa, esta grafica estara en el primer y en el segundo 
cuadrantes. Se traza con cuidado en el primer cuadrante; y despues se rcfleja esta gra¬ 
fica a lo largo del ejey para obtener la grafica completa mostrada en la figura 10. 
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(C) Puesto que tanto x como y existen solo para potencias pares como .v 2 + 4 y 2 = 36. 
la ecuacion sera equivalente si x se reemplaza por — x o si y se reemplaza por —y. 
En consecuencia, la grafica es simetrica con respecto al ejey, al eje x y al origen. 
Se necesita hacer un cuidadoso trazo solo en el primer cuadrante, reflejar esta 
grafica a lo largo del eje y y despues reflejar todo esto a lo largo del eje x. Para 
encontrar soluciones en el primer cuadrante, se resuelve la ecuacion, ya sea en 
terminos dey, enterminos de x o x en terminos dey. Se elige esta ultima porque es 
la mas facil de trabajar. 
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FIGURA 11 


FIGURA 12 


Problema seleccionado 3 


• Distancia entre dos 
puntos 


x 2 + 4y 2 = 36 

x 2 = 36 - 4y 2 
x = ±V36 - 4y 2 


Para obtener la parte de la grafica en el primer cuadrante, se trazax = V36 - 4y* para 
0 Sy < 3. Se observa que 36 - Ay 1 < 0 paray > 3 y que no hay soluciones reales paray 
> 3. La grafica final se muestra en la figura 11. 
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Esta figura se llama 
elipse. 


Las partes A y B del ejemplo 3 se comprueban facilmente con un dispositivo de 
graficacion, usted podria hacerlo si tiene uno de estos dispositivos. Comprobar la parte 
C es mas complicado. Debido a que la mayoria de los dispositivos de graficacion solo 
grafican ecuaciones de la forma y = (expresion de x), se debe resolver la ecuacion para 
x 2 + 4 y 2 = 36 paray (se omiten los detalles) y se grafican ambas soluciones como se 
muestra en la figura 12. 


1 Plot! 

Plots 

Plots 

KViBf <9-. 

25X0 

sVsB 

-f<9- 

-.25X0 

\Vs = 



\Vh = 



Ws = 



\Vs = 



■■-w?= 





(a) (b) 


Realice las pruebas de las simetrias y grafique: 

(A) y = x (B) y = — lx| (C) 9x 2 + y 2 = 36 

La geometria analltica se relaciona con dos problemas basicos: 
1. Dada una ecuacion, encuentre su grafica. 
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FIGURA 1 3 Distancia entre dos 
puntos. 


Teorema 2 


EJEMPLO 4 


Solucion 


Problema seleccionado 4 


2. Dada una figura (recta, circulo, parabola, elipse, etcetera) en un sistema coordenado, 
encuentre su ecuacion. 

Hasta ahora nuestra atencion se ha enfocado en el primer problema. Se ha introdu- 
cido una herramienta basica que se usa extensamente en la solucion del segundo pro¬ 
blema. Esta herramienta basica es la formula de la distancia entre dos puntos, la cual se 
deduce con facilidad usando el teorema de Pitagoras (vease nota de pie de pagina, 
seccion 2-6). Sean P^x,,^) y Pfx 2 ,y 2 ) dos puntos en un sistema coordenado rectangu¬ 
lar (suponga que la escala en cada uno de los ejes es la misma). Entonces, refiriendose 
a la figura 13, se puede ver que 

[d(P ] ,P 2 )Y = \x 2 -xf+ ]y 2 -yf 

= ( x 2 — Xj) 2 + (y 2 — yf 1 Puesto que INI 2 = N 2 . 





Asi: 


Distancia entre P,(x,, y,) y P 2 (x 2 , y 2 ) 

d{P v P 2 ) =V(x 2 - x t y- + (y 2 -y ,) 2 


Uso de la formula de la distancia entre dos puntos 

Encuentre la distancia entre los puntos (—3, 5) y (—2, —8).* 

No importa cual punto se designe como P, o P 2 debido a los cuadrados en la formula. 
Sea (x v y t ) = (-3, 5) y (x 2 ,y 2 ) =(-2, -8). Entonces 

d= V[(-2) - (—3)] 2 + [(—8) - 5f 
= V(— 2 + 3) 2 + (-8 - 5) 2 = VI 2 + (—13) 2 = Vl + 169 = \T70 


Encuentre la distancia entre los puntos (6, -3) y (—7, -5). 


* Frecuentemente se habla del punto (a, b) cuando se hace referenda al punto con coordenadas (a, b). Esta 
forma breve, aunque no cxacta, causa pocos problemas, asi que se seguira usando. 
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2 Graficas y funciones 


La formula de la distancia entre dos puntos es de gran ayuda si solo se usa para encon- 
trar la distancia real entre los puntos, tal como se mostro en el ejemplo 4. Sin embargo, 
es mas pertinente usarla para encontrar las ecuaciones de figuras en un sistema 
coordenado rectangular. Se usara para deducir la ecuacion estandar de un circulo. Para 
empezar se definiran las coordenadas libres de un circulo. 


DEFINICION 2 Circulo 

Un circulo es el conjunto de todos los puntos en un piano equidistante de un 
punto fijo. La distancia fija se conoce como radio, y al punto fijo se le llama 
centro. 


Y 



Se encontrara la ecuacion de un circulo de radio r (r > 0) y centro Cen (h, k) en un 
sistema coordenado rectangular (vease figura 14). El punto P{x,y) esta en el circulo si 
y solo si d(P, Q = r; es decir, si y solo si 


V(x - h) 2 + (y - k) 2 = r r > 0 
o, de manera equivalente, 

{x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 r > 0 


Teorema 3 Ecuacion estandar de un circulo 

1. Circulo con radio r y centro en ( h, k): 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 r> 0 

2. Circulo con radio r y centro en (0, 0): 

x 2 + y 2 = r 1 r> 0 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 Describa geometricamente el conjunto de todos los puntos (x, y) que son equidistantes 

de los puntos (-1,0) y (1,0), y despues use la formula de la distancia para verificar 
sus resultados en forma algebraica. 


Ecuaciones y graficas de circulos 

Encuentre la ecuacion de un circulo con radio 4 y centro en 
(A) (-3,6) (B) (0,0) 


Trace la grafica de cada ecuacion. 
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Solucion (A) (h, k ) = (—3, 6) y r = 4: 

(x - h ) 2 + (y - k ) 2 = r 

[x - (— 3)] 2 + (y - 6) 2 = 4 2 

(x + 3) 2 + (y - 6) 2 = 16 


Para graficar la ecuacitSn, localice 
el centro C(-3,6) y dibuje un 
circulo de radio 4 (vease figura 15). 
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FICURA IS 


(B) (/?, *) = (0, 0) y r = 4: 

x 2 4- y 2 = r 1 
x 2 + y 2 = 4 2 
x 2 + y 2 = 16 

Para graficar la ecuacion, localice 
cl ccntro eii el origen y dibuje un 
circulo de radio 4 (vease figura 16) 





FIGURA 16 


Encuentre la ecuacion de un circulo con radio 3 y centro en: 
(A) (3,-2) (B) (0,0) 

Grafique cada ecuacion. 


FIGURA 17 


Para graficar el circulo d e la figur a 15 en un disposit ivo de graficacion, se deben 
graficar dos ecuaciones:_y, = ->/ 16 - x 2 y y 2 = - V 16 - x- : [vease figura 17 (a)]. Obser¬ 
ve que la grafica no parece ser circular, porque las unidades en el eje x son fisicamente 
mas grandes que las unidades en el cjey en la ventana rectangular de vision. Para recti- 
ficar esto, se debe elegir a las variables de la ventana de tal manera que una unidad de 
longitud en el eje .r sea igual a una unidad de longitud en el ejey. La ventana resultante 
se llama cuadrado dc vision, y dcspliega circulos que parecen circularcs [vease figura 
17 (b)]. La mayoria de los dispositivos graficos tienen una rutina, que por 1o general se 
denota por el acercamiento cuadrado o algo similar, para ajustar automaticamente las 
variables y producir una ventana cuadrada. Consulte su manual para los detalles. 



-5 


y, = Vl6-id- 
y, = - Vl 6 - x 2 
(a) 


5 


.-P>“ 

i 

’ X \ 


J 


-S 

Una ventana cuadrada 
(b) 



no 


2 Graficas y funciones 


Observe tambien que las graficas de la figura 17 tienen espacios cerca de x = —4 
y a- = 4 debido a la discrepancia entre las coordenadas reales de un punto y las coorde- 
nadas de la pan talla del pixel que contiene al punto. (Intente trazar solo la grafica de: 
y, = v 16 — x 2 y observe que ocurre cuando x esta cercana a -4 o 4.) Es importante 
recordar que los dispositivos graficos tienen dispositivos de baja resolucion que produ- 
cen solo burdas aproximaciones de las graficas. Es por esto que se debe visualizar la 
apariencia correcta de una grafica y llenar cualquier espacio faltante. 


Determination del centro y radio de un drculo 

Encuentre el centro y el radio de un drculo con ecuacion a 2 + y 2 + 6a - 4y = 23. 

Solucion Se transforma la ecuacion en una de la forma (a — h) 2 + (y — k ) 2 = r 2 al completar el 
cuadrado respecto de x y con respecto d ey (vease seccion 1-6). A partir de esta forma 
estandar se puede deterininar el centro y el radio. 


a 2 + y 2 + 6a - 4y = 23 

(a 2 + 6a ) + (y 2 -4 y ) = 23 

(a 2 + 6a + ) + (y 2 — 4y + ) = 23 + + Complete los cuadrados. 

(a + 3) 2 + (y - 2) 2 = 36 

[a - (—3)] 2 + (y - 2) 2 = 6 2 

Centro: C{h, k) = C(— 3, 2) 

Radio: r = V36 = 6 


Encuentre el centro y el radio del drculo con ecuacion a 2 + y 2 — 8a + lOv = —25. 


Respuestas a los probiemas seleccionados 


1 . 


2. (A) 96 ppmm 



(B) 1:45 P..M.y 5 P.M. 




A _ 

En losproblemas del 1 al 8, determine la simetria con respecto 
a! eje x, al eje y o al origen, si existe alguna, y grajique. 

1. y = lx - 4 2. y = \x + 1 

3. y = I* 4. y = lx 

5. M = x 6. |y| = x 

7. \x\ = \y\ 8. y = -x 

Encuentre la distancia entre los puntos indicados en los pro¬ 
blemas del 9 al 12. Exprese la respues ta en forma de radicates. 

9. (-6,-4), (3,4) 10. (-5,4), (6,-1) 

11. (6, 6), (4,-2) 12. (5,-3), (-1,4) 

En los problemas del 13 al 20, escriba la ecuacion de un clrcu- 
lo con el radio y el centro indicados. 


15. C( 2, 3), r = 6 16. C(5,6), r = 2 

17. C(- 4, 1), r = V7 18. C(-5, 6), r = vTT 

En los problemas del 19 al 20, use la grafica para calcular el 
entero mas cercano a las coordenadas faltantes de los puntos 
indicados. (Asegurese de encontrar todas las respuestas posi- 
hles.) 

19. (A) (-3, ?) (B) (2, ?) 

(C) (?, 3) (D) (?, — 1) 


y 



13. C(0, 0), r = 7 


14. C(0, 0), r = 5 
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20. (A) (-4,?) (B) (-1, ?) 

(C) (?, 1) (D) (?, 4) 


y 



Las figurcis en los problemas 21 v 22 mueslran una parte de la 
grafica. Exlienda la grafica dada a una que exhiba el tipo in- 
dicado de simetna. 

21. (A) Solo el eje x (B) Solo cl eje x 

(C) Solo el origen (D) Ejcxyy 

y 



22. (A) Solo cl eje x (B) Solo el eje x 

(C) Solo cl origen (D) Ejexyy 

Y 



B _ 

En los problemas del 23 al 33, determine la simetria con res- 
pecto al eje x, eje y o aI origen, si exisie alguna, y grafiquelas. 

*Compruebe sus graficas de los problemas del 23 al 38 gra- 
ficandolas con tin dispositivo de graficacion. 

23. v 2 = a- + 2 24. y 2 =x- 2 25. y = x 2 + 1 

26. y + 2 = .v 2 27. xr + 4y 2 = 4 28. x 2 + 9y 2 = 9 

* Por favor observe que el uso de un dispositivo de graficacion no es 
requerido para realizar estos ejercicios. La comprobacion con un dis¬ 
positivo de graficacion es opcional. Si usted no tiene uno. puede tra- 
bajar con los ejercicios. 


29. 4>’ 2 — x 2 = I 30. 4a 2 - y 2 = 1 31. y J = * 

32. y = x 4 33. y = 0.6a 2 - 4.5 

34. x = 0.8y 2 - 3.5 35. y = \ 17 - jr 

36. y = VlOO - 4a- 2 37. y = x 2,3 

38. y 2 " = x 

En los problemas 39 y 40. determine si los puntos dados son 
vertices de un tridngulo rectangulo. (Recuerde, un triangulo 
es un tridngulo rectangulo si y solo si el cuadrado del lado 
mas largo es igual a la suma de los cuadrados de los lados mas 
cortos.) 

39. (—3,2), (1, -2), (8. 5) 

40. (—4, — I), (0.7). (6, -6) 

Encuentre el perimetro (con dos cifras decimates) del tridngu¬ 
lo con los vertices indicados en los problemas 41 y 42. 

41. (-3, 1), (1,-2), (4, 3) 

42. (-2, 4), (3, 1), (—3, -2) 

43. Encuentre x tal que (x, 8) este a 13 unidades de (2, —4). 

44. Encuentre y tal que (—2,y) este a 5 unidades dc (—6, 6). 

En los problemas del 45 al 50, encuentre el centro y el radio 
del circulo con la ecuacion dada. Grafique la ecuacion. 

45. (,v + 4) 2 + (y - 2) 2 = 7 

46. (a- - 5) 2 + (y + 7) 2 = 15 

47. a 2 + y 2 - 6 a - 4y = 36 

48. a~ + y 2 - 2x- lOy = 55 

49. a 2 + y 2 + 8a - 6y + 8 = 0 

50. a 2 + y 2 + 4 a + lOy +15 = 0 

51. (A) Grafique el triangulo con vertices ,4(1. 1). B(l. 2) y 

C(4, 6). 

(B) Ahora grafique el triangulo con vertices A '(1, —1), 
C'( 4, — 6) en cl mismo sistema coordenado. 
< i (.Como se relacionan estos dos triangulos? (Como 
describing el efeclo del cambio dc signo dc la 
coordenada y de todos los puntos sobre la grafica? 

52. (A) Grafique cl triangulo con vertices A( 1, 1). 5(7, 2) y 

C(4, 6). 

(B) Ahora grafique cl triangulo con vertices 1 ),5' 

(—7,2) y C'(— 4,6 ) en el mismo sistema coordenado. 
(Como se relacionan estos dos triangulos? (Como 
describiria el efeclo del cambio dc signo de la 
coordenada a de todos los puntos sobre la grafica? 

53. (A) Grafique el triansulo con vertices A(\, 1), 6(7, 2) y 

C(4, 6). 

(B) Ahora grafique el triangulo con vertices A’(— 1,-1), 
—2) y C'(— 4, -6) en el mismo sistema 
coordenado. 

(Como se relacionan estos dos triangulos? (Como 
describiria el efccto del cambio de signo de las 
coordenadas a vv de todos los puntos sobre la erafica? 
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54. (A) Grafique el triangulo con vertices .4(1. 2). 5(1. 4) y 

C(3, 4). 

(B) Ahora grafiquc y = x en el triangulo obtenido al 
invertir las coordcnadas para cada vertice del triangulo 
original: A'(2, 1) y C'(4, 3). 

) ;,C6mo se relacionan estos dos triangulos? iComo 
describiria el efecto de invertir las coordenadas de cada 
punto en una grafica? 

En los problemas del 55 al 58. despeje y, produciendo dos 
ecuaciones, y despues grafique ambas ecuaciones en la misma 
ventana de vision. 

55. x 2 + y 2 = 3 56. x 2 + y 2 = 5 

57. (x + 3) 2 + (>• + l) 2 = 2 58. (x - 2) 2 + (y - l) 2 = 3 

En los problemas del 59 al 62, grafique cada par de ecuaciones 
en la misma ventana de vision para senator los valores indica- 
dos de x. Encuentre el centra y el radio del circulo resultante 
examinando la graficay encuentre la ecuacion del circulo. Ex- 
plique como podria comprobar su trabajo y realice la prueba. 

y = V2x — x 2 , y = - V2x — .r 2 , 0 ^ x < 2 
60. y = 1 + Vl - X 2 . y = I — Vl - x 2 . -ISrSl 
6 y = 1 + V 5 + 4.t — -v 2 . y = 1 - v'5 + 4* - .r, 

-1 <tS5 

■ 62. y = — 1 + V4x — jr.y = — 1 — V4.t - U, 

0s.tS4 

c_ 

En los problemas de! 63 a! 68. determine la simetria con res- 
pecto al eje x, al eje v o con respecto al origen, si existe algu- 
na. y grafique.lu. 

Compruebe sus graficas de los problemas del 63 al 68 
graficdndolas con un dispositive de graftcacion. 

63. y' = |x| 64. |y| = X 3 65. xy = 1 

66. x_v = - 1 67. y = 6x — x 2 68. y = x 2 - 6x 

69. Encuentre la ecuacion de la biseclriz perpendicular del 
segmento de recta que une a los puntos (—6, —2) y (4, 4) 
mediantc la formula de la distancia entre dos puntos. 

70. Use la formula de la distancia entre dos puntos para mostrar 
que el punto 

| *i + -u >-i + y~ j 

es el punto medio de segmento de recta que une a los 
puntos (x,,y,) y (x,, y 2 ). 

Encuentre la ecuacion de un circulo que lenga un didmetro 
cuyos puntos extremos esten dados en los problemas 71 y 72. 
[Sugerencia: Pease el problema 70.] 

72. (-3. 2). (7,-4) 


APL1CACIONES 

73. Precio v demanda. La cantidad de un producto que los 
consumidores estan deseando comprar durante algun 
periodo depende de su precio. El precio p y la corres- 
pondiente demanda semanal q para una marca particular 
de refresco de dieta en una ciudad se muestran en la figura. 
Use esta grafica para aproximar las siguientes demandas a 
las 100 rejas mas cercanas. 

(A) ( -,Cual es la demanda cuando el precio es de S6.00 por 
reja? 

(B) ^,La demanda aumenta o disminuye si el precio 
aumenta de $6.00 a $6.30 por reja? (,En que cantidad? 

(C) ( ,La demanda aumenta o disminuye si el precio 
disminuye de $6.00 a $5.70? ^En que cantidad? 

(D) Deseriba de manera breve la relacion entre el precio 
y la demanda que ilustra esta grafica. 

P 



74. Precio y demanda. La cantidad de un producto que los 
proveedores estan vendiendo voluntariamente durante 
algun periodo depende de su precio. El precio p y la corres- 
pondiente demanda semanal q para una marca en particular 
de refresco de dicta en una ciudad se muestra en la figura. 
Use esta grafica para aproximar las siguientes demandas a 
las 100 rejas mas cercanas. 

(A) ^Cual es la oferta cuando el precio es de S5.60por reja? 

(B) ^,La oferta aumenta o disminuye si el precio aumenta 
de $5.60 a S5.80 por reja? (,Que tanto? 

(C) ^La oferta aumenta o disminuye si cl precio disminuye 
de S5.60 a $5.40 por reja? ^,En que cantidad? 

(D) Deseriba en forma breve la relacion entre precio y 
oferta ilustrado en esta grafica. 

P 



75. Tcmperatura. La temperatura durante un dia de primavera 
en el medio oeste se da en la figura. Use esta grafica para 


71. (7. -3), (1.7) 







114 


2 Graficas y funciones 


aproximar las siguientes temperatures al grado mas cercano 
y los tiempos a la hora mas cercana. 

(A) La temperature a las 9:00 a.M. 

(B) La temperature mas alta y la hora a la que esto ocurre. 

(C) Los tiempos en que la temperature es de 49°F. 



76. Temperatura. Use la grafica del problema 75 para aproxi¬ 
mar las siguientes temperatures al grado mas cercano y los 
tiempos al cuarto de hora mas cercano. 

(A) La temperatura a las 7:00 p.m. 

(B) La temperatura mas baja y la hora a la que esto ocurre. 

(C) Los tiempos en los que la temperatura es de 52°F. 

77. Fisica. La velocidad (en metros por segundo) de unapelota 
oscilando en el extremo de un pendulo esta dada por 

v = 0.5V2 - x 


donde x es el dcsplazamiento vertical (en centimetros) de 
la pelota desde su posicion de reposo (vease la figure). 



(A) Grafique v para 0£rs2. 

Describa la relacion entre esta grafica y cl compor- 
tamiento tlsico de la pelota cuando esta oscilando. 

78. Fi'sica. La velocidad (en metros por segundo) de una pelota 
oscilando en el extremo de un resorte estci dada por 


v = 4V 25 - 


donde x es el desplazamiento vertical (en centimetros) 
desde su posicion de reposo (los desplazamientos positivos 
se miden hacia abajo, vease la figure). 



(A) Grafique v pare -5sr< 5. 

(B) Describa la relacion entre esta grafica y la conducta 
fisica de la pelota cuando esta oscilando hacia arriba 
y hacia abajo. 

79. Arquitectura. Una puerta de arco se forma al colocar un 
arco circular en la parte superior de un rectangulo (vease 
la figure). Si el arco de la puerta mide 4 pies de ancho y la 
altura del arco al final de sus extremos es dc 1 pie, ^cual es 
el radio del circulo que contiene al arco? [Sugerencia: 
Observe que (2 ,r — 1) debe satisfacer a x 1 + y 2 = r.] 

y 



80. Ingenieria. La seccion transversal de un remache tiene una 
cabeza que tiene la forma de un arco de circulo (vease la 
figure). Si los extremos del arco estan separados por 12 
milimetros y la cabeza esta 4 milimetros arriba de los 
extremos, ^cual es el radio del circulo que contiene al arco? 



Remache 


*81. Construceion. El pueblo B esta localizado 36 millas al 
este y 15 millas al norte del pueblo A (vease la figure). 
Una compania local de telefonos quiere colocar una torre 
de transmision de tal manera que la distancia desde la torre 
al pueblo B sea dos veces la distancia desde la torre al 
pueblo A. 

(A) Muestre que la torre debe estar en un circulo, encuen- 
tre el centra y el radio de este y grafiquelo. 
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* 82. Construction. Repita el problema 81 si la distancia desde 
la torre al pueblo^ es el doblc de la distancia desde la torre 
al pueblo B. 

Y 

4 


(B) Si la compania decide colocar la torre en este circulo en un 
punto directamente al este del pueblo A, <;,a que distancia 
del pueblo A la debe colocar? Calcule su respuesta con una 
cifra decimal. 


Torre 

(*, y) 


Pueblo 8 
(36,15) 


--1-H-1-1-H-1-1-»-X 

Pueblo A 25 


2-2 



Graficas de ecuaciones de primer grado con dos variables 

Pendiente de una recta 

Ecuaciones de rectas: formas especiales 

Rectas paralelas y perpendiculares 


En esta section se considerara una de las figuras geometricas basicas (una linea recta). 
Se aprendera como graficar a las lineas rectas, dando varias ecuaciones estandar, y 
como encontrar la ecuacion de una linea recta, dada la information acerca de la recta. 
Se agregaran estas importantes herramientas a la caja de herramientas matematicas, lo 
cual le capacitara para usar las lineas rectas como una herramienta efectiva de solution 
de problemas, como se mostrara en los ejercicios de aplicacion que se incluyen al final 
de la section. 

Refiriendose a su experiencia pasada en la graficacion de ecuaciones con dos variables, 
probablemente recordara que las ecuaciones de primer grado con dos variables, tales 
como 

y = -3x + 5 3x - 4y = 9 y — -\x 

tienen graficas que son lineas rectas. Este hecho se establecio en el teorema 1. Para una 
prueba parcial de este teorema, vease el problema 80 de los ejercicios al final de esta 
section. 


Teorema 1 La ecuacion de una linea recta 

Si A, B y C son constantes, con A y B diferentes de 0, y x y y son variables, 
entonces la grafica de la ecuacion 


Forma estandar (1) 

es una linea recta. Cualquier linea recta en un sistema coordenado rectangular 
tiene una ecuacion de esta forma. 


116 


2 


Graficas y funciones 


Tambien, la grafica de cualquier ecuacion de la forma 

y = mx + b ( 2 ) 

donde m y b son constantes, es una linea recta. La forma (2), que despues se analizara 
en detalle, es simplemente un caso especial de la forma (1) para B # 0. Esto se puede 
ver resolviendo la forma (1) para y en terminos de x: 

AC „ „ 

v = — x + - B * 0 

B B 

Para graficar (1) o (2), se dibujan dos puntos cualesquiera de su conjunto solucion y se 
usa un segmento de recta para dibujar una linea recta que pase por estos dos puntos. Los 
puntos donde la recta cruza a los ejes son convenientes de usar y faciles de encontrar. 
La interseceion con el eje,y* es la ordenada del punto donde la grafica cruza al eje y, y 
la interseccidn con el eje x, es ia abscisa del punto donde la grafica cruza al eje x. 
Encontrar la interseceion con el eje y, hace que ;c = 0 y se despeja y; encontrar la 
interseceion x, hace que y = 0 y se despeja x. Esto es frccuentemente utilizado para 
encontrar un tercer punto como punto de prueba. Los tres puntos deben eslar en la 
misma linea recta, si no es asi, significa que se cometio algun error. 


EJEMPLO 1 Uso de las intersecciones para graficar una linea recta 

Grafique la ecuacion 3.v - 4 y = 12. 


Solucion Encuentre las intersecciones, un tercer punto de comprobacion (optativo), y dibuje una 
linea recta que pase por los dos (tres) puntos (figura I). 


FIGURA 1 


X 

0 

4 

8 

y 

-3 

0 

3 


T 5r 


el eje x es - 3 

' 




y 


CCQ) 






, 5 


Panto de 
cot nprobacidn 

H — l -*-x 


La intersecodn ciir ba intersection ^eln el eje x es 4 

n I J nr L ~g -■ ~ /A ! n \ - -1-I- 


1(0. -3) 


p roblema seleccionado 1 Grafique la ecuacion 4 jc +3 y = 12. 


* Si la interseceion con el eje.res a y la interseceion con el ejey es b, cntonces la grafica de la recta pasa a 
traves de los puntos (a, 0) y (0. b). Es una practica comun referirse a ambos puntos a y b y a los puntos {a. 
0) y (0, b) como las intersecciones .v y y dc la recta. 
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FICURA 2 


Para comprobar la respuesta del ejemplo 1 con un dispositivo de graficacion se 
debe resolver primero la ecuaeion paray y despues graficar (figura 2): 

3a- - 4y = 12 

— 4y = -3a + 12 
>• = 0.75a - 3 


s 



,z. 


;/ 

r 


-5 


Si se consideran dos puntos P l (x l ,y l )yP 2 (x 2 ,y 2 ) sobre una recta, entonccs la razon de 
cambio en y con respecto al cambio en x, como cuando se hace un movimiento del 
punto P { al punto P 2 se llama pendiente de la recta. En lenguajc burdo, la pendiente es 
una medida de la “elevacion” de una recta. Algunas veces al cambio en a sc le llama 
desplazamiento y al cambio en y se le llama elevacion. 


DEF1NICION 1 Pendiente de una recta 

Si una recta pasa por dos puntos distintos /^(a,, y,) y P 2 (x 2 , y 2 ), entonces su pen- 


diente m esta dada por la formula 



m = ——— a, ^ a, ' 

f 


A 2 -A, 

p 2 (*2- Yl) 


Cambio vertical (elevacion) 


Yi ~ Y\ 

Cambio horizontal (desplazamiento) 

1 

Elevacion 

Pi(*i, /i) 



— 

-/-(* 2 , y t ) 


Desplazamiento 


Para una recta horizontal, y no cambia conforme cambia a; por lo tanto, su pen- 
dientc es 0. Por otra parte, para una recta vertical, a no cambia cuando cambia y\ por lo 
tanto, a, = a, y su pendiente no esta dcfinida: 


--= —- Para una recta vertical, la pendiente no esta definida. 

a 2 - A, 0 

En general, la pendiente de una recta puede ser positiva, negativa. 0, o no estar definida. 
Cada uno de estos casos se interpreta geometricamente como se muestra en la tabla 1. 
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TABLA 1 

Recta 

Pendiente 

Ejemplo 

Se eleva conforme ,r se mueve de izquierda a derecha 

Positiva 

) 

f 

) 

f 

Disminuye conforme x se mueve de izquierda a derecha 

Ncgativa 

) 

f 

Horizontal 

0 

) 

f 

Vertical 

No esta definida 




Al usar la formula para encontrar la pendiente de la recta que pasa por dos puntos, 
no importa cual punto se marque, P f o P 2 , ya que si se cambiara la marca tambien cam- 
biaria el signo tanto del numerador como del denominador en la formula de la pendiente: 


y 2 - ji 
x 2 - X , 


- y 2 
*1 ~ -*2 


Por ejemplo: 


5-2 

7-3 


2- 5 

3- 7 


Ademas, es importante observar que la definition de pendiente no depende de los dos 
puntos elegidos en la recta siempre que estos sean diferentes. Esto es consecuencia del 
hecho de que las proporciones de los lados correspondientes de triangulos similares 
son iguales. 


Determination de la pendiente 

Trace una recta que una los pares de puntos indicados y encuentre su pendiente. 

(A) (-3, -4), (3, 2) (B) (-2, 3), (1, -3) 

(C) (-4, 2), (3, 2) (D) (2, 4), (2, -3) 


Soluciones (A) 


Y 




~ (~4) _ 6 
3 -(-3) 


-3-3 _ -6 
1 - (-2) ' 3 


-2 


m = 
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m — 


2-2 
3 - (-4) 




m = 


2-2 



la pendiente no esta definida 


Encuentre la pendiente de la recta que une cada par de puntos. No grafique. 

(A) (-3, -3), (2, -3) (B) (-2, -1), (1, 2) 

(C) (0, 4), (2, -4) (D) (-3, 2), (-3, -1) 


Para empezar es conveniente investigar por que y = mx + b se llama forma intersec- 
cion-pendiente de una recta. 

especiales 


EXPLORACION Y ANALISIS1 (A) Grafiquey = jc + b, en forma simultanea para b = —5, —3,0,3 y 5 en el mis- 

mo sistema coordenado, Describa verbalmente el significado geometrico de b. 

(B) Grafique y = mx — 1 en forma simultanea para m = —2, — 1, 0, 1 y 2 en el 
mismo sistema coordenado. Describa verbalmente el significado geometri¬ 
co de m. 

fo (C) Usando un dispositivo de graficacion, explore la grafica dey = mx + b para 
diferentes valores de m y b. 


Como podra ver a partir de la exploracion realizada, las constantes m y 6 en 

y — mx + b (3) 


tienen un especial significado geometrico, que en seguida se establecera de manera 
explicita. 

Si se hace jc = 0, entoncesy = b, y se observa que la grafica de la ecuacion (3) 
cruza el eje y en el punto (0, b). La constante b es la intersection con el eje y. Por 
ejemplo, la intersecciony de la grafica dey = — 3x — 2 es —2. 

Para determinar el significado geometrico de m, se procede de la siguiente mane¬ 
ra: Siy = mx + b, se establece que x = 0 y r = 1, de donde se concluye que los puntos 
(0, b) y (1, m + b) estan en la grafica, que es una recta. Por lo tanto, se deduce que la 
pendiente de esta recta esta dada por 


Pendiente = 


>’z - y. 
- r, 


(m + b) — b 
1 - 0 


= m 
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Asi, m es la pendiente de la recta dada por la ecuacion;; = tnx 4- b. Ahora se sabe por que 
la ecuacion (3) se llama forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta. 


Teorema 2 Forma pendiente-interseccion 


y = mx + b 

Elevacion 


m 


= Pendiente 


Desplazamiento 
m = Interseccion con el eje y 


Intersection en el eje y 
b 


mx + b 

I 

| Elevacion 

_nl 

Desplazamiento t . 


EJEMPLO 3 Uso de la forma pendiente-interseccion 


(A) Escriba la ecuacion de la forma pendiente-interseccion de una recta con una pen- 
dientc de § e interseccion con el eje ;• de —5. 

(B) Encucntre la pendiente y la interseccion y, y despues haga la grafica de 
y=-\x-2. 


Soluciones 


(A) Sustituya m - j y b = ~5 en v - mx + b para obtener 


Y 



y « h - 5 

(B) La interseccion con el ejey de>‘ = —j x - 2 es -2, asi que el punto (0, -2) esta 
en la grafica. La pendiente de la recta es - j, de modo que, cuando la coordenada 
x de (0, -2) aumenta cuatro unidades (desplazamiento), la coordenada y cambia 
por —3. El punto resultante (4, —5) se dibuja facilmente, y los dos puntos estan 
en la grafica. En resumen, se empieza con la interseccion con el eje y en — 2, y se 
mueve cuatro unidades a la derecha y tres bacia abajo para obtener un segundo 
punto. Despues se dibuja una recta para unir los dos puntos, como se muestra en 
la figura 3. 


Problema seleccionado 3 


Escriba la ecuacion de pendiente-interseccion de la recta con pendiente § y la intersec¬ 
cion con el eje y igual a 1. Grafique la ecuacion. 


En el ejemplo 3 se encontro la ecuacion de una recta con una pendiente dada y por 
la interseccion con cl ejey. Esto tambien permitc cncontrar la ecuacion de una recta que 
pasa por cierto punto con una pendiente dada o encontrar la ecuacion de una recta 
que contenga dos puntos dados. 

Suponga una recta que tiene pendiente m y pasa por un punto fijo (_v,, y ). Si el 
punto ( x , v) es cualquier otro punto sobre la recta, cntonces: 

y - y» 

* — 


= m 


x ^ x, 
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Teorema 3 


EJEMPLO 4 


Soluciones 


esto es, 


y - y i = m(x - x,) (41 

Se observa ahora quc (x r y t ) tambien satisface la ecuacion (4) y se concluye que (4) es 
la ecuacion de una recta con pendiente m que pasa por (x p y,). 

Asi se obtiene la forma punto-pendiente dc la ecuacion de una recta. 


Forma punto-pendiente 

Una ecuacion de una recta que pasa por un punto P ] (x p y,) con pendiente m es 

y ~ y, = m(x - x,) 

Recuerde que P(x, y) es un 
y punto variable y - y,) 

4 es un punto fijo. 


/ 

P(x, y) 

y/nfa, Y\) 

, 


X 


La forma punto-pendiente es muy util, ya que permite encontrar la ecuacion de 
una recta si se conoce la pendiente y las coordenadas de un punto sobre la recta, o si se 
conocen las coordenadas de dos puntos sobre la recta. En este ultimo caso, se encontra- 
ra primero la pendiente utilizando las coordenadas de los dos puntos de la recta; des¬ 
pues se usa la forma punto-pendiente con cualesquiera de los dos puntos dados. 


Uso de la forma punto-pendiente 

(A) Encuentre una ecuacion para la recta que tenga pendiente fy pase por el punto 
(—2, 1). Escriba la respuesta final en la forma estandar/lx + By = C. 

(B) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4, -1) y (—8, 5). 
Escriba la respuesta final en la forma pendiente-interseccion y = mx + b. 

(A) Seam = fy(*,,>',) = (-2, 1). Entonces 

y ~ y, = m(x - x,) 
y ~ 1 = f[-v - (-2)] 
y- l = i(x + 2 ) 

3y — 3 = 2x + 4 
- 2x + 3y = 7 o 


2x — 3y = -7 
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Problema seleccionado 4 


EjEMPLO 5 


Soluciones 


(B) Encuentre primero la pendiente de la recta usando la formula de la pendiente: 

m = = 5 ~ <Z 12 = _JL_ = _I 

Ahora deje que sean cualquiera de los dos puntos dados y proceda como 

en la parte A, eligiendo (x, y,) = (4, — 1): 

y - y l = m(x - r,) 
y - (-1) = -fa-4) 
y+] = -fa- 4) 
y + 1 = -\ x + 2 
y = —jjc + 1 

Se debe verificar que usando (—8, 5), el otro punto dado, se produce la misma 
ecuacion. 


(A) Encuentre la ecuacion para la recta que tiene una pendiente de — f y pasa por el 
punto (3, -2). Escriba la respuesta final en la forma estandar/lx + By = C. 

(B) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—3, 1) y (7, —3). 
Escriba la respuesta final en la forma pendiente-interseccion y = mx + b. 


Polftica comercial de aumento de precios 

Una tienda de articulos deportivos vende una cana de pescar que cuesta $60 en $82, y 

un par de botas para esquiar en campo-traviesa que cuesta $80, en $106. 

■ ' r C 

(A) Si se supone que la politica de aumento de precios de la tienda para articulos que 
cuesten mas de $30, es lineal y se refleja en el precio de estos dos articulos, escriba 
una ecuacion que relacione el precio de venta al menudeo R con el costo C. 

(B) Use la ecuacion y encuentre el precio de venta al menudeo de un par de tenis para 
correr que cuestan $40. 

(C) Compruebe el resultado con un dispositivo de graficacion. 

(A) Si el precio de venta al menudeo R se supone es lineal en relacion con el costo C, 
entonces se debe buscar una ecuacion cuya grafica pase por (C,, R ,) = (60, 82) y 
por (C 2 , R 2 ) = (80, 106). Se encuentra la pendiente, y despues se usa la forma 
punto-pendiente para encontrar la ecuacion. 


106 - 82 _ 24 
80 - 60 ~ 20 

R ~ R, = m(C - C,) 

R - 82 = 1.2(C - 60) 

R - 82 = I.2C - 72 
R = 1.2C + 10 
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(B) R = 1.2(40) + 10 = $58 

(C) La comprobacion se muestra en la figura 4. 


El gerente de una compama que fabrica bollgrafos estima que sus costos de operation 
seran de $200 por dia con cero production y de S700 por dia con una production de 
1 000 bollgrafos. 

(A) Suponga que el costo total C por dia esta linealmente relacionado con la produc¬ 
tion total x por dia, escriba una ecuacion que relatione estas dos cantidades. 

(B) ^Cual es el costo por dia para una production de 5 000 bollgrafos? 


Las ecuaciones mas simples de las rectas son aquellas para rectas verticales y 
horizontales. Considere las siguientes dos ecuaciones: 

x + Oy = a o x = a (5) 

0.x + y = b o y - b (6) 

En la ecuacion (5),y puede ser cualquier numero mientras que x = a. Asl, la grafica de 
x = a es una recta vertical que cruza al eje x en (a, 0). En la ecuacion (6), x puede ser 
cualquier numero mientras quey = b. Asl, la grafica dey = b es una recta horizontal 
que cruza al ejey en (0, b). El resumen de estos resultados es el siguiente: 


Teorema 4 Rectas horizontales y verticales 

Ecuacion Grafica 

x = a (version corta para x + Oy = a) Recta vertical que pasa por (a, 0) 

(La pendiente esta indefinida.) 

y = b (version corta para Ox + y = b) Recta horizontal que pasa por (0,b) 

(La pendiente es cero.) 


150 



o 


Y 
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Graficas de rectas horizontales y verticales 

Grafique la recta x = —2 y la rectay = 3. 


Solucion 



l^rno scftfcionack 


Grafique la recta x = 4 y la rectay = —2. 


En la tabla 2 se resumen las diferentes formas de la ecuacion de una recta que se han 
analizado para una referencia conveniente. 


TABLA 2 


Forma estandar 

Ax + By = C 

A y B no son 0 

Forma pendiente-interseccion 

y = nix 4- b 

Pendiente: m; interseccion con cl eje y: b 

Forma punto-intcrseccion 

y ~ y, = m (x - x,) 

Pendiente: m; Punto: (x .y,) 

Recta horizontal 

y — b 

Pendiente 0 

Recta vertical 

x = a 

Pendiente indefinida 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Determine las condiciones en A, B y C de manera que la ecuacion lineal + By = C 

pueda escribirse en cada una de las siguientes formas, y analice el mimero posible de 
intersecciones con los ejes x y y en cada caso. 

1. y = mx — b, m 0 

2. y = b 

3. x = a 


De acuerdo con la geometria, dos rectas verticales son paralelas entre si, y una recta 
horizontal y una vertical son perpendiculares una con respecto a la otra. ( 'C6mo se le 
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Teorema 5 


E|EMPLO 7 


Soluciones 


podria llamar entonces a dos rectas no verticals cuando son paralelas o perpendicula¬ 
rs entre si? El teorema 5, que se establecio sin prueba. proporciona un examen conve- 
niente. 


Rectas paralelas y perpendiculares 

Dadas dos rectas no verticales L ] y con pendientes m ] y m v respectivamente, 
entonces 


L, || L, si y solo si m l = m 2 

L, _L L 2 si y solo si m ] m 2 = -1 


Los simbolos || y _L significan, respectivamente. “es paralela a” y “es perpendi¬ 
cular a”. En el caso de perpendicularidad, las condiciones = — 1 tambien pueden 
escribirse como 


m 7 = 


m< 


ot , = — 


m 2 


Asi: 

Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si sus pendientes son las 
reciprocas negativas de cada una. 


Rectas paralelas y perpendiculares 

Dada la recta L\ 3.r - 2y = 5 y el punto P( —3, 5), encuentre la ecuacion de una recta 
que pasa por P que sea: 

(A) Paralela a L (B) Perpendicular a L 

Escriba las respuestas finales en la forma peruliente-interseccion v = mx + b. 


Primero, encuentre la pendiente de L escribiendo 3x - 2v = 5 en la forma pendiente- 
interseccion equivalente y — mx + b. 


3x - 2y = 5 


— 2 y — - 3x + 5 


y = 



2 

2 


Asi, la pendiente de L es ^. La pendiente de una recta paralela a L es la misma, ], y la 
pendiente de un recta perpendicular a L es f. Ahora se pueden encontrar las ecuaciones 
de las dos rectas de los incisos A y B usando la forma punto-pendiente. 
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Paralelo (m = f): 

(B) Perpendicular (m = — 

1 

V; 

II 

3 

1 

* 

y - y, = - x,) 

y - 5 = \{x + 3) 

y - 5 = -§(* + 3) 

y — 5 = + | 

y - 5 = — §x - 2 

v = . 19 

y 2 * ' 2 

cn 

+ 

1 

II 


Problema seleccionado 7 Dada la recta L: 4x + 2y — 3 y el punto P( 2, -3), encuentre la ecuacion de la recta que 

pasa porP que sea: 

(A) Paralela a L (B) Perpendicular a L 

Escriba las respuestas finales en la forma pendiente-interseccion y = mx + b. 


Respuestas a los problemas seleccionados 



S. (A) C = 0.5* + 200 (B) $2 700 


7. (A) y = ~2x + 1 (B) y = jx - 4 


2. (A) m = 0 (B) m = 1 

(C) m = -4 (D) m no esta definida 


4. (A) 2x + 5y = -4 (B) y = -\x - $ 


6 . y 


X 
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EJERCICfO 

A _ 

En los problemas del 1 al 6, use la grafica de cada recta para 
encontrar la interseccion con el eje x, y la interseccion con el 
ejeyy su pendiente. 






En los problemas del 7 al 20 grafique cada ecuacion e indique 
su pendiente, si esta existe. 


" Compruebe sus graficas de los problemas del 7 al 20graficando 
cada una con un dispositivo de graficacion. 

7. y = -jx + 4 8. y = —\x + 6 

9. y = —§jc 10. y = \x-2> 

11. 2x - 3y = 15 12. Ax + 3y = 24 

13. 4 x-5y= -24 14. 6x - 7y = -49 



16. 


y 

6 



17. x = -3 


18. y = -2 


19. y = 3.5 


20. x = 2.5 


En los problemas del 21 al 24, escriba la forma pendiente- 
interseccion de la ecuacion de la recta e indique su pendiente 
y su interseccion con el eje y. 


21. Pendiente = 1; interseccion con el eje 7 = 0 

22. Pendiente = — 1; interseccion con el eje^ = 7 

23. Pendiente = — 5 ; interseccion con el eje y = — 4 

24. Pendiente = f; interseccion con el ejey = 6 


B 


En los problemas del 25 al 42, escriba la ecuacion de la recta 
que contenga al(los) punto(s) indicado(s) y/o que tenga la pen- 
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diente indicada y/o que tengan las intersecciones indicadas. 62. Encuentre una ecuacion del bisector perpendicular de AB. 
Escriba la ecuacion final en la forma pendiente-interseccion y 

= tnx + bo en la forma x = c. f Los problemas del 63 al 68 se relacionan con el calculo. Re¬ 

cue rde que una recta rangente a un circulo en un punto es 


25. (0,4); m = -3 26. (2,0); m = 2 

27. (-5, 4); m = -j 28. (3, -3); m = -5 

29. (5, 5); m = 0 30. (-4, -2); m=\ 

31. (1,6); (5,-2) 32. (-3,4); ( 6 , 1) 

33. (-4, 8 ); (2, 0) 34. (2, -1); (10, 5) 

35. (-3, 4); (5, 4) 36. (0, -2); (4, -2) 

37. (4, 6 ); (4, -3) 38. (-3, 1); (-3, -4) 

39. La interseccion con el eje jc es 6 ; la interseccion con el eje 
y es 2 

40. La interseccion con el eje* es 3; la interseccion con cl eje 
y es 4 

41. La interseccion con el eje * es —4; la interseccion con el 
eje y es 3 

42. La interseccion con cl eje * es -4; la interseccion con el 
ejey es — 5 

En los problemas del 43 al 54, escriba una ecuacion para la 
recta que contenga los puntos indicadosy encuentre la condi- 
cion indicada. Escriba la respuesta final en la forma esidndar 
Ax + By — C, A ^ 0. 

43. (-3,4); paralela ay = 3* - 5 

44. (-4, 0); paralela ay = -2* + 1 

45. (2, —3); perpendicular a y = — 5 * 

46. (—2, -4); perpendicular ay = 3 * - 5 

47. (2, 5); paralela al eje y 

48. (7, 3); paralela al eje* 

49. (3, -2); vertical 

50. (-2, -3); horizontal 

51. (5, 0); paralela a 3* — 2y = 4 

52. (3,5); paralela a 3* + 4y = 8 

53. (0, —4); perpendicular a * + 3y = 9 

54. (—2, 4); perpendicular a 4* + 5y = 0 

55. Grafiquey = mx + 2 para m * 2, m =\ , m = 0, m = — { , 
y m — — 2 , todas en el mismo sistema coordcnado. 

56. Grafiquey = — 5 * + b para b = —3, b = 0 y b = 3, todas 
en el mismo sistema coordenado. 

Los problemas del 57 al 62 se refieren al cuadrilatero con ver¬ 
tices A (0, 2), B(4, -1), C(l, -5)yD(-3, -2). 

57. Muestre que AB || DC. 58. Muestre que DA || CB. 

59. Muestre que AB.LBC. 60. Muestre que AD ± DC. 

61. Encuentre una ecuacion del bisector perpendicular de AD. 
[Sugerencia: Encuentre primero el punto medio de AD.] 


perpendicular al radio dibujado en el panto (vease la figure). 
Encuentre la ecuacion de la recta tangente al circulo en el 
punto indicada. Escriba la respuesta final en la forma estdndar 
Ax A- By — C, A — 0. Grafique el circulo y la recta tangente en 
el mismo sistema coordenado. 



63. * 2 + y 2 = 25, (3, 4) 

64. x 2 + f = 100, (- 8 , 6 ) 

65. at 2 + y- = 50, (5, —5) 

66 . ** + y 2 = 80, (-4, - 8 ) 

67. (* - 3 ) 2 + (y + 4 ) 2 = 169, ( 8 , -16) 

68 . (* + 5 ) 2 + (y - 9 ) 2 = 289, (-13, - 6 ) 

c_ 

69. (A) Grafique las siguientes ecuacioncs en el mismo siste¬ 

ma coordenado: 

3* + 2y = 6 3* + 2y = 3 
3* + 2y = -6 3* + 2y = -3 

A partir de sus observaciones en el inciso (A), describa 
la familia de rectas obtenidas al variar C en Ax + By 
= C manteniendo fijos Ay B. 

(C) Verifique sus conclusiones del inciso B con una 
prueba. 

70. (A) Grafique las siguientes dos ecuaciones en el mismo 

sistema coordenado: 

3* + 4y = 12 4* - 3y = 12 

(B) Grafique las siguientes dos ecuacioncs en el mismo 
sistema coordenado: 

2* + 3y = 12 3* - 2y = 12 

A partir de sus observaciones cn los incisos (A) y (B), 
describa la relacion aparentc entre las graficas de Ax 
+ By = C y Bx - Ay = C. 

(D) Verifique sus conclusiones del inciso (C) con una 
prueba. 
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Dibuje las graficas de las ecuaciones de los problemas del 71 
al 76. 

71. y = |±* 72. y = |* + 2| 

73. y = 2\x\ - 4 74. y = -J|*| + 1 

75. a.- 2 - f = 0 76. 4y 2 -9^ = 0 

Describa la relation entre las graficas de y = mx + b y 
p = + b\. (Vease problemas 71 y 72.) 

78 Describa la relacion entre las graficas de y = nix + by y 
= m\x\ + b. (Vease problemas 73 y 74.) 

79. Dcmucstre que si una recta L tiene una intersection con el 
eje x (a, 0) y una intersection con el ejey (0, b), entonces 
la ecuacion dc L se puede escribir en la forma de inter¬ 
section 

— + 7=1 a,b + 0 
a b 

80. Scan 

Pi(x„y,) = P ,(Xu rnx\ + b) 

Pi(x 2 , yi) = Pi(x 2 , mx 2 + b ) 

Pi(x 3 , y 3 ) = P 3 (x 3 , M,, + b) 

tres puntos arbitrarios que satisfacen r = mx + b con *, < 
x 2 <*,. Demuestre que P,, P. y P, son colineales; es decir, 
los tres puntos estan sobre la misrna recta. [Sugerencia: 
Use la formula de la distancia y mueslre que d(P v P,) + 
d{P v P.J = d(P v PJ.] Esto prueba que la grafica de v = 
mx + b es una linea recta. 


APLICACIONES 


82. Temperatura del aire. A medida que el aire seco se mueve 
hacia arriba, se expande y se enfria. La temperatura del 
aire A en grados Celsius a una altitud dc x kilometros esta 
dada aproximadamente por 

A = 25 - 9x 
(A) Complete la tabla 2. 


TABLA 2 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

A 






(B' Basado en la information de la tabla, escriba una 
description verbal de la relacion entre la altitud y la 
temperatura del aire. 

Renta de autos. Una agencia de renta de autos calcula un 
cargo de renta diaria para autos compactos con la ecuacion 

c = 25 + 0.25* 

donde c es el cargo diario en dolares y * es el recorrido 
diario en millas. Traduzca este enunciado algebraico en un 
enunciado verbal que pueda ser usado para explicar los 
cargos diarios al consumidor. 

Cargos por instalacion. Una compania de telefonos 
calcula los cargos para una instalacion de telefonos con la 
ecuacion 

c = 15 + 0.7* 

donde c es el cargo de instalacion en dolares y * es el tiempo 
gastado en minutos al rcalizar la instalacion. Traduzca este 
enunciado algebraico en una forma verbal que pueda ser 
usada para explicar los cargos por instalacion a un consu¬ 
midor. 


81. Punto de chullicion del agua. Al nivel del mar, el agua 
hierve cuando alcanza una temperatura de 212"F. A altitudes 
mayores, la presion atmosferica es mas baja y tambien la 
temperatura a la cual hierve el agua. El punto de ebullicion 
B en grados Fahrenheit a una altitud de * pies esta dado de 
rnanera aproximada por 

B = 212 - 0.0018* 

(A) Complete la tabla 1. 


TABLA 1 


X 

0 

5 000 

10 000 

15 000 

20 OOCJi 25 000 

B 







(B) Con base en la informacion de la tabla, escriba una 
descripcion verbal breve de la relacion entre la altitud 
y el punto de ebullicion del agua. 


La compania Merck & Co., Inc., es la compania farmaceutica 
mas grande del mundo. Los problemas 85 y 86 se refieren a los 
datos de la tabla 3, tornados del reporte anual de la compania 
para 1993. 


TABLA 3 Datos ftnancieros seleccionados 
(en miles de miliones S) 
para Merck & Co., Inc. 



1988 

1989 

1990 

1991 

1992 

Ventas 

S5.9 

$6.5 

$7.7 

$ 8.6 

$9.7 

Ingreso neto 

$ 1.2 

$1.5 

$ 1.8 

$ 2.1 

$2.4 


85. Analisis de ventas. Un modelo matematico para las ventas 
de la compania Merck esta dado por 

y = 5.74 + 0.97* 

donde* = 0 corresponde a 1988. 
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(A) Complete la tabla 4. Redondee los valores dey a una 
cifra decimal. 


TABLA 4 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

Ventas 

5.9 

6.5 

7.7 

8.6 

9.7 

y 







(B) Trace la grafica dey y los datos de ventas en los mis- 
mos ejcs. 

(C) Use la ecuacion del modelo para estimar las ventas 
en 1993. En el 2000. 

Describa brevemente las ventas dc la compania de 
1988 a 1992. 

86. Analisis de ingresos. Un modelo matematico para los 
ingresos de la compania Merck esta dado por 

y = 1.2 + 03x 

donde x = 0 corresponde a 1988. 

(A) Complete la tabla 5. Redondee los valores de y con 
una cifra decimal. 


TABLA 5 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

Ingreso neto 

1.2 

1.5 

1.8 

2.1 

2.4 

y 






(B) Trace la grafica de la ecuacion de modelacion y los 
datos de las utilidades en los mismos ejes. 

(C) Use la ecuacion de modelacion para calcular los 
ingresos en 1993 y en el 2000. 

Describa en forma breve los ingresos de la compania 
desde 1988 hasta 1992. 

87. Ffsica. Las dos escalas de temperaturas Fahrenheit (F) y 
Celsius (C) estan relacionadas linealmente. Se sabe que el 
agua se congela a 32°F o 0°C y hierve a 212°F o 100°C. 

(A) Encuentre una ecuacion lineal que exprese a F en 
terminos de C. 

(B) Si una familia europea tiene la calefaccion a 20°C, 
£cual es su equivalente en grados Fahrenheit? Si en 
Milwaukee la temperatura a la intemperie es de 86°F, 
4 ,cual es la temperatura en grados Celsius? 

(C) (,Cual es la pendiente de la grafica de la ecuacion lineal 
encontrada en la parte A? (La pendiente indica el 
cambio en grados Fahrenheit por cambio unitario en 
grados Celsius.) 

88. Fi'sica. La ley de Hooke establece la relacion entre la 
deformacion s de un rcsorte y el peso w que causa el 
estiramiento lineal (unprincipio bajo el cual se construyen 
todos los resortes). Para un resorte en particular, un peso de 


5 libras causa un estiramiento de 2 pulgadas, mientras que 
cuando no hay peso el estiramiento del resorte es igual a 0. 

(A) Encuentre una ecuacidn lineal que exprese s en 
terminos de w. 

(B) ^Cual es el peso que causa un estiramiento de 3.6 
pulgadas? 

(C) ^,Cual es la pendiente de la grafica de la ecuacion? 
(La pendiente indica la cantidad de estiramiento por 
libra de aumento en cl peso.) 

89. Negocios: depreciacion. Una firma de abogados compro 
una maquina copiadora en $8 000 que se supone tiene un 
valor de depreciacion de SO despues de 5 anos. La firma 
considera una depreciacion lineal en un periodo de 5 anos. 

(A) Encuentre una ecuacion lineal que exprese el valor V 
en cjolares en funcion del tiempo t en anos. 

(B) <,Cual es el valor deprcciado despues de 3 anos? 
(.Cual es la pendiente dc la grafica de la ecuacion 
encontrada en el inciso (A)? Interprete verbalmente. 

90. Negocios: politica comercial de aumento de precios. Un 
almacen de ropa vende una camisa que cuesta $20 en $33 
y una chamarra que cuesta $60 en $93. 

(A) Si se supone que la politica de aumento de precios 
del almacen para los objetos que cuestan mas de S10 
es lineal, escriba una ecuacion que exprese el precio 
dc venta al menudeo R. en terminos del costo C (precio 
de venta al mayoreo). 

(B) ^Cuanto paga el almacen por un traje que vende al 
menudeo a $240? 

^Cual es la pendiente de la grafica de la ecuacion que 
se encontro en el inciso (A)? Interprete verbalmente. 

91. Condiciones de vuelo. En aire estable, la temperatura del 
airedisminuyealrededorde5°Fporcada 1000 pies dealtura. 

(A) Si la temperatura al nivel del mar es de 70°F y un 
piloto comercial reporta una temperatura de — 20°F a 
18 000 pies, escriba una ecuacion lineal que exprese 
la temperatura T en terminos de la altitud A (en miles 
de pies). 

(B) iA que altura esta el avion si la temperatura es de 
0°F? 

^Cual es la pendiente de la grafica de la ecuacion que 
se encontro en el inciso (A)? Interprete verbalmente. 

* 92. Navegacion aerea. Un indicador de velocidad aerea en un 
avion es afectado por los cambios en la presion atmosferica 
a diferentes alturas. Un piloto puede calcular la velocidad 
aerea real observando la velocidad aerea indicada y 
sumandole aproximadamente un 2% por cada 1 000 pies 
de altura. 

(A) Si un piloto mantiene una lectura constante de 200 
millas por hora en el indicador de la velocidad aerea 
conforme el avion sube del nivel del mar a una altura 
dc 10 000 pies, escriba una ecuacion lineal que exprese 
la velocidad del aire T (en millas por hora) en terminos 
de la altura A (en miles de pies). 

(B) ^Cual es la velocidad aerea real del avion a 6 500 
pies? 
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(C) ( ',Cual es la pendiente de la grafica de la ccuacion 
encontrada en el inciso (A)? Interprete verbalmente. 

*93. Oceanografia. Despues de cerca de 9 horas de un viento 
tranquilo, la altura de las olas en el oceano esta relacionada 
de manera lineal aproximadamente con el tiempo en que 
el viento ha estado soplando. Durante una tormenta con 
vientos de 50 nudos, la altura de las olas dcspues de 9 horas 
era de 23 pies, y dcspues de 24 horas de 40 pies. 

(A) Si t es la hora en que comenzaron a soplar vientos de 
50 nudos y h es la altura de la ola en pies, escriba una 
ccuacion lineal que exprese la altura h en terminos 
del tiempo t. 

(B) ^Cuanto tiempo tendra que estar soplando cl viento 
para que las olas alcanccn una altura de 50 pies? 

Exprese todas las cantidades calculadas con tres digitos 
significativos. 

94. Oceanografia. Conforme un buzo desciende en el oceano, 
la presion aumenta linealmente con la profundidad. La 
presion es de 15 libras por pulgada cuadrada en la superficie 
y 30 libras por pulgada cuadrada 33 pies debajo de la 
superficie. 

(A) Si p es la presion en libras por pulgada cuadrada, y d 
es la profundidad debajo de la superficie en pies, 
escriba una ecuacion que exprese apen terminos de d. 

(B) /.Hasta que profundidad puede descender un buzo si 
la presion segura para su equipo y su grado de 
expcriencia es de 40 libras por pulgada cuadrada? 


* 95. Medicina. Investigaciones cardiovasculares han mostra- 

do que a un nivel de colesterol superior a 210, cada aumen- 
to de 1% por encima de este nivel aumenta el riesgo 
coronario en un 2%. Se encontro que para un grupo de 
edad particular cl riesgo coronario en un nivel de 210 
de colesterol es de 0.160, y a un nivel de 231 el riesgo es 
de 0.192. 

(A) Encuentrc una ecuacion lineal que exprese cl riesgo 
R en terminos del nivel de colesterol C. 

(B) ^Cual es cl riesgo para un nivel de colesterol de 260? 
<,Cual es la pendiente de la grafica en terminos de la 
ecuacion encontrada en el inciso (A)? Interprete de 
manera verbal. 

* 96. Demografia. El niimero promedio de habitantes por casa 

en Estados Unidos ha estado disminuyendo en forma 
constante, mientras que la estadistica se ha mantenido y es 
aproximadamente lineal con respecto al tiempo. En 1900, 
habia cerca de 4.76 habitantes por casa y en 1990, cerca 
de 2.5. 

(A) Si N representa el numero promedio de personas por 
casa, y t representa el numero de anos desde 1900, 
escriba una ecuacion lineal que represente a N en 
terminos de t. 

(B) ^Cual es la prediccion del promedio de habitantes por 
casa para el ano 2000? 

Exprese todas las cantidades calculadas con tres digitos 
significativos. 


SECCION 



Funciones 


Definicion de una funcion 
Funciones definidas por ecuaciones 
Notacion de funcion 
Aplicacion 

Una historia breve del concepto de funcion 


La idea de la correspondencia desempena un papel central en la formulation del con¬ 
cepto de funcion. Usted ya ha tenido experiencias con correspondencias en la vida 
cotidiana. Por ejemplo: 

A cada persona le corresponde una edad. 

A cada articulo en un almacen le corresponde un precio. 

A cada automovil le corresponde un numero de placa. 

A cada circulo le corresponde un area. 

A cada numero le corresponde su cubo. 

Uno de los aspectos mas importantes de cualquier ciencia (administrativa, de la 
vida, social, fisica, de la computacion, etcetera) es el establecimiento de las correspon-_ 
dencias entre varios tipos de fenomenos. Una vez que se conoce una correspondencia, 
se pueden hacer predicciones. Un quimico puede usar la ley de los gases para predecir 
la presion de un gas, dada su temperatura. Un ingeniero puede usar una formula para 
predecir las desviaciones de una viga sujeta a diferentes cargas. Un cientifico de la 
computacion puede usar formulas para comparer la eficiencia de los algoritmos, o para 
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ordenar datos almacenados en una computadora. Un economista podria predecir las 
tasas de interes, dada la tasa de cambio de la oferta de la moneda. Y as! sucesivamente. 

• Definicion <,Que tienen los ejemplos anteriores en comun? Cada uno describe la relation de los 
de una funcion elementos de un conjunto con los elementos de un segundo conjunto. Considere las 
tablas 1 a 3, las cuales contienen una lista de valores para el cubo, el cuadrado y la ralz 
cuadrada, respectivamcnte 


TABLA 1 


TABLA 2 


TABLA 3 


Dominio 

(numero) 

Rango 

(cubo) 

Dominio 

(numero) 

Rango 

(IBSW* 

Dominio 

(numero) 

Rango 

(raiz cuadrada) 

-2- 

—- -8 

-2 


0- 

0 

-1- 

->-l 

-1 

4 


1 

0 

—► 0 

0 



*• -1 

1 

— 1 

• 

0 

4 < 

2 






~*-2 

2 — 

—» 8 

2 



3 


Las tablas 1 y 2 especifican funciones, pero la tabla 3 no. ^A que se debe esto? En 
seguida se explicara la definicion del termino funcion. 


DEFINICION 1 Regia de la definicion de una funcion 

Una funcion es una regia que produce una correspondencia entre dos conjuntos 
de elementos, tales que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y 
solo un elemento del segundo conjunto. 

El primer conjunto se llama dominio, y el conjunto de todos los elementos que 
corresponden al segundo conjunto se conoce como rango. 


Las tablas 1 y 2 especifican funciones, ya que a cada valor del dominio le corres¬ 
ponde exactamente un valor del rango (por ejemplo, el cubo de -2 es -8 y no otro 
numero). Por otra parte, la tabla 3 no especifica una funcion, ya que al menos a un valor 
del dominio le corresponde mas de un valor del rango (por ejemplo, al valor del domi¬ 
nio 9 le corresponde -3 y 3, ambas raices cuadradas de 9). 


/ / 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 Considere el conjunto de estudiantes inscritos en un colegio y el conjunto de profe- 

sores de ese colegio. Defina una correspondencia entre los dos conjuntos diciendo 
que a un estudiante le corresponde un profesor si esta inscrito regularmente en uno 
de los cursos que el imparte. ^Esta funcion es una correspondencia? Analice. 


Puesto que una funcion es una regia que relaciona a cada elemento en el dominio 
con un elemento correspondiente en el rango, esta correspondencia se puede ilustrar 
usando pares ordenados de elementos, donde la primera componente representa un 
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element© del dominio y la segunda componente representa el correspondicnte elemen- 
to del rango. Asl, las funciones definidas en las tablas 1 y 2 se pueden escribir como: 

Funcion I = {(-2,-8), (-1,-1), (0, 0), (1, 1), (2, 8)} 

< 

Funcion 2 = {(-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)} 

En ambos casos, observe que no hay dos pares ordenados cuya primera compo¬ 
nente sea la misma y las segundas sean- diferentes. Por otra parte, si se enumera al 
conjunto de pares ordenados A determinados en la tabla 3, se tiene 

A = {(0, 0), (1, 1), (1, _ 1), (4, 2), (4, -2), (9, 3) (9, -3)} 

En este caso, hay pares ordenados con la misma primera componente y con diferentes 
segundas componentes; por ejemplo, (1, 1) y (1, — I) pertenecen al conjunto A. Otra 
vez se observa que la tabla 3 no define a una funcion. 

Esto sugiere una forma alternativa pero equivalente de definir funciones que per- 
mite una mejor comprension de este concepto. 


DEFINICION 2 Forma de conjunto de la definicion de una funcion 

Una funcion es un conjunto de pares ordenados con la propiedad de que no hay 
dos pares ordenados cuya primera componente sea igual y sus segundas compo¬ 
nentes diferentes. 

El conjunto de todas las primeras componentes en una funcion se llama dominio 
de la funcion, y el conjunto de todas las segundas componentes se llama rango. 


7 ' 


u 

4 


EJEMPLO 1 Funciones definidas como conjuntos de pares ordenados 

vbf ■Wot'ioc if 
z'&rtp 

(A) El conjunto S = ,4*), (2, 3), (3, 2), (4, 3), (5,4)} define una funcion, ya que no 

hay dos pares ordenados cuya primera componente sea la misma y sus segundas 
componentes sean diferentes. El dominio y el rango son 

Dominio = {1,2, 3, 4, 5} Es el conjunto de las primeras componentes 
Rango = {2, 3, 4} Es el conjunto de las segundas componentes 

(B) El conjunto T = {(1,4), (2. 3), (3, 2), (2,4), (1,5)} no define una funcion, ya que 
hay pares ordenados que tienen la misma primera componente y las segundas 
componentes diferentes [por ejemplo, (1, 4) y (1,5)]. 



Problema seleccionado 1 


Determine si cada uno de los conjuntos define- una funcion. Si es asi, establezca el 
dominio y el rango. 


(A) 5 = {(-2, 1), (-1, 2), (0, 0), (-1, 1), (-2, 2)\00^: Ua fU • 7 JjUdlk’ 

(B) T = {(-2, 1), (-1, 2), (0. 0), (1, 2), (2, 1)} 

n j. i t £ t! . : I 


A LAW juv.t fKh/9M A(jo ffs. 


P (fUSj 




V , 

cUi 


■zr -1 a/ 
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• i Ambas versiones de la definition de una funcion son bastante generales, sin restriccio- 

definidas do r nes en el tipo de elementos que se usan en el dominio o en el rango. Los puntos en 
el piano y los numeros complejos son dos ejemplos de los elementos del dominio y 
del rango que se usan en muchos cursos avanzados. En este texto, a menos que se 
indique otra cosa, el dominio y el rango de una funcion seran conjuntos de numeros 
reales. 

Definir una funcion expresando la regia de correspondencia en una tabla o lista de 
pares ordenados de la funcion es pertinente solo si el dominio y el rango son conjuntos 
finitos. Las funciones con dominios y rangos finitos se usan extensamente en ciertas 
areas especializadas, como la computation, pero la mayoria de las aplicaciones de fun¬ 
ciones implican dominios y rangos infinitos. Si el dominio y el rango de una funcion 
son conjuntos infinitos, entonces la regia de correspondencia no se puede mostrar en 
una tabla, y no es posible enumerar a todos los pares ordenados que pertenecen a la 
funcion. En la mayoria de las funciones se usa una ecuacion con dos variables para 
especificar ambas: la regia de correspondencia y el conjunto de pares ordenados. 

Considere la ecuacion 

y - x 2 + 2x x es cualquier numero real ( 1 ) 

Esta ecuacion asigna a cada valor del dominion exactamente un valor del rango y. Por 
ejemplo, 


Si x = 4 entonces y = (4 ) 2 + 2(4) = 24 

Si x = -5 entonces y = (-}) 2 + 2(-|) = -§ 

Asi, se puede ver a la ecuacion (1) como una funcion con regia de correspondencia 
y = x 2 + 2x x 2 + 2x corresponde a x 

0 , equivalentemente, como una funcion con un conjunto de pares ordenados 
{(x, y) y = x 2 + 2 x, x un numero real} 

La variable x que se llama variable independiente. indica cuales valores se pueden 
asignar “independientemente” a cada x del dominio. La variable y se llama variable 
dependiente, indica que valores de y “dependen” del valor asignado a x y a una ecua¬ 
cion dada. En general, cualquier variable que se usa como un compartimiento para los 
valores del dominio se llama variable independiente; cualquier variable que se usa 
como un compartimiento para los valores de rango se llama variable dependiente. 
),Que ecuaciones se pueden usar para definir a las funciones? 




Funciones definidas por ecuaciones 

En una ecuacion con dos variables, si a cada valor de la variable independiente le 
corresponde exactamente un valor de la variable dependiente, entonces la ecua¬ 
cion define a una funcidn. 


Si a cualquier valor de la variable independiente le corresponde mas de un valor 
de la variable dependiente, entonces la ecuacion no define a una funcion. 
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EJEMPLO 2 


Soluciones 


Problema seleccionado 2 


Establecimiento de si una ecuacion define a una funcion 

Observe las siguientes ecuaciones y determine cuales definen funciones con variables 
independientes x y dominio en todos los numeros reales: 

(A) y 3 - jc = 1 (B) y 2 - x 2 = 9 

(A) Al despejar para la variable dependientey, se tiene 

y 3 - -v = 1 (2) 

y 3 = 1 + x 
y = ^1 + x 

Como 1 + x es un numero real para cada numero real x, y puesto que cada numero 
real tiene exactamente una raiz cubica real, la ecuacion ( 2 ) asigna exactamente un 
valor de la variable dependiente, y = Vl + x. para cada valor de la variable inde- 
pendiente x. Asi, la ecuacion (2) define a una funcion. 

(B) Al despejar para la variable dependiente y, se tiene 

y 2 — x 2 = 9 (3) 

y 2 = 9 + x 2 
y = ±V9 + x 2 

Como 9 + x 2 es siempre un numero real positivo, y puesto que cada numero real 
positivo tiene dos raices cuadradas reales, a cada valor de la variable indepe n- 
dient e x le c orresponden dos valores de la variable dependiente, y = —•< 9 + x 2 y 
y = V 9 +x 2 . Asi, la ecuacion (3) no define a una funcion. 


Determine cuales de las siguientes ecuaciones definen funciones con variable indepen- 
diente x y dominio en todos los numeros reales: 


(A) y 2 + x 4 = 4 

•o 4 


(B) y 3 - x 3 = 3 


V 


Observe que se ha estado usando la frase “una ecuacion define a una funcion” mas 
que “una ecuacion es una funcion”. Esta es una distincion tecnica diferente, pero se 
emplea en forma consistente en la literatura matematica, es por eso que se adoptara en 
este texto. 

Es muy facil determinar si una ecuacion define a una funcion si esta tiene la gra- 
fica de la ecuacion. Las dos ecuaciones que se han considerado en el ejemplo 2 estan 
graficadas en la figura 1 , 
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FIGURA 1 Graficas de 
ecuacioues y prueba de la recta 
vertical. 


y 



v 



(b) 


En la figura 1(a), cada recta v ertical intersects la grafica de la ecuacion v J - x = 
1 e n exactamente un punto. Esto demuestra que a cada valor de la variable independien- 
te x le corresponde exactamente un valor de la variable dependiente y, y confirma nues- 
tra conclusion de que esta ecuacion define a una funcion. Por otra parte, la figura 1 (b) 
Ynuestra que existen rectas verticales que intersectan la grafica de y 1 — x 2 — 9 en dos 
puntos. Esto indica que existen valores de la variable independientex que corresponden 
a dos diferentes valores de la variable dependiente y, lo cual confirma nuestra conclu¬ 
sion de que esta ecuacion no define a una funcion. Estas observaciones se resumen en 
el teorema 1. 


Teorema 1 

Prueba de la recta vertical para una funcion 

Una ecuacion define a una funcion si cada recta vertical en el sistema coordenado 
rectangular pasa a lo mas por un punto de la grafica de la ecuacion. i hj u&ch&Q/ 

Si una recta vertical pasa por dos o mas puntos de la grafica de una ecuacion, 
entonces la ecuacion no define a una funcion. 



EXPLORACION Y ANALISIS 2 

La definicion de una funcion especifica que a cada elemento del dominio le corres¬ 
ponde uno y solo un elemento en el rango. 

(A) De un ejemplo de una funcion tal que a cada elemento del rango le correspon- 
dan exactamente dos elementos del dominio. 

(B) De un ejemplo de una funcion tal que a cada elemento del rango le correspon- 
da exactamente un elemento del dominio. 


En el ejemplo 2, el dominio esta dado en el enunciado del problema. En otros 
casos, no sera ast. A menos que se establezca lo contrario, se adoptara la siguiente 
convencion para considerar dominios y rangos de funciones definidas por ecuaciones: 
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EJEMPLO 3 


Solucion 


Problema seleccionado 3 


• Notacion 
de funcion 


Convenciones sobre los dominios y rangos 

Si una funcion esta definida por una ecuacion y el dominio no esta indrcado. 
entonces se debe suponer que el dominio esta en el conjunto de todos los numeros 
reales de reemplazo de la variable independiente que producen valores reales 
para la variable dependiente. El rango es el conjunto de todos los valores de la 
variable dependiente que corresponden a esos valores del dominio. 


Determination del dominio de una funcion 

Encuentre el dominio de una funcion definida por la ecuacion y = Vx — 3. suponiendo 
que x es la variable independiente. 

Para y real, x — 3 debe ser mas grande o igual que 0. Es decir, 

x - 3 ^ 0 o x>3 


Asi, 


Dominio: {x | x i> 3} o [3, ac]" 

Observe que en algunos casos se omitira la notacion de conjunto y se escribira simple- 
mente x ^ 3 en lugar de {x | x ^ 3}. 


Encuentre el dominio de la funcion definida por la ecuacion y = 4x + 5, suponiendo 
que x es la variable independiente. x 

\- 7 /- ^ +.£>%■ 


-• 3 , 


Se usaran las literales para nombrar a las funciones y proporcionar una notacion muy 
importante y conveniente para definir a las funciones. Por ejemplo, si/es ei nombre de 
la funcion definida por la ecuacion y = 2 x + 1, entonces, en lugar de las representacio- 
nes mas formales 


f:y = 2x+ 1 Regia de correspondencia 


0 


f- K-X. y) | y = 2x + 1) Conjunto de pares ordenados 
se escribe simplemente 


f(x) = 2x + 1 


Notacion de funcion 
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El simbolo/fx) se lee “/'de x ”, “/’en jc”, o “el valor de/en x” y representa el numero en 
el rango de la funcion/para la cual los valores del dominio x estan relacionados. Asi, 
/(3) es el valor de rango para la funcion / asociado con el valor del dominio 3. Se 
encuentra este valor del rango reemplazando x por 3 donde x este en la definicion de la 
funcion 


f(x) = 2x + 1 

y se evalua el lado derecho, 

/(3) = 2-3 + 1 
= 6+1 
= 7 

El enunciado/(3) = 7 indica de manera concisa que a la funcion/se le asigna el valor 
del rango 7 al valor del dominio 3 o, de manera equivalente, que el par ordenado (3, 7) 
pertenece a f 

El simbolo /: Jt —> f(x), se lee “/transforma a x en /(*)”, esto tambien se usa para 
denotar la relation entre el valor del dominio x y el valor del rango f(x) (vease figura 2 ). 
Si se escribe y = f(x), se supone que x es una variable independiente y que y y f(x) 
representan a la variable dependiente. 


U \ \ t ^ 
U > - 1 


FIGURA 2 


Notacion de funcion. 



DOMINIO RANGO 


La funcion f "transforma" a los 
valores del dominio x en los 
valores del rango fix). 


Otras literales distintas de/y * se pueden usar para representar funciones y varia¬ 
bles independientes. Por ejemplo, 

git) = t 2 - 3t + 7 


define a g como una funcion de la variable independiente t. Para encontrar g(—2), se 
reemplaza a t por —2 si / esta en el dominio 

git) = t 2 - 3f + 7 


/ 


y se evalua el lado derecho: 


g(-2) = (—2) 2 - 3(—2) + 7 
=4+6+7 
= 17 


Asi, la funcion g asigna el valor del rango 17 al valor del dominio -2; el par ordenado 
(- 2 , 17) pertenece a g. 

Es importante entender y recordar la definicion del simbolo fix): 
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DEFINICION 3 El simbolo f(x) 

El simbolo fix) representa al numero real en el rango de la funcion/correspon- 
diente al valor de dominio x. Simbolicamente,/: x —» f{x). El par ordenado (x, 
f{x)) pertenece a la funcion f Si x es un numero real que no esta en el dominio de 
Xentonces/no esta definida en x y/(x) no existe. 


EJEMPLO 4 Evaluacion de funciones -v^' 

Para 

15 


fix) = 


x - 3 


» A - 

g(x) = 16 + 3x — x~ h(x) — V25 - x 2 

y __ 

la 


encuentre: 

(A) /( 6 ) (B) g(- 7) (C) A(10) (D) /(0) + g( 4) - /i(-3) 


Solucibn (A) /(6) 


(B) gi- 7) J" ~= "iff +"3( ”7) - ~(—7y "j = 16 - 21 - 49 = -54 

i_i 

(C) A(i 0 ) r = V25 -IQ 2 ] = V25 - 100 = 

I__I 



Pero V — 75 no es un numero real. Ya que se ha acordado restringir el dominio de una 
funcion a los valores de x que produzcan valores reales para la funcion, 10 no esta en el 
dominio de h y /?( 10 ) no esta definida. 


(D) /(0) + gi 4) - hi-3) 



= + 12 - Vl6 


= -5 + 12 - 4 = 3 


Problema seleccionado 4 


Use las funciones del ejemplo 4 para encontrar: 

(A) /(-2) (B) g( 6 ) (C) A(- 8 ) (D) 7777 
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EJEMPLO 5 Determinacion de los dominios de las funciones 


•S - V 


y-^ 


X- bJ O 
*1 fU 


Encuentre los dominios de las funciones f g y h\ 

,, _ 

f(.xj =-- g(x) = \6 + 3x — x 2 h(x) = V25 — x 2 


x - 3 






Soluciones 



('U / 


Dominio de f 

La fraction 1 5!(x - 3) reprcsenta un numero real para todos los reemplazos de x por un 
numero real exccpto en x = 3, ya que la division entre 0 no esta definida. Asi,/(3) no 
existc, y el dominio de/es el conjunto dc todos los numeros reales excepto el 3. Fre- 
cuentemente se indicara esto al escribir 


15 

fix) - -- x ± 3 

x - 3 

!(?, " k ’ 

Dominio de g 

El dominio es R, el conjunto de todos los numeros reales, ya que 16 + 3* — x 2 represen- 
ta un numero real para todos los reemplazos de x por numeros reales. 

Dominio de h 

El dominio es el conjunto de todos los numeros reales x. tales que -US - x 1 es un 
numero real; es decir, tales que 25 - x 1 ^ 0. Resolviendo 25 - x 2 = (5 - x)(5 + x) 
& 0 con los metodos analizados en la seccion 2-8, se encuentra 

Dominio: —5 <x < 5 o [—5, 5] 

'•’T —-- 


Problema seleccionado 5 Encuentre los dominios de las funciones F, G y H\ 


Fix) = * + 5x - 2 G(x) = V HOc) = ~~z 

V x + 3 x - 2 

v 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 


Sean x y h numeros reales. 

x y 

(A) Si f {x) — Ax + 3, que parte de lo siguiente es verdadero: 

(1) fix + h) = Ax + 3 + h 

(2) ffx + h) ~ Ax + Ah + 3 

(3) f(x + h) = Ax + Ah -F 6 

(B) Si g(X) = x 2 , que parte de lo siguiente es verdadero 

( 1 ) g(x + h) = x 2 + h 

(2) g(x + h) = x 2 + h~ 

(3) g(^ + h) = x 2 + 2hx + h 2 'f 








(C) Si M(x) = X 2 + Ax + 3, 
evaluar M(x + h). 


describa las operaciones que se deban realizar para 









■^ > 0 

J; 

*■ 

'h' 
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Ademas de evaluar las funciones con numeros especificos, tambien es importante 
poder evaluar funciones de expresiones que impliquen una o mas variables. Por ejem- 
plo, la diferencia de cocientes 


f(x + h) -J{x ) 
ft 


x y x + ft en el dominio de/ ft # 0 


que se estudia extensamente en un curso de calculo. 


V 


u 


1*1 


7 

lb +,<N ) > o 

5 -* O 


Evaluation y simplification de una diferencia de cocientes 

Para f(x) = x 2 + 4x + 5, encuentre y simplifique: 


(A) f(x + ft) 




Soludon (A) para encontrar fix + ft). se reemplaza x por x + ft en todo lugar que este aparezca 
en la ecuacion que define a/y simplifique: 


buio 


— c; ^ 




t s 


/( 


) = (.r + ft) 2 + 4( + ft) + 5 
= x 2 + 2xft + ft 2 + 4x + 4ft + 5 


(B) Se usa el resultado del inciso (A), para obtener 

f(x + ft) - f(x) _ x 2 + 2 xh + ft 2 + 4x + 4ft + 5 - (x 2 + 4x + 5) 
ft " ft 

x 2 + 2xh + ft 2 + 4x + 4ft + 5 — x 2 — 4x - 5 


2xh + ft 2 + 4ft ft(2x + ft + 4) 


= 2x + ft + 4 


Repita el ejemplo 6 para f{x) = x 2 + 3x + 7. 


/ 

PRECAUCION 1. Si/es una funcion, entonces el simbolo/(x + ft) representa al valor de/en el 
numero x + ft y se debe evaluar reemplazando la variable independiente en la 
ecuacion que define a/con la expresionx + ft, como se hizo en el ejemplo 6. 
No se debe confundir esta notacion con la notacion algebraica familiar para 
la multiplicacion: 


fix + ft ) # fx + /ft ft -sta en notacion de funcion. 

4(x + ft) + 4x + 4ft 4(x + ft) esta en notacion de multiplicacion algebraica. 
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2. Existe otra interpretation comun incorrecta del simbolo f(x + h). Si ft s 
una funcion arbitraria, entonces 

f{x + h)±m+m 

Es posible encontrar algunas funciones particulares para las cuales f(x + h) 
- f( x ) + f(h) es un enunciado verdadero, pero en general estas dos expre- 
siones no son iguales. 


• Aplicacion 


EJEMPLO 7 Construction 


Se desea hacer un comedero para cabras en forma rectangular con 100 metros de cerca. 


Y 

o n 

C 

\ , v 


Soluciones 

-X 


o 


0 


so 

V 


\ 


(A) Si x representa el ancho del comedero, exprese esta area A(x) en terminos de x. 

(B) ^Cual es el dominio de la funcion A (determinado por las restricciones fisicas)? 

(A) Dibuje una figura y marque los lados. 

Perimetro = 100 metros de malla 
Semipenmetro = 50 

x (Ancho) Si x = ancho, entonces 50 - x = longitud 


A(x) = (Ancho)(Longitud) = x(50 - x ) 

(B) Para hacer un comedero, x debe ser positivo; pero x tambien debe ser menor de 50 
(o la longitud no existira). Asi, 




50 - x (Longitud) 


Dominio: 0 <?x < 50 Notacion de desigualdad 
(0, 50) Notacion de intervalo 


Problema seleccionado 7 Trabaje nuevamente con el ejemplo 7 suponiendo ademas que se usa un gran establo 

como uno de los lados del comedero. 


■ Una historia breve La historia del uso de las funciones en matematicas ilustra la tendencia de los matema- 

ticos a extender y generalizar cada concepto. La palabra “funcion” fue usada por pri- 
mera vez por Leibniz en 1694 para establecer cualquier cantidad asociada con una 
curva. En 1718, Johann Bernoulli considero a una funcion como cualquier expresion 
hecha de constantes y variables. Posteriormente en el mismo siglo, Euler considero a 
una funcion como cualquier ecuacion hecha de constantes y variables. Euler extendio 
el uso de la muy importante notacion/(x), aunque su origen por lo general se le atribu- 
ye a Clairaut (1734). 
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La forma de la definicion de funcion que se ha usado hasta el siglo XX (muchos 
textos aun contienen esta definicion) fue formulada por Dirichlet (1805-1859). El esta- 
blecio que, si dos variables x y y estan relacionadas de manera que a cada valor de x le 
corresponde exactamente un valor de y, entonces se dice que y es una funcion (uni- 
valuada) de x. Dirichlet determino a x, la variable a la cual se le asignarian valores, 
variable independiente, yy a la variable cuyos valores dependen de los valores asigna- 
dos a x, variable dependiente. A los valores supuestos para x les llamo dominio de la 
funcion, y a los correspondientes valores supuestos para y, rango de la funcion. 

Ahora, como el conjunto de conceptos se usa en casi todas las matematicas, se 
tiene la definicion mas general de funcion que se presenta en esta section en terminos 
de conjunto de pares ordenados de elementos. 


Y' 


-7 


9 


'f / ' 
i 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 5 no define una funcion 

(B) T define una funcion con dominio { — 2, —1,0, 1,2) y rango {0, 1.2} 

2. (A) No define una funcion (B) Define una funcion 

3. xi—5 Notacion de desigualdad 
[5, *>) Notacion de intervalo 

4. (A) -3 (B) -2 (C) Noexiste (D) 1 

5. Dominio de F: todos los numeros reales 

Dominio de G: X < — 3 or?2 Notacion de desigualdad 
(—*, —3) U [2, °°) Notacidn de intervalo 
Dominio de H: Todos los numeros reales excepto el 2 

6. (A) x 2 + 2xh + h 2 + 3x + 3/i + 7 (B) 2x + h + 3 

7. (A) A(x) = x(100 — 2x) (B) Dominio: 0 <x < 50 Notacidn de desigualdad 

(0. 50) Notacion de intervalo 


EJERCICIO 

A ___ 


2-B 


Indique si cada tabla de los problemas del 1 al 6 define una 
funcion. 


1. Dominio 


-1 

0 

1 




Rango 


2. Dominio 


\ iC 


-1 - 

- 2 - 

-3 


Rango 


-► 1 

3 

*■ 5 






3. Dominio 

Rango 

4. Dominio 

Rango 


Dominio 

Rangq i 

6. Dominio 

Rango 

-1 - . 


-- 



V / n 


0 -. 


3 

V 

1 — 


4 — — 

9 

Z"" 

ip v' ‘ i 

5 



— 0 

— 5 

— 8 


Indique si cada uno de los conjuntos de los problemas del 7 al 
12 dejinen a una funcion. Encuenlre el dominio y el rango de 
cada funcion. 

7. {(2, 4), (3, 6), (4, 8), (5,10)1 / 

8. K-1,4),(0,3),(1,2),(2,1)1 / 

v/ Vo 9. 1(10. —10), (5, -5), (0,0), (5, 5), (10, 10))^ 

'\ 10. 1(-10, 10), (-5,5), (0,0), (5, 5). (10, 10)) v/ 

11. ((0, 1), (1,1), (2,1), (3, 2), (4,2), (5, 2))- y/ 

12. |(1, 1), (2. 1), (3, 1), (1,2), (2, 2), (3, 2)1 Y 
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Indique si cad a una de las graficas de los problemas del 13 al 
18 es la grdfica de una fund on. 

13. 



14. 


16. 



Los problemas del 19 a! 28 se rejieren a las funciones 

$ 

fix) = 3x - 5 g{t) = 4 - / 

F{m) = 3m 2 + 2m - 4 GO) = u - u 2 

Evalue como se le indica. 

19. fi-l) -S' 20. g(6) 

21. G(-2) -jA 22. F(-3) 

23. F(—1) +/(3) 24. G(2) — g(—3) 

25. 2F(—2) - G(-1) 26. 3G(-2) + 2F(-1) 


/(0) ■ j?(-2) 

F(-3) 


28. 


g(4)-/(2) 

G(l) 


£« /os problemas del 29 al 32, use la siguiente grdfica de una 
funcion f para detenninar axohal entero mas cercano. como 
se indica. Algunos problemas pueden tener mas de una res- 
puesta. 



29. y =/(—4) 30. y=/(4) 

31. 4 = fix) 1 32. -2= fix) i f 




Determine cuales de las ecuaciones de los problemas del 33 al 
42 definen una funcion con variable independiente x. Para aque- 
llas que lo hagan, encuentre el dominio. Para aquellas que no 
to hagan, encuentre tin valor de x que corresponda a mas de 


un valor de y. 

33. 2x - 5y = 20 ^ 

35. f - x = 2N^ 

V.- 



-10 


34. 6y - 3x = 24 
36. y — x 2 = 2 
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/ 

37. |;c| + y 2 = 5 
39. x ? - Sy^To 
41. ? + y 2 = 81 


- / 

f 

38. x 2 + |y| = 5 
40. x + Ay + xy = 3 
42. 16* 2 + y 2 = 16 


* 


En los problemas del 43 a! 56, encuentre el dominio de la fun- 
cion indicada. 


43. f{x) = 3x + 8 £ 


44. g(x) = -2*+ 11 


<Z- 


45. /i(*) = Vx + 2 X+2> o 46. *(*) = V4 - * 

y-i -z.j 


47. .?(*) = 
49. n(x) = 


2 + 3* 

4-x 

x 2 -2x + 9 
x 2 - 2x- 8 


48. m(x) = 


50. p(x) — 


3-5* 

7 +* 

x 2 + 11 
x 2 + 3* - 10 


51. Fix) = V^ 7 * 5 


52. Gix) = V* 2 - 9 


53. //(*) = V* 2 — 3* — 4 


— * 
~2 


54. A:(*) = V3 - 2* - x 2 

56 . M(x) = yZZl 


70. SiD(p) = —3p 2 —4p + 9, encuentre: 

71. Encuentre/(*), dado que 

/(* + h) = 2(* + fc) 2 - 4(* + h) + 6. 

72. Encuentre g(*), dado que 

g(x + A) = 5 — 7(* + /i) 2 + 8(* + h) 

73. Encuentre m(x), dado que 


, D(-l + h) — Dj—i) 


55. Lix) = 

V r A- 

£7 enunciado verbal "la funcion f multiplica el cuadrado del 
elemento del dominio por 3 y despues resla 7 del resultado ”_v 
el enunciado algebraico "fix) = 3x- — 7 ” define a la misma 
funcion. En los problemas del 57 al 60, traduzca cada defini¬ 
cion verbal de una funcion en una definicion algebraica. 


mix + h) = 4(* + h) - 3 Vx+7> + 9 
74. Encuentre *(*), dado que 

s(* + A) = 2\/x + h - 6(* + h) - 5 


y £« /os problemas del 75 al 82, encuentre y simplifique: 

,,, fix + h)~ fix) /(*) - /(a) 

W --- fSl - 

h * — a 

75. fix) = 3* - 4 76. /(*) = -2* + 5 

77. /(*) = x 2 - 1 78. fix) = x 2 + x - 1 

79. /(*) = -3X 2 + 9* - 12 80. fix) = -* 2 - 2* - 4 


La funcion g resta 5 del doble del cubo del elemento del 
dominio. 

La funcion/multiplica al elemento del dominio pon -3 y 
le suma 4 al resultado. f v ^ > 

La funcion G multiplica la raiz cuadrada del elemento del 
dominio por 2 y le resta el cuadrado del elemento del do¬ 
minio al resultado. Z fx r r~=~Y7 

La funcibn F multiplica al cubo del elemento del dominio 
por — 8 y lc suma tres veces la raiz cuadrada de tres al 
resultado. 

En los problemas del 61 al 64, traduzca cada definicion 
algebraica de la funcion en una definicion verbal. 


81. fix) = r 1 82. fix) = x 3 +x 

83. El area de un rectangulo es de 64 pulgadas cuadradas. 
Exprese el perimetro P(w) como una funcion del ancho w 
y establezca el dominio. 

84. El perimetro de un rectangulo es de 50 pulgadas. Exprese 
el area A(w) como una funcion del ancho w y establezca el 

y J' dominio. 

85. La altura de un triangulo rectangulo es de 5 metros. Exprese 
la hipotenusa bib) como una funcion de la base b y 
establezca el dominio. 

if 

86. La altura de un triangulo rectangulo es de 4 metros. Exprese 
la base b(h) como una funcion de la hipotenusa h y 
establezca el dominio. 


fix) = 2* - 3 gix) = -2* + 7 

Fix) = 3x > - 2V* Gix) = 4Vx - x 2 

65. Si F(s) = 3s + 15, encuentre: F(2 + ^ ~ F(2) - 

1 7 _ > h 

66. Si Kf) = 7 + 4 r, encuentre: ^ —MU 

h 

67. Si g(x) = 2 — x 2 , encuentre: ^ + ^ — sOf 

h 

68. Si P(ni) = 2m 2 + 3, encuentre: ^ M —MU 

h 

69. Si L{w) - —2vP + 3w — 1,encuentre:———— — —’ — 


APLICACIONES ^ 


r 

J 


La mayoria de las aplicaciones en esta seccion estan relacio- 
nadas con el calculo. Asi, los problemas son similares a los 
que se abordan en un curso de calculo, pero se requiere, ade- 
mas, un analisis de las funciones. 


87. Funcion de costo. Los costos fijos por dia para producir 
una docena de donas son $300, y los costos variables $1.75. 
Si diariamente se producen * docenas, exprese el costo 
diario C(x) como una funcibn de *. 


88. Funcion de costo. Los costos fijos por par de esquis 
producidos son $3 750, y los costos variables $68. Si todos 
los dias se producen * pares de esquis, exprese el costo 
diario C(x) como una funcion de *. 
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89. Fisica: rapidez. La distancia en pies que un objeto cae en 
el vacio esta dada por s(r) = 16 1 2 , donde t es el tiempo en 
segundos. Encuentre: 

(A) s(0),s(l),s(2),s(3) 

_ 5(2 + h) - 5(2) 

(B) h 

(C) (,Que sucede en el inciso (B) cuando h tiende a 0? In- 
terprete fisicarnente. 

90. Fisica: rapidez. Un automovil parte del reposo y viaja por 
una carretera recta y nivelada. La distancia en pies que 
viaja el automovil esta dada por s(t) - 1 Or 2 , donde t es el 
tiempo en segundos. Encuentre: 

(A) 5(8), 5(9), 5(10). 5(11) 

5(11 + h) - 5 ( 11 ) 

(B) -2- f -^-4 

h 

(C) iQue sucedc en el inciso (B) cuando h tiende a cero? 
Interprete fisicarnente. 

91. Fabricacion. Se va a hacer una caja para dulces con una 
pieza de carton que mide 8 por 12 pulgadas. Se hacen 
cuadrados, de x pulgadas por lado, que despues se cortan 
en cada una de las esquinas para despuds doblar los 
extremos hacia arriba (vease la figura). Encuentre una 
formula para el volumen de la caja V(x) en terminos de x. 
A partir de consideraciones practicas, <^cual es el dominio 
de la funcion VI 




X X 


X 

X 


X 

X 


X V, 3M . X 



92. Construccion. Un ranchero tiene 20 millas de malla para 
cercar un terreno de pastoreo en forma rectangular a lo 
largo de un rio recto. Si no se requiriese cercar a lo largo 
del rio y los lados perpendiculares al rio tuvieran x millas 
de largo, encuentre una formula para el area A(x) del 
rectangulo en terminos de x. A partir de consideraciones 
practicas, ^cual es el dominio de la funcion A ? 

93. El gerente de una clinica veterinaria quiere construir una 
perrera con cuatro corrales individuales, como se indica 
en la figura. La ley establece que cada corral debe tener 
una puerta de 3 pies de ancho y un area de 50 pies 
cuadrados. Si x es el ancho de un corral, exprese la cantidad 
total de malla F(x) (excluyendo las puertas) requerida para 
construir la perrera como una funcion de x. Complete la 
siguiente tabla [redondee los valores de F(x) a una cifra 
decimal]: 

x 4 5 6 7 

F(x) 


f 

—1 





b 

\ 

iV 

— 

\ 



Figura para el ejercicio 93 


* 94. Arquitectura. Un arquitecto quiere disenar una ventana 
cuya area sea de 24 pies cuadrados, y tenga la forma de un 
rectangulo con un semicirculo montado, como se muestra 
en la figura. Si x es el ancho de la ventana, exprese el 
perimetro P(x) de la ventana como una funcibn de x. 
Complete la tabla de abajo [redondee cada valor de P(x) a 
dos cifras decimales]: 

x 4 5 6 7 

P(x) 



- 95. Construcci6n. Una tuberia de agua dulce va desde una 
fuente en la orilla de un lago a una pequena comunidad de 
descanso en una isla a 8 millas de la costa, como se indica 
en la figura. El costo de colocar la tuberia en la tierra es de 
S10 000 por milla y el de colocarla en el lago de S15 000. 
Exprese el costo total C(.r) para la construccion de la tuberia 
como una funcion de x. A partir de consideraciones 
practicas, ^cual es el dominio de la funcion Cl 



- 96. Clima. Se suelta un globa de observation en un punto a 10 
millas de la estacion que recibe su serial y se eleva 
verticalmente como se indica en la figura. Exprese la 
distancia d(h) entre el globo y la estacion de reception como 
una funcion de la altitud h del globo. 
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Figura para el ejercicio 96 


**97. Costos de operation. El costo de combustible por hora 
que un tren gasta en su recorrido es de v^/5 dolares, donde 
v es la velocidad en millas por hora. (Note que el costo 
depcnde del cuadrado de la velocidad.) Otros costos, 
incluyendo el de mano de obra, son de $400 por hora. 
Exprese el costo total de un viaje de 500 millas como una 
funcion de la velocidad v. 

** 98. Costos de operation. Refierase al problema 97. Si al tren 
le toma I horas realizar un viaje de 500 millas, exprese el 
costo total como una funcion de t. 


SECCION 


2-4 


Graficas de funciones 


Conceptos basicos 
Funciones lineales 
Funciones cuadraticas 
Funciones definidas en partes 
La funcion entero mas grande 


En esta section se trata nuevamente a las graficas de las ecuaciones lineales, esta 
vez se usan los conceptos de funcion introducidos en la section anterior. Tambien se 
desarrollan procedimientos para graficar funciones definidas por ecuaciones cuadraticas 
y funciones formadas por partes que unen a dos o mas funciones. Se comenzara por 
analizar algunos conceptos generales relacionados con las graficas de funciones. 


• Conceptos basicos 


yof(x) 


Intersection 

(K y) o 

con el eje y 

A m 

\ 

y 


! y o f(*) 

1 r 

A 



Intersection 
con el eje x 


FIGURA 1 Grafica de una 
funcion. 


Cada funcion que tiene un dominio tiene un rango de numeros reales y una grafica (la 
grafica de los pares ordenados de numeros reales que constituyen la funcion). Cuando 
se grafican las funciones, los valores del dominio usualmente estan asociados con el eje 
horizontal y el rango de valores con el eje vertical. Asi, la grafica de una funcion /es 
igual que la grafica de la ecuacion 


y =/(*) 


donde x es la variable independiente y la abscisa de un punto en la grafica de f Las 
variables y yf{x) son variables dependientes, y tambien es la ordenada de un punto en 
la grafica de/(vease la figura 1). 

La abscisa de un punto en el que la grafica de una funcion intersecta al eje * se 
denomina intersection con ei eje x o raiz de la funcion. La intersection con el eje x es 
tambien una solution real o raiz de la ecuacion/(.r) = 0. La ordenada de un punto en el 
que la grafica de una funcion cruza el ejey se denomina intersection con el eje.y de la 
funcion. La intersection con el ejey esta dada por/(0), siempre que 0 este en el domi¬ 
nio de f Note que una funcion puede tener mas de una intersection con el eje x, pero 
nunca puede tener mas de una intersection con el eje y (una consecuencia de la prueba 
de la recta vertical que se anaiizo en la section anterior). 

El dominio de una funcion es el conjunto de todas las coordenadas x de los puntos 
en la grafica de la funcion, y el rango es el conjunto de todas las coordenadas en el eje 
y. Es instructive ver el dominio y rango como subconjuntos de los ejes coordcnados 
como se vera en la figura 2. Observe el uso efectivo de la notation de intervalo descri- 
biendo el dominio y rango de las funciones en esta figura. En la figura 2(a) se usa un 
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punto solido para indicar que un punto esta en la grafica de la funcion, y en la figura 
2(b) se usa un punto abierto para indicar que un punto no esta en la grafica de la 
funcion. Un punto abierto o solido al final de una grafica indica que la grafica termina 
ahi, mientras que una punta de flecha indica que la grafica continua mas alia de la parte 
mostrada sin cambios significativos en su forma [vease la figura 2(b)]. 


Dominio o rango. 



Dominio f = [a, fa] 
Rango f = [c, d] 


m 



Dominio f = ( a, =°) 
Rango f = (-», d) 


(a) 


fb) 


Determinacion del dominio y rango de una grafica 

Encuentre el dominio y rango de la funcion/en la figura 3: 


Solucion 


Y o f(x) 




— 

- 

— 

| |-|-j-1 

r 

— 


" r— 
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. 





zTI 



_ 


_ 



_ 

L_ 
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□ 
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_ 

Z 

———i 


NGURA 3 -v 

1 — b, b J 


Los puntos en cada extremo de la grafica de/indican que la grafica termina en esos 
puntos. Asi, las coordenadas x de los puntos en la grafica estan entre -3 y 6. El pun¬ 
to abierto en (—3, 4) indica que —3 no esta en el dominio def mientras que el punto 
cerrado (6, -3) indica que 6 esta en el dominio de f. Asi, 


Dominio: —3 <rS 6 o [—3, 6] 


(-3 'ij 


Las coordenadas y estan entre — 5 y 4, y, como antes, el punto abierto en (-3,4) indica 
que 4 no esta en el rango de/ y el punto cerrado en (3, -5) indica que -5 esta en el 
rango de/ Ast, 


Rango:— 5 <>y <4 o [—5, 4] 


|% l) 


Problems seleccionado 1 



Encuentre el dominio y rango de la funcion/dado por la grafica de la figura 4. 


En general no se espera que pueda determinar el rango de cada funcion definida 
por una ecuacion que encontrara en este curso, pero para ciertas funciones basicas 
reunidas en nuestra biblioteca de funciones elementales, es importante conocer el do¬ 
minio y rango de cada una, y estas se analizaran cuando se introduzcan las funciones 
elementales. Uno de los principales objetivos de este curso es proporcionarle una bi¬ 
blioteca de funciones matematicas basicas, incluyendo sus graficas y otras propiedades 
importantes. Estas entonces se pueden usar para analizar graficas y propiedades de una 
amplia variedad de funciones mas complejas que surgen de manera natural en impor- 
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Funciones 
crecientes, decrecientes 
y constantes. 


DEFINICION 1 


• Funciones lineales 


tantes aplicaciones. En esta section se empieza este proceso introduciendo algo del 
lenguaje que se usa comunmente para describir el comportamiento de una grafica. 

Ahora se veran las propiedades de aumento o diminution de las funciones. 
Intuitivamente, una funcion esta aumentando sobre un intervalo / en su dominio y su 
grafica aumenta conforme la variable independiente aumenta sobre I. Una funcion esta 
disminuyendo sobre I si su grafica desciende conforme la variable independiente au¬ 
menta sobre /(vease figura 5). 



Decreciente en (-<*>, =°) 


(a) 


g(x) 



Decreciente en (-», °°) 
(b) 



Constante en (—», =°) 


(c) 



Decreciente en 0] 
Creciente en [0, °°) 

(d) 


De manera mas formal, se definen las funciones crecientes, decrecientes o cons¬ 
tantes como sigue: 


Funciones crecientes, decrecientes y constantes 

Sea I un intervalo en el dominio de una funcion f Entonces: 

1. ft s creciente en / s (f(b) > f(a) siempre que b> a en /. 

2. /es decreciente en I si f(b) <f(a ) siempre que b > a en /. 

3. f es constante en I si f(a ) = f{b) para toda a y b en I. 


Ahora se aplicaran los conceptos generales analizados antes para especificar una clase 
de funciones conocidas como funciones lineales. 
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DEFINICION 2 


Funcion lineal 

Una funcion/es una funcion lineal si 

f{x) = nix + b m ¥= 0 
donde my b son numeros reales. 


Graficar una funcion lineal es equivalente a graficar la ecuacion 

y = mx + b 

que se reconoce como la ecuacion de una recta con pendiente m y b como interseccion 
con el ej ey. Como la expresion mx + b representa un numero real para todos los nume¬ 
ros reales de x; el dominio de una funcion lineal es el conjunto de todos los numeros 
reales. La restriccion m ¥= 0 en la definicion de una funcion lineal implica que la grafi- 
ca no es una recta horizontal. Por consiguiente, el rango de una funcion lineal es tam- 
bien el conjunto de todos los numeros reales. 


Grafica de fix) = mx + b, m # 0 

La grafica de una funcion lineal/es una linea recta, no vertical y no horizontal 
con pendiente m e interseccion con el eje y igual a b. 


Dominio: Todos los numeros reales Rango: Todos los numeros reales 


m 



m > 0 

Pendiente positiva 
Creciente en (-<», <*) 


m 



Decreciente en (-»,«) 


Ahora observe que hay dos tipos de rectas que no son graficas de funciones linea- 
les. Una recta vertical con ecuacion x = a no pasa la prueba de la recta vertical y no 
puede definir a una funcion. Una recta horizontal con ecuacion y = b pasa la prueba de 
la recta vertical y define una funcion. Sin embargo, una funcion de la forma 

fix) = b Funcion constante 

se llama funcion constante y no una funcion lineal. 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 (A) ^Es posible para una funcion lineal tener dos intersecciones con el eje xl ^No 

hay intersecciones con el eje x ? Si alguna de sus respuestas es positiva, de un 
ejemplo. 

(B) ^Es posible para una funcion lineal tener dos intersecciones con el eje yl ^No 
hay intersecciones con el eje/? Si alguna de sus respuestas es positiva, de un 
ejemplo. 

(C) Analice el numero posible de intersecciones con el eje x y con el ejey para una 
funcion constante. 


Grafica de una funcion lineal 


Encuentre la pendiente y las intersecciones, y despues trace la grafica de la funcion 
lineal definida por 


/(*) = -}x + 4 

^ Compruebe con un dispositivo de graficacion. 


m 


Solucion 



A/ 


La interseccion con el ejey es/(0) = 4, y la pendiente es - f. Para encontrar la intersec- 
cion con el eje x, resuelva la ecuacion f(x) = 0 para x: 

m = o 

-fx + 4 = 0 
-\x = -4 

x ~ ( — 1 )(~ 4 ) = 6 Interseccion en el eje x 

La grafica de/se muestra en la figura 6 

Para encontrar la interseccion con el eje y con un dispositivo de graficacion, eva- 
lue simplemente la funcion enx = 0 [vease la figura 7(a)], La mayoriade los dispositivos 
de graficacion tienen un procedimiento preconstruido para aproximar a las interseccio¬ 
nes con el eje x, usualmente llamado raiz o cero de la funcion [vease figura 7(b)]. 


FIGURA 7 


7 



7 



Interseccion con el eje y 

(a) 


Interseccion con el 
(b) 


eje x 


Encuentre la pendiente y las intersecciones, y despues trace la grafica de la funcion 
lineal definida por 


fix) = ~ 6 
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• Funciones De la misma manera en que se uso el polinomio de primer grado mx + b, m 0, para 
cuadraticas definir una funcion lineal, se usara el polinomio de segundo grado ax 2 + bx + c, a ¥= 0, 
para definir una funcion cuadratica. 


DEFINICION 3 Funcion cuadratica 

Una funcion/es una funcion cuadratica si 

f{x) = ax 1 + bx + c a ^ 0 (1) 

donde a,byc son numeros reales. 


FIGURA 8 Graficas de 
funciones cuadraticas. 



En la figura 8 se muestran las graficas de tres funciones cuadraticas. La grafica de 
una funcion cuadratica se llama parabola. 



(a) 


y y 


10 

\ [ 

J / 

‘\ ' 

\ i 
\ / 

_I_f |_| |_fc. v 

10* 

■ 

-5 . 

5 

-5 

. \ 5 

\ 

-10- 

. 

; -,o- 

\ 

g(x) = 3x 2 - 12x + U 

m =: 

5-2X-X 2 

(b) 


(C) 


Como la expresion ax 2 + bx + c representa un numero real para todo elemento el 
dominio de x: 


El dominio de una funcion cuadratica es el conjunto de todos los nume¬ 
ros reaies. 

El rango de una funcion cuadratica y muchas caracteristicas importantes de esta grafica 
se pueden determinar transformando primero la ecuacion (1) al completar el cuadrado 
en la forma 


f(x) = a(x - ft) 2 + k (2) 

Un breve repaso de completar el cuadrado, que se analizo en la section 1-6, seria de 
suma utilidad en este punto. Se ilustrara este metodo mediante un ejemplo y despues se 
general izaran los resultados. 

Considere la funcion cuadratica dada por 

f(x) = lx 2 - 8* + 4 (3) 

Se empezara por transformar la ecuacion (3) en la forma (2) al completar el cuadrado 
como sigue: 
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. 

f(x) - 2x 2 — 8x + 4 


= 2CX 2 - 4x) + 4 

= 2(x 2 - 4x + ?) + 4 

Factorice el coeficiente de x 2 de los dos primeros 
terminos. 


= 2(.r - 4x ) + 4 - 1 

Sume 4 para completar el cuadrado dentro del 
parentesis. Pero como el 2 esta fuera del 
parentesis, se necesita en realidad sumar 8, 
de manera que se debe restar 8. 


= 2(x - 2) 2 - 4 

La transformation esta completa. 


Asi, 

fix) = 2(x - 2f - 4 (4) 

Si x — 2, entonces 2(x — 2) 2 = 0 y/(2) = —4. Para cualquier otro valor de x, el 
numero positivo 2(x — 2) 2 se suma al numero —4, de esta manera se hace mas grande a 
f(x). Por tanto, 


/(2) = -4 


es el valor minimo de fix) para toda x (;un resultado muy importante!). Es mas, si se 
eligen dos valores cualesquiera, que esten equidistantes de la recta vertical x = 2, se 
obtendran los mismos valores para la funcion. Por ejemplo x = 1 y x = 3 estan a cada 
umdad de x = 2, y los valores correspondientes de la funcion son 

/(l) = 2( l) 2 - 4 = -2 
/(3) = 2(1) 2 - 4 = -2 


Eje 


id 




i i i i 

FRd 


•i 


/ 


TVe 


i vertice 


(2, -4) 


Grafica de f(x) = 

2(x - 2) 2 - 4. 


En consecuencia, la recta vertical x = 2 es una recta de simetria. Es decir, si la grafica 
se dibuja en una hoja de papel y el papel se dobla a lo largo de la recta x = 2, entonces 
los dos lados de la parabola se acoplaran perfectamente. Todos estos resultados se han 
ilustrado en las graficas de las ecuaciones (3) o (4) y la recta x = 2 en el mismo sistema 
coordenado. (Vease figura 9.) 

A partir del analisis anterior, se puede observar que si x se mueve de izquierda a 
derecha,/(x) esta decreciendo en (—<*, 2] y creciendo en [2j#)\demas,/(x) puede tener 
valores mas grandes o iguales a -4, pero no menores de -4. Asi que, 

Rango defy s — 4 o [—4, =o) 

En general, la grafica de una funcion cuadratica es una parabola con una recta de 
simetria paralela al eje vertical. El punto mas bajo o mas alto de la parabola, donde 
exista, se llama vertice. El valor maximo o minimo de una funcion cuadratica siempre 
ocurre en el vertice de la parabola. La recta de simetria que pasa por el vertice se llama 
eje de la parabola. En el ejemplo anterior, x = 2 es el eje de la parabola y (2, —4) es su 
vertice. 

Observe los importantes resultados que se han obtenido al transformar la ecuacion 
(3) en la ecuacion (4): 


El vertice de la parabola 


El eje de la parabola 
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El valor minimo de f(x) 

El rango de la funcion/ 

Ahora, se explorara el efecto del cambio de las constantes a, h y ft en la grafica dey 
- a(x — h ) 2 3 + k. 


EXPLORACION Y ANAUSIS 2 Explore el efecto del cambio de las constantes a, h y k en la grafica f(x) = a(x — hf 

+ k. 

(A) Sea a — 1 y h = 5. Grafique la funcion/para k = —4,0 y 3 simultaneamente en 
el mismo sistema coordenado. Explique el efecto de cambiar k en la grafica de f 

(B) Sea a = 1 y k = 2. Grafique la funcion/para h = — 4,0 y 5 simultaneamente en el 
mismo sistema coordenado. Explique el efecto de cambiar h en la grafica de f 

(C) Sea h = 5yk= —2. Grafique la funcion / para a = 0.25,1 y 3 simultaneamen¬ 
te en el mismo sistema coordenado. Grafique la funcion/para a - 1, -1 y 
—0.25 simultaneamente en el mismo sistema coordenado. 

^ (D) Analice los incisos A-C usando un dispositivo de graficacion y la ventana de 
vision estandar. 


El analisis anterior se generaliza para todas las funciones cuadraticas en el siguiente 
cuadro: 


Propiedades de una funcion cuadratica y su grafica 

Dada una funcion cuadratica y la forma obtenida al completar el cuadrado 
f(x) — ax 2 + bx + c = a(x — hf + k a A 0 
se resumen las propiedades generales de la siguiente manera: 

1. La grafica de/es una parabola: 



a >0 o<0 

Abre hacia arriba Abre hacia abajo 


2. Vertice: (h, k). (La parabola aumenta en un lado del vertice y disminuye en 
el otro.) 

3. Eje (de simetria): x = h. (Paralela al ejey.) 
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4. f(h) = k es el minimo si a > 0 y el maximo si a < 0. 

5. Dominio: Todos los numeros reales. 

6. Rango: (- :j0 , A'] si a < 0 o [A, “) si a > 0. 


EJEMPLO 3 Grafica de una funcion cuadratica 

Grafique, encuentre el vertice, el eje, el maximo o minimo de fix), los intervalos donde 
/esta aumentando o disminuyendo y el rango. 

fix) = -0.5x 2 - x + 2 

Solucion Complete el cuadrado: 

fix ) = -0.5.r - x + 2 

= -0.5C* 2 + 2x + ?) + 2 
= -0.5 (x 2 + 2x + 1) + 2 + 0.5 
= -0.5U + l) 2 + 2.5 


A partir de la ultima forma se puede ver que h = — 1 y k = 2.5. Asi, el vertice esta en 
(—1,2.5), el eje de simetria esjr = — l,y el valor maximo es/(—1) = 2.5. Para graficar 
f encuentre el eje y el vertice; despues trace varios puntos en cada lado del eje (vease 
figura 10). 


FIGURA 10 



X 

fix) 

-4 

-2 

-2 

2 

-1 

2.5 

0 

2 

2 

-2 


En la grafica se ve que/esta aumentando en (-<», -1] y disminuye en [-1, <»). Tam- 
bien, y = fix) puede ser cualquier numero menor o igual a 2.5. Asi, el rango de f es 
y< 2.5 (—=0,2.5]. 


Problema seleccionado 3 Grafique, encuentre el vertice, el eje, el maximo o minimo de f(x), los intervalos donde 

/esta aumentando o disminuyendo y el rango. 


fix) = -x 1 + 4x - 4 
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La funci6n valor absoiuto se puede definir usando la definition de valor absoluto de 
la section 1-4: 


m = \ x \ 


—x si < 0 

x six S' 0 


Observe que esta funcion esta definida por formulas diferentes para las diversas partes 
de su dominio. Las funciones cuyas definiciones implican mas de una formula se Ha¬ 
inan funciones definidas en partes. Como lo ilustra el siguiente ejemplo, las funcio¬ 
nes definidas en partes ocurren de manera natural en muchas aplicaciones. 


Cargos por renta 

Una agencia de renta de autos cobra $0.25 por milla si el total de millas recorridas no 
excede de 100. Si el total de millas recorridas excede a 100, la agencia carga $0.25 por 
milla para las primeras 100 millas mas $0.15 por cada milla adicional recorrida. Si x 
representa el numero de millas recorrido por un vehiculo rentado, exprese el cargo por 
millas recorridas C(x) como una funcion de x. Encuentre C(50) y C(150) y grafique 
aC. 

Solucion Si 0 ^ x ^ 100, entonces 


C(x) = 0.25x 


Six> 100, entonces 


Cargo para las Cargo para el millaje 
primeras 100 millas adicional 

C(x) = 0.25(100) + 0.15(x - 100) 

= 25 + 0.15x - 15 

= 10 + 0.15x 


Asi, se puede ver que C es una funcion definida en partes 

_ I 0.25x si 0 s x s 100 
C(x) ~~ ' 

| 10 + 0.15x six >100 

Las funciones definidas en partes se evaluan determinando primero cual regia se 
va a aplicar y despues usando la regia apropiada para encontrar el valor de la funcion. 
Por ejemplo, para evaluar C(50), se usa la primera regia y se obtiene 

C(50) = 0.25(50) = $12.50 x = 50 satisface 0 < x < 100 

Para evaluar C( 150), se usa la segunda regia y se obtiene 

C( 150) = 10 + 0.15(150) = $32.50 x = 150 satisface x > 100 

Para graficar C, se grafica cada regia en la definition para los valores indicados 
de x (vease la figura 11). 


2-4 
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y oc(x) 



F1GURA 11 


x y = 0.25a: 


50 12.5 

100 25 


X 

y= 10 + 0.15a- 

100 

25 

150 

32.5 


Observe que las dos formulas producer! el mismo valor en x = 100 y que la grafi- 
ca de C no tiene cortes. De manera informal, una grafica (o parte de una grafica) se 
dice que es continua si no se corta o si no tiene separaciones. (Se puede encontrar una 
exposition formal de continuidad en un texto de calculo.) 


Problema seleccionado Refiriendose al ejemplo 4 encuentre C(x) si la agenda carga $0.30 por milla cuando el 

total de millas recorridas no excede a 75. y $0.30 por milla para las primeras 75 millas, 
mas SO.20 por cada milla adicional recorrida cuando el total de millas recorridas exce¬ 
de a 75. Encuentre C(50) y C( 100) y grafique a C. 


Grafica de una funcion que implica ai valor absoluto. 

Grafique la funcion f dada por / 

i/! 


fix) = 




y encuentre su dominio y rango. 

Compruebe con un dispositivo de graficacion. 


Solucion Ahora se usara la definition en partes de x para encontrar una definicion en partes de/ 
que no implique ax. 

Si x < 0, entonces x = -xy 


X X 

fix) = X + -r-r = x H-= X - 1 

\x\ -X 

Si a: = 0, entonces/no esta definida, ya que la division entre 0 no esta permitida. 
Si x > 0 entonces x = x y 

fix) = A- + -p 7 = x + - = x+ 1 
1*1 * 
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m 



En consecuencia, una definition en partes para/es 

„ „ x - 1 si x < 0 
fix) = 

x + 1 si x > 0 

Dominio; x + 0 o (—-0) U (0, °°) 

Se usa esta definicion para graficar/como se muestra en la figura 12. A1 examinar esta 
grafica, se ve que y = f(x) puede ser cualquier numero menor que -1 o cualquier 
numero mayor que 1. Asi, 


Rango:y<-l o y> 1 o (—<*,-1) U (1, °°) 


5 



FIGURA 13 


Observe que se han usado los puntos abiertos en la figura en (0, — 1) y (0, 1) para 
indicar que estos puntos no pertenecen a la grafica de/. Debido a la separation de la 
grafica en x = 0, se dice que/es discontinua en x = 0. 

La comprobacion de esto se muestra en la figura 13. La mayoria de los dispositi- 
vos de graficacion denotan al valor absoluto de la funcion por abs(x)(verifiquelo en su 
manual). 


Grafique la funcion/dada por 



y encuentre su dominio y rango. 


Se concluye esta section con un analisis de una interesante y util funcion llamada fun- 
cion entero mas grande. 

El entero mas grande de un numero real x, denotado por [jtJ, es el entero n tal que 
n<x<n + 1; es decir, [[xfl es el entero mas grande menor o igual a x. Por ejemplo: 


f(x) 



La funcion del 
entero mas grande. 


J3.451 = 3 [-2.13J = —3 Noes igual a-2 

Pi = 7 1-81 = -8 

M = 0 

La funcion entero mas grande / esta definida por la ecuacion f[x) = |xl. En 
seguida se muestra una definicion parte por parte de/para -2 < x < 3, y en la figura 14 
se muestra una grafica de / para -5Sr<5. Como el dominio de / son todos los 
numeros reales, la definicion por partes continua indefinidamente en ambas direccio- 
nes como lo muestra el patron de escalera de la figura. Asi, el rango de/es el conjunto 
de todos los enteros. La funcion entero mas grande es un ejemplo de una clase mas 
general de funciones llamadas funciones por pasos. 






2-4 Graficas de funciones 


159 



m = m = 


-2 

-1 

0 

1 

2 


si -2 Sat< -1 
si -1 < .v < 0 

si Osi< 1 
si Isk 2 
si 2 < * < 3 


Se observa en la figura 14 que para cada valor entero de x hay una separacion en 
la grafica y entre los valores enteros de x no hay separacion. Asi, la funcion entero 
mas grande es discontinua en cada entero n y continua en cada intervalo de la forma [«, 
n + 1). 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 La mayoria de los dispositivos de graficacion denotan a la funcion entero mas gran¬ 
de como int(x); aunque no todas se definen de la misma forma que la dada aqui. 
Grafiquey = int(jc) para -5£xs5y-55ys5y analice cualquier diferencia 
entre su grafica y la figura 14. Si su dispositivo de graficacion apoya un modo co- 
nectado y un modo de puntos para la graficacion de funciones (consulte su manual), 
^que modo es preferible usar para esta grafica? 


Ciencia de ia computacion 

Sea 


Encuentre: 

(A)/(6) (B)/(1.8) 


fix) = 


[[10a- + 0.51 
10 


(C) /(3.24) (D) /(4.582) 


(E) /(—2.68) 


iQuc operation desempena esta funcion? 
160.51 ^ 60 


(A) f(6) = 


(B) /(1 -8) = 


(C) /(3.24) = 


io io 6 

D8.51 _ 18 

^"To - L8 

I32.9J 32 


= — = 3.2 


(D) /(4.582) = 

(E) /(—2.68) = 


10 10 
146.321 46 


= — = 4.6 


10 10 

-26.31 _ zH 
10 “ 10 


= -2.7 


Soluciones 
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Comparando los valores dexy f(x) en la tabla 1, se conciuye que esta fimcion redondea 
las fracciones decimales al decimo mas cercano. 


Problema seleccionado 6 Sea/(x) = [x + 0.5]. Encuentre: 


TABLA 1 

X 

m 

6 

6 

1.8 

1.8 

3.24 

3.2 

4.582 

4.6 

-2.68 

-2.7 


(A) /(6) (B) /(1.8) (C) /(3.24) (D) /(-4.3) (E) /(-2.69) 

qQue operation desempena esta funcion? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. Dominio: -4 < x < 5 
o(-4, 5) 

Rango: —4 <y £ 3 
o( 4, 3) 

2. Interseccion con el eje_y:/(0) = -6 
Interseccion con el eje x: 4 
Pendientc : 



3. Eje: x = 2 

Vertice: (2,/(2))- = (2. 0) 
Maximo: /(.t);/2) = 0 
Crecimiento: (-», 2] 
Decrecimiento: [2, oo) 

Rango: (-°°,/(2)] = (-x, 0] 


m 








| 


j 



1_L 



\ 

! 




















l 












1 . ! 







I i 








l | 








1 



1 

\ 



4. 0.3x si 0 5 j: 5 75 

C(x)_ 7.5 + 0.2x six >75 
C(50) = S15; C(100) = $27.50 


C(x) 



5. 2 ~ x six<0 

,{x) ~ -2 — x six> 0 

Dominio: x^Oo (-<*>, 0) U (0, ») 
Rango: (-», -2) U (2, *) 




\J I 





. i 


-_LJ_i_J 

■ 

■ —i— 1 1 

! 1 

1 

N ' 1 ' 

1 

IV 

—-Ui 

' K 1 


6. (A) 6 (B) 2 (C) 3 (D) -4 

(E) -3; 

/se redondea a las fracciones decimales que 
mas se acercan al entero. 
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EJERCICIO 


2-4 


A 


Los problemas del 1 al 6 se refieren a las funciones f g, h, k, p 
y q dadas en las siguientes gra ficas. (Suponga que las graficas 
continuan mas alia de las partes mostradas como lo indica la 
figura.) 


1. Para la funcion f encuentre: 

(A) Dominio 

(B) Rango 

(C) Intersection con el eje x 

(D) Intersection con el eje y 

(E) Intervalos en los cuales/esta aumentando 

(F) Intervalos en los cuales/esta disminuyendo 

(G) Intervalos en los cuales/es constante 

(H) Cualquier punto de discontinuidad 

2. Repita el problema 1 para la funcion g. 

3. Repita el problema 1 para la funcion h. 

4. Repita el problema 1 para la funcion k. 

5. Repita el problema 1 para la funcion p. 

6. Repita el problema 1 para la funcion q. 


f(x) 



3 

J 

M 

f 


M 


n 





> 1 




_ 





ill 





t 




nl 









j 


i_ 


Ll. 



: 

M 







5 



,v 

L 


. 


1 




\ 



t 







p” 

/ 



! 

M 





1-5- 

_ 


u 


P to 



5fW 




q M 



Los problemas del 7 al 12 describen la grafica de una funcion 
continua f sobre el intervalo —5, 5. Trace la grafica de la fun- 
cion que sea consistente con la informacion dada. 

7. La funcion/es creciente en[—5, —2], es constante en[—2, 
—2] y decreciente cn [2, 5]. 

8. La funcion/es decreciente en [—5, —2], es constante en 
[-2, 2] y creciente en [2, 5]. 

9. La funcion/es decreciente en [—5, —2], es constante en 
[-2, 2] y decreciente en [2, 5]. 

10. La funcion f es creciente en [—5, —2], constante en f— 2, 
2] y creciente en [2, 5]. 

11. La funcion/es decreciente en [—5, —2], creciente en [—2, 
2] y decreciente en [2, 5]. 

12. La funcion/es creciente en [—5, —2], decreciente en [—2, 
2] y creciente en [2, 5], 

En los problemas del 13 al 16, encuentre la pendiente y las 
intersecciones, y despues trace la grafica. 

13. fix) = 2x + 4 14. fix) = 3* — 3 

15. fix) = -jx - f 16. fix) = -\x + f 

En los problemas 17 y 18, encuentre una funcion lineal f que 
satisfaga las condiciones dadas. 

17. /(-2) = 7 y /(4) = -2 

18. /(—3) = -2 y /(5) = 4 


B _ 

En los problemas del 19 al 22, grafique, encuentre el eje, el 
vertice, el maximo o minimo y el rango. 

19. fix) = (x - 3) 2 + 2 

20. fix) = §(x + 2) 2 - 4 

21. fix) = -(x + 3) 2 - 2 

22. fix) = -(x - 2) 2 + 4 

En los problemas del 23 al 26, grafique, encuentre el eje, el 
vertice. las intersecciones con el ejexy con el eje y. 

23. fix) = x 2 - 4x - 5 24. fix) = x 2 - 6x + 5 

25. fix) = —x 2 + 6x 26. fix) — -x 2 + 2x + 8 

En los problemas del 27 al 30, grafique, encuentre el eje, el 
vertice, los intervalos sobre los que es creciente, y los interva¬ 
los sobre los que es decreciente. 

27. fix) =x 2 + 6x + 11 28. fix) = x 2 - 8x + 14 

29. fix) = -x 2 + 6x - 6 30. fix) = -x 2 - lOx - 24 
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En los problemas del 31 al 38, grafique, encuentre el dominio, 
el rango y cualquierpunto de discontinuidad. 


51. f(x) = [jt/21 
S3. f(x) = M 


52. f(x) = [jc/3] 
54. fix) = I2xj 


31. fix) 

32. fix) 

33. fix) 

34. fix) 

35. /(.x) 

36. fix) 

37. g(.v) 

38. /i(-v) 


* + 1 

si — 1 s * < 0 

— * + 1 

siO < * < 1 

* 

si -2 s * < 1 

-A + 2 

si l s * s; 2 

-2 si 

-35x<-| 

4 si 

-1 < * si 2 

1 si 

-2 ts*<2 

-3 si 2 <* s 5 

* + 2 

si a- < — 1 

x-2 

si * s? -1 

-1 - * 

si * < 2 

5 - * 

si * > 2 

.r + 1 

si * < 0 

~.r - 1 

si*>0 

-a- 2 - 2 

si * < 0 

X 2 + 2 

si * > 0 


55. fix) = x - M 56. fix) = H - x 

Dado que/es una funcion cuadratica con min fix) = /(2) 
= 4, encuentre el eje, el vertice, el rango y las intersecciones 
con el eje x. 

Dado que/es una funcion cuadratica con max fix) = /(—3) 
= —5, encuentre el eje, el vertice, el rango y las intersec¬ 
ciones con el eje x. 

La funcidn/es continua y creciente en el intervalo [1,9] 
con/(1) = -5 y/(9) = 4. 

(A) Trace una grafica de / que sea consistente con la 
informacion dada. 

(B) ^Cuantas veces su grafica cruza al eje x? ^Podria la 
grafica cruzar mas veces? ^Menos veces? Apoye sus 
conclusiones con trazos adicionales y/o argumentos 
verbales. 

Repita el problema 59 si la funcion no tiene que ser 
continua. 

La funcion f es continua en el intervalo [—5, 5] con/(—5) 
= -4,/(l) = 3,y/(5)= -2. 


c 


En los problemas del 39 al 44, grafique, encuentre el eje, el 
vertice, el mdximo o minimo de f(x), el rango, las interseccio¬ 
nes, los intervalos sobre los que es creciente y los intervalos 
sobre los que f es decreciente. 

39. fix) = {x 2 + 2x + 3 40. fix) = 2*-’ - 12x + 14 

41. fix) = 4.x 2 - 12 a + 9 42. fix) = -{x 2 + 4a - 10 

43. fix) = -2v 2 - 8x - 2 44. fix) = -4a 2 - 4x - 1 

En los problemas del 45 al 50, encuentre una definicion de 
funcion por partes de f que no implique la funcion valor abso- 
luto (vease el ejemplo 5). Trace la grafica y encuentre el domi¬ 
nio, el rango y cualquier punto de discontinuidad. 


•'y Compruebe sus grdficas de los problemas del 45 al SOgraficando 
la funcion dada de f con un dispositivo de graficacion. 


45. fix) 


47. fix) = x + 


x- II 


A — 1 

49. fix) = |.r| + |a - - 2| 


46. fix) = *|*| 


48. fix) = * + 2-^— 

50. fix) = |*| - |* - 31 


En los problemas del 51 al 56, escriba una definicion para f 
(vease el analisis de la figura 14 en esta seccion) y trace la 
grafica de f Incluya suficientes intervalos para ilustrar clara- 
mente la definicion y la grafica. Encuentre el dominio, el ran¬ 
go, y cualquier punto de discontinuidad. 


Compruebe sus grdficas de los problemas 51 al 56 graficando 
la definicion dada de f con un dispositivo de graficacion. 


(A) Trace una grafica de / que sea consistente con la 
informacion dada. 

(B) ^Cuantas veces cruza su grafica al eje x? ^Podria la 
grafica cruzar mas veces? ^Menos veces? Apoye sus 
conclusiones con trazos adicionales y/o argumentos 
verbales. 

Repita el problema 61 si f es continua en [—8,8] con /'(—8) 

= -6,/(—4) = 3,/(3) = -2 y/(8) = 5. 


I 


Los problemas del 63 al 66 estan relacionados con calculo. En 
geometria, una recta que intersecta a un circulo en dos puntos 
distintos, se llama recta secante, como se muestra en la figura 
(a). En calculo, la recta que pasa por los puntos (x r fix.)) y 
(x 2 ,f(x.)) se llama recta secante para la grafica de la funcion f 
como se muestra en la figura (b). 



Recta secante 
para un circulo 
(a) 



Recta secante para 
la grafica de una funcion 
(b) 


En los problemas 63 y 64, encuentre la ecuacion de la recta 
secante que pasa por los puntos indicados en la grafica de f. 
Grafique fy la recta secante en el mismo sistema coordenado. 

63. /(*) = .x 2 — 4; (— 1, -3), (3, 5) 
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64. /(a) = 9 - x 1 ; (-2, 5), (4, -7) 

65. Sea/x)= x 2 — 3x + 5. Si es un numero real diferente de 
cero, entonces (2,/(2)) y (2 + h,f(2+ //)) son dos puntos 
distintos de la grafica de/ 

(A) Encuentre la pendiente de la recta secante que pasa 
por esos dos puntos. 

(B) E value la pendiente de una recta secante para h = 1, 
h = 0.1, h = 0.01 y h = 0.001. que valor se va 
aproximando la pendiente? 

66. Repita el problema 65 para f(x ) = x 2 + 2x - 6. 

Losproblemas del 67 al 74 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. 

En los problemas del 67 al 72, grafique primero las funciones 
f y g en la misma ventana de vision, despues grafique m(x) y 
n(x) en su propia ventana de vision. 

mix) = 0.5[/(x) + gix) + | f(x) - g(x)|] 

«W = 0.5[/(jc) + gix) - |/(x) - g(x)|] 

67. f{x) = —2x, gix) = 0.5x 

68. f(x) = 3x + 1, gix) = -0.5x - 4 

69. fix) = 5- 0.2a- 2 , gix) = 0.3a- - 4 

70. fix) = 0.15a 2 - 5, g(x) = 5 - 1.5|x| 

71. fix) = 0.2a 2 - 0.4a - 5, gix) = 0.3a - 3 

72. fix) = 8 + 1.5a - 0.4.r. gix) = -0.2a + 5 

73. £,Como podrla caracterizar a la relacion entre/ g y m en 
los problemas del 67 al 72? [Sugerencia: Vease el problema 

89 en el ejercicio 2-4.] 

^Como podria caracterizar la relacion entre fgyncn los 
problemas del 67 al 72? [Sugerencia: Vease el problema 

90 en el ejercicio 2-4.] 


APLICACIONES ^ 

75. Millas recorridas de un neumatico. Una fabrica de 
neumaticos para automovil recopila en la tabla 1 los datos 
que relacionan la presion del neumatico a, en libras por 
pulgada cuadrada (lb/pulg 2 ) y las millas recorridas, en miles 
de millas. 


TABLA 1 


X 

28 

30 

32 

34 

36 

Millaje 

45 

52 

55 

51 

47 


Un modelo matematico para estos datos esta dado por 
fix) = -0.518a- 2 + 33.3a - 481 


(A) Complete la tabla 2. Redondee los valores de fix) a 
una cifra decimal. 


TABLA 2 


X 

28 

30 

32 

34 

36 

Millaje 

45 

52 

55 

51 

47 

Ax) 






(B) Trace la grafica de/y los datos de las millas recorridas 
en los mismos ejes. 

(C) Use los valores de la funcion de modelacion redon- 
deado a dos cifras decimales para calcular las millas 
recorridas por un neumatico que tiene presion de 31 
lb/pulg 2 . Y para 35 lb/pulg 2 . 

0>) Describa brevemente la relacion entre la presion y las 
millas recorridas. 

76. Produccidn de automoviles. La tabla 3 enumera la 
produccion total de vehiculos de la compania General 
Motors de Estados Unidos en millones de unidades de 1989 
a 1993. 


TABLA 3 


Ano 

89 

90 

91 

92 

93 

Producci 6 

4.7 

4.1 

3.5 

3.7 

5.0 


Un modelo matematico para los datos de produccion de la 
compania General Motors esta dado por 

fix) = 0.33a 2 - 1.3a + 4.8 

donde a = 0 corresponde a 1 989. 

(A) Complete la tabla 4. Redondee los valores de a a una 
cifra decimal. 


TABLA 4 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

Producci 6 

4.7 

4.1 

3.5 

3.7 

5.0 

Ax) 






(B) Trace la grafica de/y los datos de produccion en los 
mismos ejes. 

(C) Use los valores de la funcion del modelo f redondee 
a dos ciffas decimales para calcular la produccion en 
1994 y en 1995. 

Describa en forma verbal la produccion de General 
Motors de 1989 a 1993. 
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77. Fi'sica: fuerza de iin resorte. La ley de Hooke establece 
que la relacion entre el alargamiento s de un resorte y el 
peso H’ que causa el alargamiento es lineal (un principio en 
el cual se basa la construccion de las basculas de resortes). 
Un peso de 10 libras estira un resorte una pulgada, mientras 
que cuando no hay peso el alargamiento es cero. 

(A) Encuentre una funcion lineal f s = f(w) = mw + b 
que represente esta relacion. [ Sugerencia: Los puntos 
(10, 1) y (0, 0) no estan en la grafica de/]. 

(B) Encuentre/(15) y/(30); es decir, el alargamiento del 
resorte para pesos de 15 y 30 libras respectivamente. 

(C) ^Cual es la pendiente de la grafica de/? (La pendiente 
indica el aumento en el alargamiento por cada libra 
de aumento en peso.) 

(D) Grafique/para Osws 40. 

78. Negocios y depreciation. Una compafiia compro una 
computadora electronica en S20 000 y supuso que su va¬ 
lor de recuperacion es de $2 000 despues de 10 anos. Su 
valor se deprccia linealmente de $20 000 a $2 000. 

(A) Encuentre la funcion lineal f.V— J{t) que rclaciona al 
valor V, en dolares, con cl tiempo t en anos. 

(B) Encuentre/(4) y/(8), los valores de la computadora 
despues de 4 y 8 anos respectivamente. 

(C) Encuentre la pendiente de la grafica de/ (La pendiente 
indica la diminution cn el valor por ano.) 

(D) Grafiquc / para 0 <fs 10. 

79. Comisiones por ventas. Un vendedor de aparatos recibe 
un salario base de $200 a la semana y una comision del 
4% por todas las ventas de $3 000 que hace durante la 
semana. Ademas, si las ventas por semana son de $8 000 o 
m&s, el vendedor recibe un bono de $100. Si jc representa” 
las ventas por semana (cn dolares), expresc los ingresos 
por semana E(x) como una funcion de x, y trace su grafica. 
Identifiquc cualquier punto de discontinuidad. Encuentre 
E (5 750) y E {9 200). 

80. Cargos por servicio. En los fines de semana y dias feriados, 
un servicio de emergencia de plomcria cobra $2.00 por 
minuto para los primeros 30 minutos de un servicio a 
domicilio y $1.00 por minuto por cada minuto adicional. 
Si x representa la duration de un servicio a domicilio en 
minutos, exprese el cargo total del servicio 5(x) como una 
funcion dex, y trace su grafica. Identifique cualquier punto 
de discontinuidad. Encuentre 5(25) y 5(45). 

81. Construccion. Se va a construir una perrera rectangular 
con 100 pies dc malla. 

(A) Si x representa el ancho de la perrera, exprese su area 
A(x) en terminos de x. 

(B) Considerando las limitaciones fisicas, ^cual es el 
dominio de la funcion Al 

(C) Grafique la funcion para este dominio. 

(D) Determine las dimensioncs del rectangulo que va a 
formar el area maxima. 

82. Construccion. Trabaje nuevamente con cl problema 81, 
pero ahora suponga que se va a usar una cerca que ya existe 
para un lado del corral. (Sea x = Ancho; vease la figura). 



Ciencias de la computacion. Sea//) = 10[0.5 + x/10j. 
Evalue/en4, -4,6, —6,24,25,247, —243, —245y -246. 
^Que operacion realiza esta funcion? 

Ciencias de la computacion. Sea/x) = 100[[0.5 + x/lOOj. 
E value /en 40, -40, 60, -60, 740, 750, 7 551, -601, 
-649 y -651. i,Que operacion realiza esta funcion? 

*85. Ciencias de la computaci6n. Use la funcion del entcro 
mas grande para definir una funcion /que redondcc a los 
numeros reales al centesimo mas cercano. 

*86. Ciencias de la computacion. Use la funcion del entero 
mas grande para definir una funcion /que redondee los 
numeros reales al milcsimo mas cercano. 

Cargos por entrega. Un servicio de entrega de paquetes 
por todo cl pais carga $15 por la entrega noctuma dc 
paquetes que pesan una libra o mcnos. Cada libra de mas 
(o fraccion) cuesta $3. Sea C(x) el cargo por entrega 
noctuma de un paquete que pesa x libras. 

(A) Escriba una definicion por partes de C para 0 < x £ 6, 
y trace a mano la grafica de la funcion C. 

(B) ^,Puede usarse la funcion/definida por/(x)= 15 + 
3 lx] para calcular los cargos pongntrega para toda x, 
0<x<6? Justifique su respuesta. 

Cargos de telefonos. Se han cargado llamadas de los 
numeros 900 a un usuario. Una linea con el numero 900 
que proporciona consejos y sugerencias para juegos de 
video, cobra $4 por el primer minuto de la llamada y $2 
por cada minuto adicional (o fraccion de este). Sea C(x) cl 
cargo para una llamada de x minutos. 

(A) Escriba una definicion por partes de C para 0 < x £ 
6, y dibuje a mano la grafica de C. 

(B) ( ',Puede usarse la funcion/ definida por /(x)= 4 + 
2 [x] para calcular los cargos para toda,t,0<xS 6? 
Justifique su respuesta. 

89. Renta de autos. Una agencia de renta de autos renta 300 
automoviles diarios a una tarifa de $40 por dia. Por cada 
S1 de aumento en la tarifa se rentan cinco autos mcnos. <,A 
que tarifa se tendrian que rentar para producir cl maximo 
ingreso? ^Cuanto es el ingreso maximo? 

**90. Ingresos por rentas. Un hotel de Las Vegas con 400 cuartos 
se llena cada noche a toda su capacidad a $70 por 
habitation. Por cada $ 1 de aumento en la renta, se rentan 
cuatro cuartos menos. Si en cada cuarto rentado se gastan 
$ 10 en servicios por dia, ^.cuanto deberia cobrar el gerente 
por cada cuarto para maximizar la ganancia? ^Cuanto es 
la maxima ganancia? 
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**91. Fisica. Un acrobata esta planeando saltar en motocicleta 
dc una rampa a otta como se ilustra en la figura. Las rampas 
miden 10 pies de altura, y la distancia entre ambas es de 80 
pies. La trayectoria de la motocicleta en el aire csta dada 
por la grafica de 



donde v es la velocidad de la motocicleta en pies por 
scgundo cuando esta deja la rampa. 


**92. Fi'sica. La trayectoria que sigue un acrobata de circo cuando 
es disparado por un canon esta dada por la grafica de la 
funcion 


/W " , “TS X> 


Tanto el canon como la malla estan a 10 pies de altura 
(vease la figura). 

m 



(A) ^Con que rapidez debe viajar la motocicleta cuando 
deja la rampa para seguir la trayectoria que se ilustra 
en la figura? 

(B) <-;,Cual es la altura maxima que alcanza la motocicleta 
cuando sigue esta trayectoria? 


(A) lA que distancia del canon debe estar el centre de la 
malla para que el acrobata caiga en ese lugar? 

(B) ^Cual es la altura maxima; con respecto al suelo, que 
alcanza cl acrobata? 





seccion Combinacion de funciones 


Operaciones en funciones 
Composicion 


Funciones elementales 


Desplazamientos horizontales y verticales 
Reflexiones, expansiones y contracciones 


v 

Si dos funciones fy g estan definidas para todos los numeros reales x, y si f(x) y g(x) 
son ambos numeros reales, entonces es posible realizar operaciones numericas reales 
como la suma, resta, multiplication o division con f(x) y g(x). Ademas, si g(x) es un 
numero en el dominio de ( entonces tambien es posible evaluar a /en g(x). En esta 
seccion se vera como efectuar operaciones en los valorem de las funciones que se pue- 
dan usar para definir operaciones en las mismas funciones. Tambien se investigan las 
implicaciones graficas de algunas de estas operaciones. 


• Operaciones en 
funciones 


Las funciones fy g dadas por 

f(x) = 2x + 3 


y g(x) = x 2 - 4 


estan definidas para todos los numeros reales. Asi, para cualquier numero real x se 
pueden realizar las siguientes operaciones: 


f(x) + g(x) = 2x + 3+ .v z -4 = x 2 + 2x— 1 
f(x) — g(x) = 2x + 3 - (x 2 - 4) = — j» t- 2x + 7 
f(x)g(x) = (2x+ 3KX 1 - 4) = 2X 3 + 3X 2 - 8x - 12 
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2 Crlficas y funciones 


DEFINICION 1 


EjEMPLO 1 


Solucion 


Para x A ±2 se puede tambien formar el cociente 


fix) _ lx + 3 
£(x) x 2 - 4 


.v * ±2 


Observe que el resultado de cada operacion es una nueva funcion. Asi, se tiene 


Suma 
Diferencia 
Producto 

Cociente 

Observe que la suma, diferencia y producto de funciones estan definidas para todos los 
valores de x, como se hizo con /y g, pero el dominio de la funcion cociente debe ser 
restringido a excluir aquellos valores donde g(x)= 0. 


(/ + g)W = fix) + gix) = x 1 + 2x - 1 
if ~ g)U) = fix) - ,?(a) = -x 2 + lx + 7 
ifg)ix) = fix)g(x) = 2x 3 + lx 2 - 8.V - 12 
fix) lx + 3 


- W= , , 
\§J gix ) 


a 2 - 4 


a A ±2 


Operaciones en funciones 

La suma, diferencia, producto y cociente de las funciones fy g son las funcio¬ 
nes definidas por 


if + g)i x ) = fix) + gix) Funcion suma 

if~ g)( x ) - fix) ~ gix) Funcion diferencia 

ifg)i x ) = fix)gix) Funcion producto 

(— |(a) = ——— gix) A 0 Funcion cociente 

' g) gix) 

Cada funcion esta definida en la interseccion de los dominios de/y g, excepto 
que los valores de x donde gix) = 0 se deben excluir del dominio de la funcion 
cociente. 


Determinacion de las funciones suma, rfsta, producto y cociente 

Sea fix) = V4 -Ay gix) = V3 + x. Encuentre las funciones / + g,f— g,fg y fig, y 
encuentre sus dominios. 

if + g)ix) = fix) + gix) = V4 - a + V3 + A 
if ~ g)i x) = fix) ~ gix ) = V4 - a - V3 + A 
ifg)ix) =fix)gix) = V'4 - aV3 + a 
= V(4 - a)(3 + a) 


= V12 + a - x 2 
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f\ f(x) V4^ A T~v 

,g) y g(x) A 3 + a: V 3 + x 


Dominio de f Los dominios de/y g son 


I I 1-4—H—I H— — I — I —*-x 
o 


Dominio de/ * 5 4 o (-*>, 4] 


_ ... Dominio de g: x > — 3 o 3, cc) 

Dominio de g 6 1 ’ ’ 

+- H I I i • i M M x La intersection de estos dominios es 

3 0 4 


Dominio de f + g, f - g, y fg 

HH-H-H -M-- I I > < 

o 


Dominio de — 

9 

4—I—t I I I I I I ■"—I—I—►x 

0 4 


(-*, 4] n [-3, *) = [- 3 , 4 ] 

fiste es el dominio de las funciones f + g,f~ gyfg- Comog(-3) = 0 ,x = —3 este 
punto se debe excluir del dominio de la funcion cociente. Asi, 

f 

Dominio de —: (- 3, 4) 
g 


Problema seleccionado 1 Sean/(*) = \/x y g(x) = VlO — x. Encuentre las funciones/ + g,f — g, fg y f/g, y 

encuentre sus dominios. 


■ Com position Considere la funcion h dada por la ecuacion - / J 

_ i y?r ', 

h(x) = V2v + 1 x ] 

Dentro del radical hay un polinomio de primer grado que define a una funcion lineal. 
Como la funcion h es en realidad una combinacion de una funcion raiz cuadrada y de 
una funcion lineal. Esto se puede ver mas claramente como sigue. Sea 


m = lx + 1 = g(x) 
y = V« =f(u) 

Entonces 


h(x) = /[^W] 


Se dice que la funcion h esta compuesta por dos funciones fy g. (Hablando vaga- 
mente, se puede pensar que h es una funcion de una funcion.) i,Que se puede decir 
acerca del dominio de h dados los dominios de/y g? Formando la funcion compuesta 
h(x) ^/[gC*)]: x debe estar restringida a que x este en el dominio deg yg(*) este en 
el dominio de / Puesto que el dominio de/ donde f(u) = V u, es el conjunto de todos 
los numeros reales no negativos, se ve que g(x) debe ser no negativo; es decir, 

g(x) ^ 0 

2x + 1 & 0 


Asi, el dominio de h es este dominio restringido de g 
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2 Craficas y funciones 


Un si'mbolo de funcion especial se usa frecuentemente para representar a la fun- 
cion compuesta de dos funciones, las cuales se definen en terminos generales de la 
siguiente manera. 


DEFINICION 2 Funciones compuestas 

Dadas las funciones fyg, entonces fog se llamada compuesta y se define por la 
ecuacion 

if ° g)(x) =f[g(x )] 

El dominio de/o g es el conjunto de todos los numeros reales * en el dominio de 
g donde g(x) est£ en el dominio de f 

Como consecuencia inmediata de la definicion 2, se tiene (vease figura 1): 

El dominio de / o g es siempre un subconjunto del dominio de g, y el 
rango de/o g es siempre un subconjunto del rango de/. 



Dominio g Rango g Dominio f Rango f 





Determinacion de la composicion de dos funciones 

Encuentre (f ° g)(jc) y (go f)(x) y sus dominios para f(x) = x w y g(x) =3x 4 — 1. 






Solucion 


(f°g)(x) = flgix)] = /( 3 a - 4 - 1 ) = ( 3 .x 4 - l ) 10 
ig •/)(*) = glfix )] = g(x'°) = 3 (x 10 ) 4 - 1 = 3* 40 - 1 


SW(p -) M ^ ^ 

J, jit It ; K* -i) e ^ 


Las funciones fyg estan definidas para todos los numeros reales. Si x es cualquier 
numero real, entonces x esta en el dominio de g, g(jc) esta en el dominio de f y, en 
consecuencia, x est& en el dominio de/° g. Asi, el dominio de/o g es el conjunto de 
todos los numeros reales. Usando razonamientos similares, el dominio g °/tambien es 
el conjunto de todos los numeros reales. 


Encuentre {f ° g)(x) y (go f)(x) y sus dominios para f(x) = 2x + 1 y g(x)= (x - l)/2. 


Si dos funciones estan definidas para todos los numeros reales, entonces 
tambien lo esta su composicion. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 Verifique que si /(x) = 1/(1 - 2x) y g(x) = 1/x, entonces (/ ° g)(x) = x/(x — 2). 

Claramente fo g no esta definido en x = 2. ^Hay algunos otros valores de x donde 
fo g no esta definido? Explique. 


Si alguna funcion en una composicion no esta definida para algunos numeros 
reales, entonces como se ilustra en el ejemplo 3, puede ser que el dominio de la compo¬ 
sicion no sea el que penso primero que seria. 


EJEMPLO 3 Determinacion de la composicion de dos funciones 


* 


0 o 

> 7 / ^ 


Encuentre (f o g)(x) y su dominio para f(x) = V4 — x 2 y g(x) = V3 — x. V 7 ~ 

yL 2 

Solucion Se empieza por establecer los dominios de/y g, como una buena practica en cualquier 
problema de composicion: 

Dominio/ —2 <, x <, 2 o [—2,2] 


^ (,<?<*■>) 


Dominio g: x S 3 


(-*, 3] 


A 


Ahora se encuentra la composicion: 

(f°g)(x)=f[g(x)]=f(VT r x) 


X - 




" 7 / 


9 






= V4 - (V3 - A -) 2 


= V4 - (3 - x) 


Pf " O ^ > 

(ViY = t,t*o J A + x 


= VT + x 




rD 


V 


' "X (3 

Aun cuando V1 + a esta definida para toda x > - 1, se debe restringir el dominio de 
f° g a aquellos valores que tambien estan en el dominio de g. Asi, 




Dominio/o g: a ^ -1 yxS 3 o [—1,3] 

tw 


Problema seleccionado 3 Encuentre (/ o g)(x) y su dominio para /( a ) = V 9 — a 2 y g(x) = Vj - 1. 

x - A V o 

- 




X >,A 


a- V/ 
4- , 


PRECAUCION 

/■§ 


\)V — x A A 1 

El dominio de/° g no siempre se puede determinar examinando simplemente la 
forma final de if ° g)(x). Cualesquiera de los numeros que estan excluidos del 
dominio de g deben ser excluidos tambien del dominio de/° g. 




0 




/ 


r *> ' I 




\\ 0 - X 


// 




En calculo, este no solo es importante para poder encontrar la composicion de dos 
funciones, sino tambien para reconocer cuando una funcion dada es la composicion de 
dos funciones mas simples. 




vo - * 


/ V > 


o 
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2 Graficas y funciones 


EJEMPLO 4 Reconocimiento de formas compuestas 

Exprese h como una composition de dos funciones mas simples para 

h{x) = (3x + 5) 5 cV) 

Solucion Si se hace que /(a) = a s y g(x ) = 3a + 5, entonces 

h{x) = (3x + 5) 5 = /(3a + 5) = /[*(a)] = (/° >? )(a) 
y se ha expresado h como la composicion de/y g. 

Exprese h como una composicion de la funcion raiz cuadrada y una funcion lineal para 
h(x) = V4a - 7. 


* Funciones Las funciones 

elementales 

g(A) = x 2 - 4 h( a) = (a - 4) 2 k(x) = -4a 2 

pueden obtenerse de la funcion /(a) = a 2 realizando operaciones simples en / 

g(x) = /(a) - 4 h(x) = /(a - 4) k{x) = -4/(a) 

Se concluye que las graficas de funciones g,hyk estan muy relacionadas con la grafica 
de la funcion/ Antes de explorar relaciones de este tipo, se quiere identificar algunas 
funciones elementales, resumir sus propiedades basicas, e incluirlas en nuestra biblio- 
teca de funciones elementales. La figura 2 muestra seis funciones basicas que se pue¬ 
den encontrar con frecuencia. Si usted conociera la definition, dominio y rango de 
cada una podria trazar sus graficas. 


FIGURA 2 Algunas funciones 
basicas y sus graficas. [Nola: Las 
letras usadas para designar estas 
funciones pueden variar 
dependiendo del contexto; R es el 
conjunto de todos los numeros 
reales.] 


f(x) 3(a) b(x) 



Funcion identidad Funcion valor absoluto Funcion cuadrada 

f(x) = x 3(a) = IaI h(x) = a 2 

Dominio: R Dominio: R Dominio: R 

Rango: R Rango: [0, ») Rango: [0, =°) 

(a) (b) (c) 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Soluciones 


m(x) 



n(x) 



P(x) 



Funcion cubica 
m(x) = x 3 
Dominio: R 
Rango: R 
(d) 


Funcion rafz cuadrada 
n(x) = y/x 
Dominio: [0, oo) 
Rango: [0, 

(e) 


Funcion rafz cubica 
g(x) = </x 
Dominio: R 
Rango: R 

CO 


i,Como son las graficas dey = (/+ g)(x),y = (fg)(x), yy = if °g)(x) relacionadas con 
las graficas de y = fix) y y = g(x)l En general, esta es una pregunta dificil de contestar. 
Sin embargo, si g se elige como una funcion muy simple, tal como g(x) = k o g(x) = x 
+ h, entonces se pueden establecer algunas relaciones muy utiles entre la grafica dey 
=f(x) y las graficas dey = f(x) + k,y = kf{x), yy = /( x + h). A la grafica obtenida al 
realizar una de estas operaciones sobre una funcion/se le conoce como transforma- 
ci6n de la grafica de y = fix). 


Sea f{x) = |*|. 

(A) Grafique y = fix) + k para k = -2, 0 y 1 simultaneamente en el mismo 
sistema coordenado. Describa la relacion entre la grafica dey = fix) y la gra¬ 
fica de y = fix) + k para k, cualquier numero real. 

(B) Grafique y = fix + ft) para h = — 2, 0 y 1 simultaneamente en el mismo 
sistema coordenado. Describa la relacion entre la grafica dey = fix) y la gra¬ 
fica dey = fix + h) para h cualquier numero real. 


Desplazamientos vertical y horizontal 

(A) ^Como son las graficas dey = x 2 + 2 y y = x 2 - 3 relacionadas con la grafica de 
y = x 2 ? Confirme su respuesta graficando estas tres funciones simultaneamente 
en el mismo sistema coordenado. 

(B) ^Como son las graficas dey = (x + 2) 2 yy = (x — 3) 2 relacionadas con la grafica 
de y = x 2 ? Confirme su respuesta graficando estas tres funciones simultanea¬ 
mente en el mismo sistema coordenado. 

(A) La grafica dey = x 2 + 2 es igual a la grafica dey =x 2 desplazada dos unidades, 
y la grafica dey = x 2 - 3 es igual a la grafica dey = x 2 desplazada tres unidades 
hacia abajo. La figura 3 confirma estas conclusiones. [Ahi se ve que la grafica de 
y = /(*)+ k es la grafica dey = /(x) desplazada hacia arriba si k es positiva y 
hacia abajo si k es negativa. ] 
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2 Graficas y funciones 


FIGURA B Desplazamientos 
verticales. 


FIGURA 4 Desplazamientos; 
horizontales. 


Problema seleccionado 5 


EJEMPLO 6 



(B) La grafica de y = (.t + 2) 2 es igual a la grafica de y = x 2 desplazada hacia la 
izquierda dos unidades, y la grafica de y = (x - 3) 2 es igual a la de y = x 2 
desplazada hacia la derecha tres unidades. La figura 4 confirma estas conclusio- 
nes. Ahi se ve que la grafica dey = f(x + h) es la grafica dey = f(x) desplazada 
hacia la derecha si h es negativa y hacia la izquierda si h es positiva (lo opuesto de 
lo que se esperaba). 


y 



= (* 


(A) ^Corno son las graficas dey = \/x + 3 yy = xjx - 1 relacionadas con la grafica 
dey = V-f? Confirme su respuesta graficando las tres funciones simultaneamen- 
te en el mismo sistema coordena do? 

(B) ^Como son las graficas dey ='Vx + 3 yy = Vjc - 1 relacionadas con la grafica 
de y = Vx? Confirme su respuesta graficando estas tres funciones simultanea- 
mente en el mismo sistema coordenado. 


Comparando a la grafica dey = f(x) + k con la grafica dey = f(x), se observa que 
la grafica de y = f(x)+ k se puede obtener de la grafica de y = j\x) al trasladar 
verticalmente (desplazamiento) a la grafica de esta ultima, k unidades hacia arriba si k 
es positiva y k unidades hacia abajo si k es negativa. Comparando la grafica dey =f(x 
+ h ) con la grafica de y = f(x), se observa que la grafica de y = fix + h ) puede 
obtenerse de la grafica y = fix) al trasladar horizontalmente (desplazamiento) a la 
grafica de esta ultima h unidades hacia la izquierda si \h\ es positiva y h unidades hacia 
la derecha si h es negativa. 


Traslaciones verticales y horizontales (desplazamientos) 

Las graficas de la figura 5 son desplazamientos horizontales o verticales de la grafica 
de fix) = ]x|. Escriba las ecuacioncs apropiadas para las funciones H. G, M y N en 
terminos de/ 
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Desplazamientos 
verticales y horizontales. 




Soluddn Las funciones H y G son los desplazamientos verticales dados por 


HQ c) = |jc| - 3 
G(x) = \x\ + 1 


Las funciones My N son los desplazamientos horizontales dados por 

Af( x) = \x + 2| 

NQc) = \x - 3| 


Problem a seleccionado 6 Las graficas en la figura 6 son desplazamientos horizontales o verticales de la grafica 

de f(x) = x 3 . Escriba las ecuaciones apropiadas para las funciones H, G, M y N en 
terminos de f 


Desplazamientos 
verticales y horizontales. 




• Ref lexiones, Ahora se investigara como la grafica dey = Af(x) esta relacionada con la grafica de v = 
fix) para diferentes numeros reales A. 

contracciones 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 (A) Grafique y = AVx para A = 1,2 y j simultaneamente en el mismo sistema 

coordenado. 

(B) Grafique y ~ A^/x para A = - 1, — 2 y — f simultaneamente en el mismo 
sistema coordenado. 

(C) Describa la relacion entre la grafica de h(x) = Vx y la grafica de G(x) = 
AVx para cualquier numero reaM. 
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2 Graficas y funciones 


Comparando la grafica dey = Af(x) con la grafica dey = f(x), se observa que la 
grafica dey = Af(x) se puede obtener de la grafica dey = f(x) al multiplicar cada valor 
de la ordenada de esta ultima por ,4. El resultado es una expansion vertical de la grafi¬ 
ca dey = f(x) si/1 > 1, una contraccidn vertical de la grafica dey = f(x) si 0 <A < 1, 
y una reflexidn con respecto al eje x si ^4 = -1. 


EJEMPLO 7 Reflexiones, expansiones y contracciones 


(A) ^Cdmo son las graficas dey = 2^/xyy = 0.5^x relacionadas con la grafica de 
y = Confirme su respuesta graficando estas tres funciones simultaneamente 
en el mismo sistema coordenado. 

(B) ^Como es la grafica dey = -2\J / x relacionada con la grafica dey = >$&? Confir¬ 
me su respuesta graficando ambas funciones simultaneamente en el mismo siste¬ 
ma coordenado. 


Solucion (A) La grafica de y = 2^/x es una expansion vertical de la grafica de y = -tyx por el 
factor de 2, y la grafica dey = 0.5^x es una contraccion vertical de la grafica de 
y = 'i/x por un factor de 0.5. La figura 7 confirma esta conclusion. 


FIGURA 7 Expansi6n y 
contraccion vertical. 



FIGURA 8 Reflexi6n y 
expansion vertical. 


(B) La grafica dey = —2^/x es una reflexion en el eje x y una expansion vertical de 
la grafica de y = ^/x. La figura 8 confirma esta conclusion. 

y 



Problema seleccionado 7 (A) ^Como son las graficas dey = 2x y y = 0.5x relacionadas con la grafica dey = x? 

Confirme su respuesta graficando estas tres funciones simultaneamente en el 
mismo sistema coordenado. 

(B) iComo es la grafica dey = -0.5x relacionada con la grafica dey = x? Confirme 
su respuesta graficando ambas funciones en el mismo sistema coordenado. 
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Las diferentes transformaciones antes consideradas estan resumidas en el siguien- 
te cuadro para una facil referenda: 


FIGUB Transformaciones 
de la grafica. 


Y 



(a) Traslacion vertical 


Transformaciones de graficas (resumen) 

Traslacion vertical [vbase figure 9(a)]: 

*> 0 

k<0 


y=Ax) + k 


Desplazamiento de la grafica de y = fix) 
k unidades hacia arriba 


Desplazamiento de la grafica dey = /(: x) 
|£| unidades hacia abajo 


Traslacion horizontal [vease figura 9(b)]: 

h>0 
h< 0 


y=Ax + h) 


Desplazamiento de la grdfica de y = fix) 
h unidades hacia la izquierda 
Desplazamiento de la grifica de>> = fix) 
|/i| unidades hacia la derecha 


Reflexibn [vease figura 9(c)]. 


y - —fix) Grafica reflejada dey = f{x) en el eje x 
Expansibn y contraccibn vertical [vease figura 9(d)] 


v = Afix) 


A > 1 Expansibn vertical de la grafica de y - fix) 

multiplicando cada valor de la ordenada por A 
0 <A < 1 Contraccibn vertical de la grafica dey = fix) 
multiplicando cada valor de la ordenada por A 


g y f h 
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g(x) = f(x+ 3) 
h(x) = Kx-2) 

(b) Traslacion horizontal 



(c) Reflexion 



g(x) = 2 fix) 
hix) = 0.5 fix) 

(b) Expansion y contraccion 


EXPLORACION Y ANALISIS 4 Use un dispositivo de graficacion para explorar la grafica dey = A(x + h) 2 + k para 

diferentes valores de las constantes A, h y k. Analice como relaciona la grafica dey 
= A(x + h) 2 + k con la grafica dey = x 2 . 

— 
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Combinacion de transformaciones graficas 

La grafica de y = g(;c) en ia figura 10 es una transformacion de la grafica de v = x 2 . 
Encuentre una ecuacion para la funcion g. 

FIGURA 10 


Solucion Para transformar la grafica dey = .r 2 [vease figura J 1(a)] en la grafica dey = g(x), 
primero se refleja la grafica de_y = x 2 en el eje.r [vease figura 11 (b)], despues desplacela 
dos unidades a la derecha [vease figura 11(c)]. Asi una ecuacion para la funcion g es 

g(x) = -(x - 2) 2 




La grafica dey = h{x) en la figura 12 es una transformacion de la grafica dey = x 3 . 
Encuentre una ecuacion para la funcion h. 




2-5 Combinacion de funciones 


177 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. if+ g)(x)\F= Vx + VlO g)(x) = Vx - VIo -X, (/g)(x) = VlOx-x 2 , 

(/?g)(x) =V x(10 - x); las funciones/ + g,/— g. y/gtienen dominio [0, 10], el dominio de/'ges [0, 

10 ) 

2. (/■ o g)(x) = x, dominio = (-«,») 

(g oy)(x) = x, domini o = (—»,*)' 

3. (J o g)(x) = VlO — x, dominio x 5 1 y x S 10 o [ 1, 10] 

4. /;(x) = [fa g)(x), donde fix) = Vx y g(x) = 4x - 7 

5. (A) La grafica de y = Vx + 3 es la misma que la grafica de y = Vx desplazada tres unidades hacia 

arnba. y la grafica de y = Vx - 1 es igual a la grafica de y = V x desplazada una unidad ha¬ 
cia abajo. La figura confirma estas conclusiones. 

(B) La grafica de v = Vv + 3 es igual a la grafica dey = Vx desplazada tres unidades a la izquierda. 
y la grafica dc y = Vx — 1 es igual a la grafica dey = Vx desplazada una unidad a la derecha- La 
figura confirma estas conclusiones. 


Y V 



6. G(x) = (x + 3) 3 , H(x) = (x - l) 3 , M(x) = x 3 + 3, N{x) = x 3 - 4 

7. (A) La grafica dey = 2x es una expansion vertical de la grafica dey = x, y la grafica dey = 0.5x es 

una contraccion vertical de la grafica dey = x. 

(B) La grafica de v = —0.5x es una contraccion vertical y una reflexion en el ejex de la grafica dey 
= x. La figura confirma esta conclusion. 



8. La grafica de una funcion h es una reflexion en el eje x y una traslacion horizontal de tres unidades a 
la izquierda de la grafica dey = x 3 . Una ecuacion para h es h(x) — — (x + 3) 3 . 


EJERCICIO 



I 


A _ 

Sin volver a revisar el texio, indique el dominio y el rango de 
cada una de las siguienies funciones. (Puede ser util hacer 
trazos burdos en hojas sueltas.) 

1. h(x) = - Vx 2. mix) = -Vx 3. g(x) = -2X 2 

4. fix) = -0.5 \x\ 5. Fix) = -0.5X 3 6. G(x) = 4X 3 


En los problemas del 7 al 12, para las funciones indicadas fy 
g, encuentre los dominios def + g,f— g,fgy fi'g, y encuentre 
sus dominios. 

7. fix) = 4x; g(x) = x + 1 

8. fix) = 3x; g(x) = x - 2 

9. f(x) = 2X 2 ; g(x) = x 2 + 1 
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10. fix) = 3x; g(x) - x 2 + 4 

11. f{x) = 3x + 5; gix) = x 1 - 1 

12. fix) = 2x - 7; *(x) = 9-r ? 

En los problemas del 13 al 18, para las funciones indicadasfy 
g, encuentre las funciones f°gyg°fy sus dominios. 

13. fix) = x 3 ; gix) = x 2 - x + 1 

14. fix) = x 2 ; gix) = x 3 + 2x,+ 4 

t 

15. fix) = |x + 1); gix) = 2x + 3 ^ 

16. fix) - |x - 4|; gix) = 3x + 2 

17. /(x) = x w ; g(x) = 2x 3 + 4 

18. /(x)=x M ; g{x) = 8 - x 3 

Los problemas del 19 al 30 se refieren a las funciones f y g i 
dadas por las graficas de abajo (el dominio de cadafuncion es 
[~ 2 . 2 ]). 

Use la grafica de f o g, que sea necesaria, para graficar cada 
funcion dada. 


37. fix) = V2 -x; gix) = v7T3 

38. fix) = Vx + 4; gix) = V3 - x 

39. /(x) = Vx + 2; gix) = Vx - 4 

40. fix) = 1 - Vx; gix) = 2- Vx 

41. fix) = Vx 2 + x - 6; gix) - V7 + 6x - x 2 

42. /(x) = V8 + 2x - x 2 ; g(x) = Vx 2 - 7x + 10 

.fin /os problemas del 43 al 48, para las funciones indicadas fy 

J i encuentre las funciones f 0 gy g°f y sus dominios. 

3. fix) = Vx; gix) = x - 4 
4. fix) = Vi; gix) = 2x+5 


|/45. /(x) = x + 2; gix) = ^ 

46. fix) = x - 3; g(x) = ^ 

47. fix) = |x|; gix) = 


fix) gix) 



48. fix) = |x — l|; 8 ix) = t 

Cada grafica de los problemas del 49 al 54 es el resultado de 
aplicar una secuencia de transformaciones a las graficas de 
una de las seis funciones basicas en lo figura 2. Identifique la 
funcion basica y describa verbalmente la transformacion. Es- 
criba una ecuacion para la grafica dada. 

s*' Compruebe sus ecuaciones en los problemas del 49 al 54 
graficando cada una con un dispositivo de graficacidn. 


19. fix) + 2 20. gix) - 1 21. gix) + 2 

22. fix) - 1 23. fix - 2) 24. gix - 1) 

25. gix + 2) 26. fix - 1) 27. -fix) 

28. -gix) 29. 2g(x) 30. \fix) 

B _ 

En los problemas del 31 al 36, indique como se relaciona la 
grafica de cada funcion con la grafica de una de las seis funcio¬ 
nes basicas de la figura 2. Trace una grafica de cada funcion. 



Compruebe sus descripciones y graficas del problema del 31 
a! 36 graficando cada funcion con un dispositivo de graficacidn. 

31. gix) = - |x + 2| 32. hix) = - |x - 4| 

33. fix) = (x - 2) 2 - 4 34. mix) = (x + l) 2 + 3 

35. fix) = 4 - 2Vx 36. g(x) = -2 + 3^x 

En los problemas del 37 al 42, para las funciones indicadas fy 
g, encuentre las funciones f + g.f— g.fgy fig, y encuentre sus 
dominios. 
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En los problemas del 55 al 60, la grafica de la funcion g se 
forma aplicando la secuencia indicada de las transformacio- 
nes a la funcion dada f. Encuentre una ecuacion para la fun¬ 
cion gy la grafica de gusando — 5^x^5y~5^y^5. 

55. La grafica de fix) = y/x se desplaza dos unidades a la 
izquierda y tres unidades hacia arriba. 

56. La grafica de fix) = \/x se desplaza tres unidades a la 
derecha y dos unidades hacia abajo. 


57. La grafica de fix) = |x| se refleja en el eje x y se desplaza 
tres unidades a la derecha. 

58. La grafica de fix) = \x\ se refleja en el eje x y se desplaza 
una unidad a la izquierda. 

59. La grafica de fix) = X s se refleja en el eje x y se desplaza 
dos unidades a la izquierda y una unidad hacia arriba. 

60. La grafica de fix) = x 2 se refleja en el eje x y se desplaza 
dos unidades a la derecha y cuatro hacia abajo. 

En los problemas del 61 al 64, use el completar el cuadrado 
para transformar cada funcion cuadrdticaf en la forma fix) = 
C(x + hfi + k donde C. hykson constantes. Indique como se 
relaciona la grafica de fcon la grafica de la funcion p(x) = x-. 
Grafiquey = fix). 

61. fix) = lx 2 - 8* + 4 

62. fix) = lx 2 + 4x - 1 

63. fix) = — jjc 2 + 2x + 1 

64. /(*) = - x + 4 

En los problemas del 65 al 72, exprese h como la composicion 
de dos funciones simples fy g de la forma fix) = x"y g(x) = ax 
■+■ b, donde n es un numero racionaly ay b son enteros. 


65. h{x) = (lx - 7) 4 

66. hix) = (3 - 5 x) 1 

67. hix) = V'4 + 2jc 

68. hix) = V3jc - 11 

69. h(x) = 3x 7 — 5 

70. hix) = 5^+3 

4 

2 

Kx) = ^ + 3 

72. h(x) =-—; + ! 


c_ 

Cada una de las siguientes grdficas implica una reflexion en 
el eje xy/o una expansion vertical o contraccion de una de las 
funciones basicas de la figura 2. Identifique la funcion basica 
y describa la transformacion verbalmente. Escriba una ecua¬ 
cion para la grafica dada. 

Compruebe sus ecuaciones de los problemas del 73 al 76 
graficando cada una con un dispositivo de graficacion. 

73. y 

A, 
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x 2x — 4 

84. fix) =-- g(x) =- 

X — 1 X 

85. /(a) = V25 — x 2 ; g(x ) = V9T7 

86. /(a:) = Vx 2 - 9; g(x) = Vx 2 + 25 

^ En losproblemas del 87 al 90, graflque f(x), /f(x)/y ~lf(x)j en 
ventanas de vision separadas con un dispositivo de graficucion. 

87. fix) = 0.2a 2 - 5 88. fix) = 4 - 0.25a 2 

89. fix) = 4 - 0.1 (a + 2) 3 90. fix) = 0.25(a - l) 3 - 1 

Describa la relation entre las grificas de /(a) y |/(a)| en los 
problemas del 87 al 90. 

Describa la relation entre las graficas de fix) y — [/(x)| en 
los problemas del 87 al 90. 


APLICACIONES 

93. Mercadotecnia. La demanda x y el precio p (en dolares) 
para un cierto producto estan relacionadas por 



En los problemas del 77 al 80, para las funciones indicadas fy 
g, encuentre las funciones f + g,f- g fgyfig, y encuentre sus 
dominios. 


•*=/(/>) = 4 000 - 200p 


El ingreso (en dolares) por la venta de a unidades esta dada 
por 

R(x) = 20a - -i-A 2 
200 


y el costo (en dolares) de production de a unidades esta 
dado por 


C( a) = 10a + 30 000 


Exprese la utilidad como una funcion del precio p. 

94. Mercadotecnia. La demanda a y el precio p (en dolares) 
de un cierto producto estan relacionadas por 

x=fip) = 5 000 - lOOp 


77. fix) = a + i; g(x) = a - ~ x 

78. fix) = a - 1; gix) = x- 

79 </ (A) = 1 -^ ; = 1 + 

80. fix) = a + |x|; g{x) — x |a | 


El ingreso (en dolares) por la venta de a unidades y el costo 
(en dolares) de production de a unidades estan dados, 
respectivamente, por 

Rix) = 50a - ^a 2 y C( a) = 20a + 40 000 

Exprese la utilidad como una funcion del precio p. 

95. Familia de curvas. En calculo, las soluciones de ciertos 
tipos de problemas frecuentemente implican una constante 
no especificada. Por ejemplo, considere la ecuacion 


En los problemas del 81 al 86, para las funciones indicadas fy 
g, encuentre las funciones f 0 gy g °fy sus dominios. 

81. fix) = V4 - a; g(x) = a 2 

82. fix) = Va - 1; gix) = a 2 

A + 5 A 

83. fix) = — gix) = 


donde C es una constante positiva. El conjunto de graficas 
de esta ecuacion para todos los valores permitidos de C se 
llama familia de curvas. En el mismo eje, grafique los 
miembros de esta familia correspondientes a C = 1,2,3 y 4. 
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96. Familia de curvas. Una familia de curvas se define por la 
ecuacion 

> = 2C 

donde C es una constante positiva. En los mismos ejes, 
grafique a los miembros de esta familia correspondientes 
aC = 1,2, 3y4. 

97. Flujo de fluidos. Un tanque cubico tiene cuatro pies por 
lado y esta inicialmente lleno de agua. El agua fluye hacia 
afuera por un orificio en el fondo del tanque con una rapidez 
proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad (vease la 
figura). Usando conceptos avanzados de matematicas y 
fisica, se puede demostrar que el volumen del agua en el 
tanque t minutos despues de que comienza a fluir esta dado 
por 

64 

V(f) = ^r(C-f) 2 OSi<C 

donde C es una constante que depende del tamano del 
orificio. Grafique V(t) para C = 1, C = 2, C = 4 y C = 8. 



98. Evaporaci6n. Un abrevadero con extremos triangulares 
tiene 9 pies de largo, 4 pies de ancho y 2 de profundidad 
(vease la figura). Inicialmente, el abrevadero esta lleno de 
agua, pero debido a su evaporacion el volumen disminuye 
con una rapidez proporcional a la raiz cuadrada del 
volumen. Usando conceptos avanzados de matematicas y 
de fisica, se puede demostrar que el volumen despues de t 
horas esta dado por 

V(f) = ^(r + 6C) J 0s r ^6|C| 

donde C es una constante. Grafique V(t) para C = —4, 
C = —5 y C = —6. 


* 99. Flujo de fluidos. Un cono de papel con diametro de 4 
pulgadas y altura de 4 pulgadas esta inicialmente lleno de 
agua. Se le hace un pequeno hoyo en el fondo y el agua 
comienza a fluir. Sea h y /■ la altura y el radio, respectiva- 
mente, del agua en el cono t minutos despues de que el 
agua empieza a fluir. 


V = ^nr z h 

(A) Exprese r como una funcion de h. 

(B) Exprese al volumen V como una funcion de h. 

(C) Si la altura del agua despues de t minutos esta dada 
por 

hit) = 0.5 Vf 

exprese V como una funcion de t. 

100. Evaporacion. Un abrevadero con extremos triangula¬ 
res tiene 6 pies de largo 4 pies de ancho y 2 de pro¬ 
fundidad. Inicialmente, el abrevadero esta lleno de agua, 
pero debido a la evaporacion el volumen disminuye. 
Sean h y w la altura y el ancho. respectivamentc, del agua 
en el tanque t horas despues de que esta comienza a 
evaporarse. 



(A) Exprese w como una funcion de h. 

(B) Exprese V como una funcion de h. 

(C) Si la altura del agua despues de t horas esta dada por 

h{t) = 2 - 0.2Vlf 




exprese V como una funcion de t. 
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SECCION 


2-6 


Funciones inversas 



Funciones uno a uno 
Funciones inversas 


Muchas relaciones matematicas importantes se pueden expresar en terminos de funcio¬ 
nes. Por ejemplo, 

C = ird = fid) La circunferencia de un circulo es una funcion del diametro d. 


V = s 3 = g(s ) 
d = 1 000 - lOOp = hip) 
9 

F = -C + 32 


El volumen de un cubo es una funcion de su lado s. 

La demanda para un producto es una funcion del precio p. 

La temperatura medida en °F es una funcion de la temperatura 
en °C. 


En muchos casos, lo que interesa es invertir la correspondencia determinada por una 
funcion. Asi, 


J C 

d = - = m(C) 

TT 

S = -tyv = n(V) 


P 

C 


10-~d = r W 


:(F - 32) 


El diametro de un cfrculo es una funcion de la circunferencia C. 

El lado de un cubo es una funcion del volumen V. 

El precio de un producto es una funcion de la demanda d. 

La temperatura medida en °C es una funcion de la temperatura 
en °F. 


Como lo muestran estos ejemplos, invertir la relation entre dos cantidades a menudo 
produce una nueva funcion. Esta nueva funcion se denomina inversa de la funcion 
•original. Mas tarde en este texto se vera que muchas funciones importantes (por ejem¬ 
plo, funciones logaritmicas) estan de hecho definidas como las inversas de otras fun¬ 
ciones. 

En esta seccion se desarrollan las tecnicas para determinar si existe la funcion inver¬ 
sa, algunas propiedades generales de funciones inversas, y metodos para encontrar la 
regia de correspondencia que define la funcion inversa. Un repaso de la seccion 2-3 
probara la utilidad en este punto. 


• Funciones Recuerde la forma del conjunto de la definicion de una funcion: 

uno a uno 

Una funcidn es un conjunto de pares ordenados, con la propiedad de que 
ninguno de los dos pares ordenados tiene la misma primera componente 
y diferentes segundas componentes. 

Sin embargo, es posible que dos pares ordenados en una funcion pudieran tener la 
misma segunda componente y diferentes primeras componentes. Si esto no sucede, 
entonces a esta funcion se ie denomina funcion uno a uno. Resulta que las funciones 
uno a uno son las linicas funciones que tienen funciones inversas. 
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DEFINICION 1 


EJEMPLO 1 


Soluciones 


Funcion uno a uno 

Una funcion es uno a uno si ninguno de los dos pares ordenados en la funcion 
tienen la misma segunda componente y diferentes primeras componentes. 


Para ilustrar este concepto, considere los siguientes tres conjuntos de pares orde¬ 
nados: 


/= 1(0, 3), (0, 5), (4, 7)} 
g = 1(0, 3), (2, 3), (4, 7)} 
h = ((0, 3), (2, 5), (4, 7)] 


El conjunto/no es una funcion, ya que los pares ordenados (0, 3) y (0, 5) tienen la 
misma primera componente y diferentes segundas componentes. El conjunto g es una 
funcion, pero no es una funcion uno a uno debido a que los pares ordenados (0, 3) y (2, 
3) tienen la misma segunda componente y diferentes primeras componentes. Pero el 
conjunto h es una funcion, y es uno a uno. Representando estos tres conjuntos de pares 
ordenados como reglas de correspondence se puede comprender mejor el significado 
de este concepto. 



/ 

g 


h 

Dominio 

Rango 

Dominio 

Rango 

Dominio Rango 


_3 

0- 


0--3 

0 < 

* 5 

2 <r 


2-►3 









7 

4-* 7 


/no es una funcion. g e s una funcion pero h es una funcion 

no es uno a uno. uno a uno. 


Determination de si una funcion es uno a uno 

Determine si /es una funcion uno a uno para: 

(A) fix) = x 2 (B) fix) = 2x - 1 

(A) Para demostrar que una funcion no es uno a uno, todo lo que se tiene que hacer es 
encontrar dos diferentes pares ordenados en la funcion con la misma segunda 
componente y diferentes primeras componentes. Como 

/(2) = 2 2 = 4 y /(-2) = (-2) 2 = 4 

los pares ordenados (2,4) y (—2,4) pertenecen a/ y/no es una funcion uno a uno. 

(B) Para demostrar que una funcion es uno a uno, se tiene que mostrar que ninguno de 
los pares ordenados tenga la misma segunda componente y diferentes primeras 
componentes. Para hacer esto, se supone que hay dos pares ordenados ( a,f(a )) y 
( b,f(b )) en/con las mismas segundas componentes y entonces mostrar que las 
primeras componentes deben tambien ser las mismas. Es decir, se demuestra que 
f(a ) =f(b) implica que a = b. Se precede como sigue: 
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Problema seleccion 


Teorema 1 


FIGUKa 1 lntersecciones de las 
graficas y de las rectas 
horizontales. 


f(a) ~f(b) 

2a - 1 = 2b - 1 
2a = 2b 
a = b 


Suponga que las segundas componentes son iguales. 
Evalue ((a) y f{b). 

Simplifique. 

Conclusion: f es uno a uno. 


De esta manera, por la definition 1,/ es una funcion uno a uno. 


Determine si /es una funcion uno a uno para: 
(A) fix, = 4 — x 2 J (B) fix) - 4 - lx 


/ 


Los metodos usados en la solution del ejemplo 1 se pueden postular como un 
teorema. 


Funciones uno a uno 

1. Si f(a) - f(b) para al menos un par ordenado de valores del dominio ay b, 
a # b, entonces/no es una funcion uno a uno. 

2. Si la suposicion f(a) = f(b) implica siempre que el dominio de los valores a 
y b son iguales, entonces/es una funcion uno a uno. 


Aplicar el teorema 1 no siempre es facil, por ejemplo intente probar fix) = x } + 2x 
+ 3. Sin embargo, si se da la grafica de una funcion, entonces existe un procedimiento 
grafico simple para determinar si la funcion es uno a uno. Si una recta horizontal intersec- 
ta la grafica de una funcion en mas de un punto, entonces la funcion no es uno a uno, 
como se muestra en la figura 1(a). No obstante, si cada recta horizontal intersecta 
la grafica en un punto, o si no lo hace, entonces la funcion es uno a uno, como se 
muestra en la figura 1(b). Estas observaciones forman la base de la pnteba de la recta 
horizontal. 


Y 

_(o, _ rn -- b)) 


y 



f{a ) = f(b) para a t b 
f no es una funcion uno a uno 
(a) 


Solo un punto tiene ordenada 
f(a); fes una funcion uno a uno 
(b) 
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Teorema 2 Prueba de la recta horizontal 

Una funcion es uno a uno si y solo si cada recta horizontal intersecta la grafica de 
la funcion en a lo mas un punto. 


Las graficas de las funciones que se consideraron en el ejemplo 1, se muestran en 
la figura 2. Aplicando la prueba de la recta horizontal a cada grafica, se confirman los 
resultados obtenidos en el ejemplo 1. 


Aplicacion de la 
prueba de la recta horizontal. 


(-2,4); 4) . 

f-P. 



f(x) = x 2 no pasa la prueba 
de recta horizontal; fno es 
uno a uno 
(a) 


f(x) = 2x-] pasa la prueba 
de recta horizontal; 

Fes uno a uno 
(b) 


Una funcion que es creciente en todo su dominio o decreciente en todo su dominio 
siempre pasara la prueba de la recta horizontal [vease figuras 3(a) y 3(b)]. Asi, se tiene 
el siguiente teorema. 


Teorema 3 Funciones crecientes y decrecientes 

Si una funcion/es creciente en todo su dominio o decreciente en todo su domi¬ 
nio, entonces/es una funcion uno a uno. 


FIGURA 3 Funciones 
crecientes, decrecientes y uno a 
uno. 
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Una funcion creciente es 
siempre uno a uno 
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Una funcion decreciente es 
siempre uno a uno 



Una funcion uno a uno no 
es siempre creciente o 
decreciente 
(c) 





2 Graficas y funciones 


La inversa del teorema 3 es falsa. Para ver esto, considere la funcion graficada en 
la figura 3(c). Esta funcion es creciente en (—<*, 0] y es decreciente en (0, «=), aunque la 
grafica pase la prueba de la recta horizontal. En consecuencia, esta es una funcion uno 
a uno que no es creciente ni decreciente. 


Funciones inversas Ahora se podria ver como se puede formar una funcion nueva invirtiendo la correspon¬ 
dence determinada por una funcion dada. Seag la funcion definida como sigue: 

g = ((-3, 9), (0, 0), (3, 9)} g no es uno a uno 

Observe que g no es uno a uno debido a que los elementos del dominio -3 y 3, corres- 
ponden al rango del elemento 9. Se puede revertir la correspondence determinada por 
la funcion g simplemente invirtiendo las componentes en cada par ordenado en g, lo 
que produciria el conjunto siguiente: 

G = {(9, -3), (0, 0), (9, 3)} g no es una funcion 

Pero el resultado no es una funcion, ya que el dominio del elemento 9 corresponde a 
dos diferentes elementos del rango, -3 y 3. Por otra parte, si se invierten los pares 
ordenados en la funcion 

y= {(1,2), (2, 4), (3, 9)} fesunoauno 


se obtiene 


F={(2, 1), (4, 2), (9, 3)} Fes una funcion 

Esta vez/es una funcion uno a uno, y el conjunto F resulta ser tambien una funcion. 
Esta nueva funcion F, se forma al invertir todos los pares ordenados en f esto se conoce 
como la inversa de/y usualmente se denota* por f~K Asi que, 

/‘ = {(2, 1), (4, 2), (9, 3)} La inversa de f 

Note que/ -1 es tambien una funcion uno a uno y que se cumplen las relaciones 
siguientes: 


Dominio de/ -1 = {2, 4, 9} = Rango de/ 

Rango de/ -1 = {1,2, 3} = Dominio de/ 

De esta manera, al invertir todos los pares ordenados en una funcion uno a uno forma 
una nueva funcion uno a uno y se invierte el dominio y rango en el proceso. Ahora se 
esta listo para presentar una definition formal de la inversa de una funcion. 


*/', sc lee “/inversa”, este es un simbolo especial para representar a ia inversa de la funcion f. Esto no 
significa 1 if 
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OEFINICION 2 Inversa de una funcion 

Si/es una funcion uno a uno A entonces la inversa de f se denota por f~ l , que es la 
funcion formada al invertir todosTos pares ordenados en/ Por consiguiente, 

/'' = { 0> *)!(*> 7 ) esta en/[ 

Si/no es una funcion uno a uno, entonces/ no tiene una inversa y/ -1 no existe. 


Las propiedades siguientes de las funciones inversas se infieren directamente de 
la definicion. 


Teorema 4 Propiedades de las funciones inversas 

Si /”’ existe, entonces 

1. / _1 es una funcion uno a uno. 

2. Dominio de/ -1 = Rango de f 

3. Rango de/"' = Dominio de f 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 La mayoria de los dispositivos de graficacion tienen una rutina, que usualmente se 

denota por “Dibuje la inversa” (o una abreviatura de esta frase, consulte su manual), 
que trazara la grafica formada invirtiendo los pares ordenados de todos los puntos 
en la grafica de una funcion. Por ejemplo, la figura 4(a) muestra la grafica de f(x) = 
2x- 1 junto con la grafica obtenida al usar la rutina de “Dibuje la inversa”. La figura 
4(b) realiza lo mismo para f(x) = x 2 . 


(A) ^La grafica obtenida con “Dibuje la inversa” en la figura 4(a) es la grafica de 
una funcion? ^Existe/“'? Explique. 

(B) ^La grafica obtenida con “Dibuje la inversa” en la figura 4(b) es la grafica de 
una funcion? ^Existe/ -1 ? Explique. 

^ (C) Si cuenta con dispositivo de grafi cacion con la rutina “Dibuje la inversa”, use- 
lo con las graficas dey = V x- 1 yy = 4x-x 2 para determinar si el resultado 
es la grafica de una funcion y si existe la inversa de la funcion original. 
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Encontrando a la inversa de una funcion definida por un conjunto finito de pares 
ordenados es facil; solo invierta cada par ordenado. Pero, ^como se encuentra la inversa 
de una funcion definida por una ecuacion? Considere la funcion/uno a uno definida 
por 

f{x) = 2* - 1 

Para encontrarse hace y = fix) y se despeja x: 

y = 2x- 
y + 1 = 2x 

b + { = x 

Como el par ordenado (x,y) esta en/si y solo si el par ordenado invertido (y, x) esta en 
esta ultima ecuacion define a f 

x =f~\y) = + i ( 1 ) 

Algo interesante sucede si se forma la composicion* de/ y f 1 en cualquiera de los 
dos ordenes posibles 

f-'lfix)) =/->[ 2x - 1] = \{2x - 1) + \ = Jt - \ { - x 

y 

firm =fib + 5) - 2(iy + j) — l=y+l — l=y 

Esas composiciones indican que si/transforma ax en y, entonces/~ l transforma ay en 
x, y si/”* transforma a y en x, entonces / transforma a x en y. Esto se interpreta de 
manera esquematica en la figura 5. 

FIGURA 5 Composicion de fy DOMINIO f 

de f ’• Mb 

X 

r*<y) 

RANGO r 1 


RANGOf 

f im»> 

• fix) 

Y 

DOMINIO r 1 


V- 


Por ultimo, se observa que usualmente se usa x para representar la variable inde- 
pendiente y ay como la variable dependiente en una ecuacion que define una funcion. 
Se acostumbra tambien hacer esto para funciones inversas. Asi, intercambiando las 
variables x y y en la ecuacion (1), se puede establecer que la inversa de 

y = fix) = 2x - 1 


es 

y =f~\x) = h + 2 


* Cuando se trabaja con funciones inversas, se acostumbra escribir las composiciones como f[g(x)\ mas que 
como(/®g)(x). 
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En general, se tiene el siguiente resultado: 


Teorema 5 Relaciones entre f y f' 1 

Si/"' existe, entonces 

1. x =/ -l 0>) si y solo si y = f(x). 

2. f~ l [/(*)] = x para toda x en el dominio de / 

3. f[f~\y)] = y para toda y en el dominio de/ 1 o, si x y y se han 
intercambiado,/[/“'(x)] = x para toda x en el dominio de/ -1 . 


Si/yg son funciones uno a uno que satisfacen 

/[g(x)] = x para toda x en el dominio de g 
g[/(jc)] = x para toda x en el dominio de/ 

entonces se puede mostrar que g =/ _1 y/ = g~‘. Asi, la funcion inversa es la unica 
funcion que satisface ambas composiciones. Se puede usar este hecho para comprobar 
si se encontro la inversa de manera correcta. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Encuentre/[g(x)] y g(/(x)] para 

/(*) = (*-l) 3 + 2 y g(x) = (x~ 2) ,/3 + 1 
^Como se relacionan fy g? 


El procedimiento para encontrar la inversa de una funcion definida por una ecua- 
cion se indica en el cuadro siguiente. Este procedimiento se puede aplicar, siempre que 
sea posible, para resolver y = f(x) para x en terminos de y. 


Determinacion de la inversa de una funcion f 

Encuentre el dominio de/y verifique que/es uno a uno. Si/no es una 
funcion uno a uno, entonces no continue, ya que no existe/" ! . 

Resuelva la ecuacionj =f(x) para x. El resultado es una ecuacion de la 
forma x = f~'(y). 

Intercambie x y y en la ecuacion encontrada en el paso 2. Esto expresa a 
f~ ] como una funcion de x. 

Encuentre el dominio de f~'. Recuerde, el dominio de/“' debe ser igual 
que el rango de/ 
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Compruebe su trabajo al verificar que 

f-'[f[x)] = x 

fyiiT, ’ry !l 7!pj 

para toda a en cl dominio de/ 

y 


M'(x)] = x 

para toda x en el dominio def 1 


Determination de la inversa de una funcion 


Encuentre/'* para f(x) = Vx - 1 


Solucion Paso 1. 


y 



Paso 2. 


Encuentre el dominio defy verifique que / es uno a uno. El dominio de/es 
[1, oo). La grafica de/en la figura 6 muestra que/es uno a uno, por consi- 
guiente,/ -1 existe. 

Resuelva la ecuacion y =/(x) para x. 


y = Vx - 1 
y 2 = a - I 
A = / + 1 


Asl, 


x=f~'(y) = y 2 + 1 


Paso 3. Intercambie xyy. 


y = f ‘(a) = a 2 + 1 

Paso ■> Encuentre el dominio deLa ecuacion f~'(x) = a 2 + 1 esta definida para 
todo valor de a, pero esto no indica cual es el dominio deRecuerde, el 
dominio de f ' debe ser igual al rango de f De la grafica de/, se observa que 
el rango de/es [0, 00 ). Asi, el dominio de/“' es tambien [0, oo). Esto es, 

/-'(a) = a 2 + 1 a s 0 

Comprobacion Para a en [ 1, oo), el dominio def se tiene 

f-'imi =r\V7=i) 

= (Vx - l) 2 -1 

= A - 1 + 1 

J 

= X 
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Para x en [0, °°), el dominio de/ ', se tiene 

/[/"'(*)] = fix 2 + 1 ) 

= V(x 2 + 1 ) - 1 

= vGF 

= 1*1 Vx* = [x| para cualquier numero real x. 

j 

“ * |x| = para x a 0. 


Problema seieccioi Encuentre/ 1 para/(a:) = Vx + 2. 

‘ -V t/'i " T - --- 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 La mayoria de las operaciones aritmeticas basicas se pueden invertir al realizar una 

segunda operation: la resta invierte la suma, la division invierte la multiplication, 
elevar al cuadrado invierte sacar la raiz cuadrada, etcetera. Observar a la funcion 
como una secuencia de operaciones reversibles proporciona un conocimiento adi- 
cional acerca del concepto de funcion inversa. Por ejemplo, la funcidn f(x) = 2x-\ 
se puede describir de manera verbal como una funcion que multiplica cada dominio 
del elemento por 2 y despues le resta 1. Invertir la secuencia describe una funcion g 
que suma 1 a cada elemento del dominio y despues se divide entre 2, o g(x) = (x+ 1)/ 
2, que es la inversa de la funcion f Para cada una de las funciones siguientes, escriba 
una descripcion verbal de la funcion, invierta su descripcion y escriba la ecuacion 
algebraica resultante. Verifique que el resultado es la inversa de la funcion original. 

(A) /(*) = 3x + 5 (B) f{x) = ' (C) fix) = 

x + 1 


Hay una relacion importante entre la grafica de cualquier funcion y su inversa, 
que se basa en la observacion siguiente: En un sistema coordenado rectangular, los 
puntos (u, b) y ib, a) son simetricos con respecto a la recta y = x [vease la figura 7(a)], 
El teorema 6 es una consecuencia inmediata de esta observacion. 


FIGURA 7 Simetria con 



a la recta y=x 



fix) = 2x - 1 



(b) 


(c) 
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Teorema 6 Propiedad de simetrfa para las graficas de f y f _1 

Las graficas de y =fix) y y = f ~ 1 (x) son simetricas con respecto a la recta y = x. 


El conocimiento de esta propiedad de simetria facilita la graficacion de/ ' si se 
conoce la grafica de f y viceversa. Las figuras 7(b) y 7(c) ilustran esta propiedad para 
las dos funciones inversas que antes se encontraron cn esta seccion. 

Si una funcion no es uno a uno. a menudo se puede restringir el dominio de la 
funcion para producir una nueva funcion que sea uno a uno. Entonces se puede encon- 
trar una inversa para la funcion restringida. Suponga que se comienza con f(x) = x 2 - 4. 
Como/no es uno a uno,/"' no existe [vease la figura 8(a)]. Pero existen muchas formas 
en las que el dominio de/se puede restringir para obtener una funcion uno a uno. Las 
figuras 8(b) y 8(c) ilustran dos de esas restricciones. 


Restricciones al 
dominio de la funcion. 



f no existe 
(a) 




V) 


g(x ) = / - 4, x 2 0 
<jr'(x) = Vx •+ 4, x a -4 
(b) 


h(x) = x 2 - 4, x < 0 
ft-'(x) = - y/x + 4, x sr -4 

(c) 


^ EXPLORACION Y ANALISIS 4 Para graficar la funcion 

g(x) = 4x - x 2 , x s 0 

con un dispositivo de graficacion, introduzca 

y x = (4,r - x 2 )!{x ^ 0) 

(A) A la expresion boleana (x ^ 0) se le asigna el valor de 1 si la desigualdad es 
verdadera y el de 0 si es falsa. ^Como restringe este resultado la grafica de 4x 
-x 2 a solo aquellos valores de x que satisfacen r>0? 

(B) Use este concepto para reproducir las figuras 8(b) y 8(c) en un dispositivo de 
graficacion. 

(C) ^Sus graficas parecen ser simetricas con respecto a la rectay = x? iQue sucede 
si se usa una ventana cuadrada para la grafica? 
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Recuerde del teorema 2 que las funciones crecientes y decrecientes son siempre 
uno a uno. Esto proporciona la base para un metodo conveniente y popular de restringir 
el dominio de una funcion: 

Si el dominio de una 1‘uncion/se restringe a un intervalo en el eje x sobre 
el cual ft s creeiente {o deereciente), entonces la nueva funcion obtenida 
por esta restriccidn es uno a uno v tiene una inversa. 

Se usa este metodo para formar las funciones g y h en la figura 6. 


Determination de la inversa de una funcion 

Encuentre la inversa de/(x) = 4x-x 2 ,x s 2. Grafique ff [ yy = xen el mismo sistema 
coordenado. 

Solucion Paso 1. Encuentre el dominio de/y verifique que/es uno a uno. La grafica de v = 4x 
- x 2 es la parabola que se muestra en la figura 9(a). Restringiendo el dominio 
de/ax < 2 se restringe la grafica de /al lado izquierdo de esta parabola 
[vease la figura 9(b)]. De esta manera,/es una funcion uno a uno. 


FIGURA 9 




Paso 2. Despeje la ecuacion y =f(x) para x. 


II 

1 


i 

ii 

4? 

i 

1; 

Reacomodo de los terminos. 

.r - 4x =~y 

Sume 4 para completar el cuadrado del lado 

(x - 2) 2 = 4 - >■ 

izquierdo. 


AJ sacar la raiz cuadrada en ambos lados de esta ultima ecuacion, se obtienen 
dos soluciones posibles: 


x — 2 — ±V4 - y 

El dominio restringido de/indica curies soluciones usar. Como x ^ 2 impli- 
ca que x - 2 ^ 0, se debe seleccionar la raiz cuadrada negativa. Asi, 
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Problema seleccionado 3 


x-2= — V4 -y 
x = 2 - V4 - y 


y se tiene que 


* =f~\y) = 2 - V4 -y 

Paso 3. Intercambie x y y. 

y =/“ 1 (x) = 2 - V4 - jc 

Paso 4. Encuentre el dominio de/ -1 . La ecuacion,/ -1 (x) = 2 — V4 — x se define para 
x < 4. De la grafica en la figura 9(b), el rango de/es tambien (-<«, 4], Asi, 

/"‘(x) = 2 - V4 - x x s 4 

La comprobacidn se deja al lector. 

Las graficas de// -1 yy = x se muestran en la figura 10. Algunas veces es dificil 
visualizar la reflexidn de la grafica de /en la recta y = x. Se seleccionan algunos puntos 
en la grafica de/y al dibujar primero sus reflexiones se facilita mas trazar la grafica de 
/"'.La figura 11 muestra una comprobacion en un dispositivo de graficacion. 



5 



FIGURA 11 


Encuentre la inversa de/(x) = 4x-x 2 ,x s 2. Grafique// -1 yy = x en el mismo sistema 
coordenado. 


Respuestas a los problemas seleccionados. 

1. (A) Ninguna funcion uno a uno (B) Uno a uno 

2. /-'« = x 1 - 2,x*0 

3. f~\x) = 2 + V4 — x, t«4 
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EJERCICIO 

A 


2-6 


l Cuales de las funciones en los problemas del 1 al 16 son uno 
a uno? 

1. 1(1,2). (2,1), (3,4), (4,3)} 

2 . 1 (— 1 , 0 ), ( 0 , 1 ), ( 1 ,- 1 ), ( 2 , 1)1 

3. ((3,4), (4,3), (3, 3), (2,4)1 

4. {(5,4), (4, 3), (3, 2), (2, 1)) 



5. Dominio Rango 


6. Dominio Rango 


-2 -4 


-1 -► -2 



0 0 
1 1 
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14. "(*) 



15. r « 



B _ 


iCuales de las funciones 
a uno? 

en los problemas del 17 al 22 son uno 

17. Fix) = \x + 2 

18. G(x) = -|x + 1 

19. H(x) = 4 - x 2 

20. K(x) = V4 - x 

21. M(x) = Vx + 1 

22. N(x) = x 2 - 1 

En los problemas del 23 al 30 es necesario usar un dispositivo 
de graficacion. Grafique cada funcion y use la grafica para 
determinar si la funcion es uno a uno. 

23,/W-' 1+W 

24. /(,) - " M 

2S./W- J + W 

X 

26 . /w = kliiiil 

X 

x 2 — 4 

27./(x)=|x_ 2 | 

28 ‘ /W =|x + l| 


29. fix) = 


x 3 - 9x 

\x 2 - 9| 


30. /(x) = 


4x — x 3 
I* 2 - 4| 


En los problemas del 31 al 34, use la grafica de la funcion uno 
a uno,f para trazar la grafica de f~ ! . Establezca el dominio y 
el rango de f~‘. 






En los problemas del 35 al 40, compruebe que g es la inversa 
de la funcion uno a uno f al mostrar que g[f(x)] =xy f[g(x)] = 
x. Trace las graficas de f gy la recta y =xen el mismo sistema 
coordenado. 
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Compruebe sus graficas en los problemas del 35 al 40 al 
graj'icarf gy la recta y =xen ana ventana cuadrada de vision 
mediante an dispositivo de graficacion. 

35. fix) = 3a + 6; g(x) = j-t -- 2 

36. f(x) = — \x + 2; %{x) = —2x + 4 

37. f(x) = 4 + a 2 , a & 0; g(x) = Va - 4 

38. /(a) = Va + 2; g(A) = a 2 - 2, x > 0 

39. /(a:) = -Vx - 2; g(x)=i 2 + 2,xS0 

40. /(a) = 6 - x 2 , a: £ 0 ; g(x ) = -V 6 - a 

Las funciones en los problemas del 41 al 60 son uno a lino. 
Encuentre /'. 


41. fix) = 3a 

42. fix) = sx 

43. fix) = 4a - 3 

44. fix) »-$* + § 

45. fix) = ii,A + | 

46. fix) = -2a - 7 

4 ’./«.,_, 

48. fix) = -~ 
x + 4 

49 - /(■*) = A + 2 

a - 3 

50. fix) - 

X 

5‘- fix) — 3 ^ _ 4 

52. fix) = 7 _ 4 .. 

53. fix) = a 3 + 1 

54. fix) = a 5 - 2 

55. fix) = 4- fix + 2 

56. fix) = Va + 3 - 2 

57. fix) = ^ V16 - a_ 

58. fix) = - 3 Vie 3 a 

59. fix) = 3 - Va - 2 

60. fix) = 4 + V5 - a 


61. (.Como se relacionan las intersecciones de x y y de una 
funcion con su inversa? 

62. (.Una funcion constante tiene una inversa? Explique. 

c_ 

Las funciones en los problemas del 63 al 66 son uno a uno. 
Encuentre f~ l . 

63. f{x) = (x — l ) 2 + 2, x a 1 

64. fix) = 3 - ix- 5) 2 , x £ 5 

65. fix) = a 2 + 2x -2 ,as -1 

66 . fix) = x 2 + 8x+7,xs4 

La grdflca de cada funcion en los problemas del 67 al 70 es un 
cuarto de la grafica del circulo con radio 3 y centra (0, 0). 
Encuentre f~', encuentre tambien el dominio y rango def y 
trace las graficas defyf 1 en el mismo sistema coordenado. 

67. fix) = -V9 - a 2 , 0 £ x £ 3 

68 . fix) = V9 - x 2 , 0 £ a £ 3 


69. fix) = V9 - a : 2 , -3 £ x £ 0 

70. fix) = - V9 - x 2 , -3sa<0 

La grafica de cada funcion en los problemas del 71 al 74 es un 

cuarto de la grafica del circulo con radio l y centro (0. 1} 

Encuentre f~', encuentre tambien el dominio y rango de f •. y 

trace las graficas defy f 1 en el mismo sistema coordenado. 

71. fix) = 1 + Vl - a 2 , 0 £ x £ 1 

72. fix) = 1 - Vl - a 2 , 0 < a £ 1 

73. fix) = 1 - Vl - a 2 , -1 £ a £ 0 

74. fix) = 1 + Vl - a 2 , - 1 '£ a £ 0 

75. Encuentre/ '(a) para fix) = ax + b, a 4= 0. 

76. Encuentre a) para fix) = V a 2 - a 2 , a > 0, 0 £ a £ a. 

77. Refierase al problema 75. (.Para que valores de a y h es/ 
su propia inversa? 

78. (.Como podria reconocer la grafica de una funcion que sea 
su propia inversa? 

79. Demuestre que la recta a traves de los puntos (a, b) y ( b, 
a), a ¥= b, es perpendicular a la rectay = a (vease la figura). 

80. Demuestre que el punto (a + b)/2, (a + b)/2 biseca el 
segmento de recta desde (a, b) hasta ( b, a), a =£ b (vease la 
figura). 



En los problemas del 81 al 84, la funcion f no es uno a uno. 
Encuentre las inversas de las funciones formadas por la res- 
triccion del dominio de f como se indica. 

Compruebe sus graficas en los pmblemas 81 a 84 graficando 
f gy la recta y = x en una ventana de vision cuadrada de un 
dispositivo de graficacion. [Sugerencia: Para restriiTgir la gra- 
fica dey = fix) a un intervalo de la forma a £ a £ b. 'inlrodttz- 
cay = f(x)/((a £ a)* (a £ b)).] 

81. fix) = (2 - a) 2 : 

(A) a £ 2 (B) a a 2 

82. fix) = (1 + a) 2 : 

(A) a £ — 1 (B)a>-1 

83. fix) = V4a - a 2 : 

(A) 0 £ A £ 2 (B) 2 £ a £ 4 

84. fix) = V6a - a 2 : 

(A) 0 £ a £ 3 (B) 3 £ a £ 6 





198 2 Graficas y funciones 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 2 Modelado matematico en los negocios* 

Este grupo de actividades, tiene que ver con el analisis de un modelo basico para la fabrication y venta de un 
producto usando tablas de datos y regresion lineal, para determinar los valores adecuados de las constantes a, b, 
m y n en las funciones siguientes: 


TABLA 1 

Funciones para el modelado en 

negocios 

Funcion 

Definicion 

Interpretacidn 

Precio-demanda 

p(x) = m - nx 

x es el numero de articulos que se pueden vender a $ P 

Costo 

C(x) =a + bx 

Costo total de produccion de x articulos 

Fngresos 

& 

it 

'h 

§ 

Ingresos totales dc la venta de * articulos 


= x(m - nx) 


Ganancia 

P(x) = R(x) - C(x) 

Ganancia total de la venta de x articulos 


Una compania fabrica y vende bicicletas de montana. A1 gerente le gustaria tener las funciones de precio-deman- 
da y funciones de costos para el analisis del punto de equilibrio y de perdidas-ganancias. Las funciones de precio- 
demanda y de costos podrian establecerse al obtener los datos adecuados en los diferentes niveles de produccion, 
y despues encontrando un modelo en la forma de una funcion basica elemental (de nuestra biblioteca de funcio¬ 
nes elementales) que “ajuste a lo mas cercano” los datos obtenidos. El departamento de finanzas, usando tecnicas 
estadisticas, llego a los datos de precio-demanda y costo que se muestran en las tablas 2 y 3, donde p es el precio 
de mayoreo de una bicicleta para una demanda de x miles de bicicletas y C es el costo, en miles de dolares, para 
producir y vender jc miles de bicicletas. 


TABLA 2 

Prrc'o-demanda 

TABLA 2 


x (miles) 

P( S) 

x (miles) 

C(miles S) 

7 

530 

5 

2 100 

13 

360 

12 

2 940 

19 

270 

19 

3 500 

25 

130 

25 

3 920 


(A) Construction de un modelo matematico para el precio-demanda. Trace los datos de la tabid 2 y observe 
que la relacion entre p y x es casi lineal. Despues de observar una relacion entre variables, a menudo los analistas 
intentan modeiar la relacion en terminos de una funcion basica, de un portafolio de funciones elementales, que 
“ajuste mejor” los datos. 

1. Las rectas de regresion lineal se usan frecuentemente para modeiar fenomenos lineales. Este es un proceso 
de ajuste de un conjunto de datos, a una linea recta que minimice la suma de los cuadrados de las distancias de 


* Este proyecto de grupo puede hacerse sin usar un dispositivo de graficacion, pero se obtiene un conocimiento adicional en el modelado 
matematico, si se dispone de un dispositivo de graficacion. 
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todos los puntos en la grafica de los datos a la recta, mediante el metodo de minimus cuadrados. Muchos 
dispositivos de graficacion tienen esta rutina preconstruida. Lea su manual del usuario para su dispositivo 
de graficacion en particular, y analice entre los miembros de su grupo como se hace esto. Despues de obtener 
la recta de regresion lineal con los datos de la tabla 2, grafique la recta y los datos en la misma ventana de 
vision. 

2. La recta de regresion lineal encontrada en la parte 1 es un modelo matematico para la funcion precio-demanda 
y esta dada por 

p(x ) = 666.5 - 21 ,5x Funcidn precio-demanda 

Grafique los datos de la tabla 2 y la funcion precio-demanda en el mismo sistema coordenado rectangular. 

3. La recta de regresion lineal define la funcion lineal de precio-demanda. Interprete la pendiente de la funcion. 
Analice su dominio y rango. Mediante el modelo matematico, determine el precio para una demanda de 10 000 
bicicletas y para una demanda de 20 000 bicicletas. 

(B) Construccibn de un modelo matematico para el costo. Trace los datos de la tabla 3 en un sistema 

coordenado rectangular. ^Que tipo de funcion resulta que ajusta mejor los datos? 

1. Ajuste los datos de la tabla 3 con una recta de regresion lineal. Despues trace los puntos dados por los datos y 
la recta en la misma ventana de vision. 

2. La recta de regresion lineal encontrada en la parte 1 es un modelo matematico para la funcion costo y esta dada 
por 

C( x) - 86.r + 1 782 Funcion costo 

Grafique los datos de la tabla 3 y la funcion costo en el mismo sistema coordenado rectangular. 

3. Interprete la pendiente y la intersection y de la funcion costo. Analice su dominio y rango. Mediante el modelo 
matematico, determine el costo para una produccion y venta de 10 000 bicicletas y para una produccion y 
venta de 20 000 bicicletas. 

(C) Analisis del punto de equilibrio y de ganancias-pbrdidas. Formule una ecuacion para la funcion ingreso 

y establezca su dominio. Formule la ecuacion para la funcion ganancia y establezca su dominio. 

1. Grafique la funcion ganancia y la funcion costo, simultaneamente en el mismo sistema coordenado rectangu¬ 
lar. Determine, en forma algebraica, con que produccion (a la unidad mas cercana) la compania alcanza su 
punto de equilibrio. Determine donde los costos exceden a los ingresos y donde los ingresos/exceden a los 
costos. 

2. Grafique la funcion de ganancia y la funcion costo, simultaneamente en la misma ventana de vision. Determi¬ 
ne, de manera grafica, con que produccion (a la unidad mas cercana) la compania llega a su punto de equilibrio 
y donde los costos exceden a los ingresos y donde los ingresos exceden los costos. 

3. Grafique la funcion ganancia en un sistema coordenado rectangular. Determine, algebraicamente, con que 
produccion (a la unidad mas cercana) la compania llega a su punto de equilibrio. Determine donde ocurren las 
ganancias y donde las perdidas. ^Con que produccion y precio se tendra la maxima ganancia? ^Se tienen los 
maximos ingresos y maxima ganancia con la misma produccion? Analice. 

4. Grafique la funcion ganancia con un dispositivo de graficacion. Determine, graficamente, con que produccion 
(a la unidad mas cercana) la compania llega a su punto de equilibrio y donde ocurren las perdidas y ganancias. 
4 ,Con que produccion y precio se tendra una maxima ganancia? ^Se tienen los maximos ingresos y utilidades 
con la misma produccion? Analice. 
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Repaso del capitulo 2 

2 1 HERRAMIENTAS BASICAS; CIRCulOS 

Un sistcma coordcnado rectangular o cartesiano se forma 
por la interseccion de una recta numerica real horizontal y una 
recta numerica real vertical en su origen. Estas rectas se 
denominan ejes coordenados. El eje horizontal es a menudo 
denominado eje x y el eje vertical eje y. Estos ejes dividen 
al piano en cuatro cuadrantes. Cada punto en el piano corres- 
ponde a sus coordenadas, esto es. un par ordenado (a, b) que 
se determina al pasar las rectas horizontal y vertical por el punto. 
La abscisa o coordenada x de a, es la coordenada de la 
interseccion de la recta vertical con el eje horizontal, y la 
ordenada o coordenada y, h es la coordenada de la interseccion 
dc la recta horizontal con el eje vertical. El punto (0, 0) se 
denomina origen. El conjunto solucion de una ecuacion con 
dos variables, es el conjunto de todos los pares ordenados de 
numeros reales que hacen de la ecuacion un postulado 
verdadero. La gr£fica de una ecuacion con dos variables es 
la grafica de su conjunto solucion, formada mediante la 
graficacion punto por punto o con la ayuda de un dispositivo 
de graficacion. 

La distancia entre dos puntos Pfe^y^ y P 2 (x r y 2 ) es 


d(P t . P 2 ) = V(x 2 - x,) 2 + (y 2 - y,) 2 

Las ecuaciones estandar para un circulo son 

(.x - hf + (y-k) 2 = r 2 Radio: r > 0, 

Centro: (h, k) 
x 2 +f= r 2 Radio: r> 0, 

Centro: (0, 0) 

Mediante una ventana cuadrada se mejorara la apariencia de 
un circulo en un dispositivo de graficacion. 


2-2 LINEAS RECTAS 

La forma estandar para la ecuacion de una recta es Ax + By = 
C, donde A, B y C son constantes, A y B no son cero. La 
interseccion y cs la ordenada del punto en que la grafica cruza 
al eje y, y la interseccion x es la abscisa del punto donde la 
grafica cruza al eje x. La pendiente de la recta que pasa por los 
puntos (x l ,y 1 ) y (x 2 ,y 2 j es 

y-i ~ y< 

m =- st x, ¥= x 2 

X 2 - X, 

La pendiente no esta definida para una recta vertical, donde x, 
= x,. Dos rectas con pendientes m, y m 2 son paraielas si y solo 
si m ] = m 2 y perpendiculares si y solo si m l m 1 = - 1. 


Ecuaciones d 

« Jiiv: recta 

Forma estandar 

Ax + By = C 

A y B no son iguales a 0 

Forma pendiente- 
interseccion 

y = mx + b 

Pendiente: m; 

Interseccion con el ejey: b 

Forma punto- 

y-y i = 

Pendiente: m; 

pendiente 

m(x-x,) 

Punto: (x,,y,) 

Recta horizontal 

y=b 

Pendiente: 0 

Recta vertical 

x - a 

Pendiente: Indefinida 


2 3 FUNCIONES 

Una funcion es una regia que produce una correspondencia 
entre dos conjuntos de elementos, de manera que a cada 
elemento en el primer conjunto le corresponda uno y solo 
un elemento en el segundo conjunto. El primer conjunto se 
denomina dominio y el conjunto de todos los elementos 
correspondientes en el segundo conjunto se denomina rango. 
De manera equivalente, una funcion es un conjunto de pares 
ordenados con la propiedad que dos pares ordenados no tienen 
la misma primera componente y diferentes segundas com- 
ponentes. El dominio es el conjunto de todas las primeras 
componentes, y el rango es el conjunto de todas las segundas 
componentes. Una ecuacidn con dos variables define una 
funcion si para cada valor de la variable independiente, al 
sitio de los valores del dominio, le corresponde exactamente 
un valor de la variable dependiente, al sitio de los valores del 
rango. Una recta vertical intersectara la grafica de una funcion 
en a lo mas un punto. A menos que se especifique otra cosa, el 
dominio de una funcion definida por una ecuacion se supone 
que es el conjunto de todos los de numeros reales reemplazados 
para la variable independiente que produzca valores reales para 
la variable dependiente. El simbolo f(x) representa el numero 
real en el rango de la funcion / que corresponde al valor del 
dominio x. De manera equivalente, el par ordenado (x, /(x)) 
pertenece a la funcion f 

2 4 CRAFICAS DE FUNCIONES 

La grafica de una funcion/es la grafica dc la ecuacion y = 
f(x). La abscisa de cualquier punto en que la grafica de una 
funcion / cruza el eje x se denomina interseccion x de f La 
ordenada de un punto donde la grafica cruza al eje y se 
denomina interseccion y. 

Sea /un intervalo en el dominio de una funcipn f. Entonces: 

1. /es creciente en I si f(b) >f[a) siempre que b > a cn I. 

2. /es decreciente en / si f(b) < f(a) siempre que b> a en /. 

3. /es constante en I si f(a) =f(b) para toda a y h cn /. 
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Una funcion/es una funcion lineal si fix) = mx + b,m + 
0, y una funcion cuadratica si/(x) = ax 2 + bx + c, a + 0. La 
grafica de una funcion lineal es una recta que no es horizontal 
ni vertical. 

Propiedades de fix ) = ax 1 + bx + c = a(x - hf + k, a £ 0, 
v su grafica: 


1. La grafica de/es una parabola: 



a > 0 

Abre hacia arriba 


f(x) 


Eje 

x = h 


/Vertice ( h, k) 


* Maximo /(x) 


a< 0 

Abre hacia abajo 


2. Verticc: ( h, k). (La parabola aumenta en un lado del vertice 
y disminuyc en cl otro.) 

3. Eje (de simetria): x = h. (Paralelo al eje y.) 


2-5 COMBINACiON DE FUNCIONES 

La suma, diferencia, producto y cociente de las funciones/y 
g estan definidas por 


(/ + J?)W = fix) + g(x) (/ - g)(x) = f(x) - g(x) 

( fg)(x ) = f(x)g(x) (- I(x) = g(x) = 0 

\g I g(x ) 

El dominio de cada funcion es la intersection de los dominios 
de/y g, con la exception dc quc los valores de x donde g(.r) = 
0 deben ser excluidos del dominio de f/g. 

La composition de funciones fy g se define por (f ° g)(x) 
=f[g{x)\. El dominio de f° g es el conjunto de todos los numeros 
reales x en el dominio de g donde g(x) esta en el dominio de/ 
El dominio dc / o g es siempre un subconjunto del dominio 
de g. 


Traslacion vertical: 


y = ji x ) + k, k > 0 Desplazamiento de la grafica de y = 

f(x), k unidades hacia arriba. 

y = f(x ) -k,k> 0 Desplazamiento de la grafica dey = 
f\x), k unidades hacia abajo. 


Traslacion horizontal: 

y =/( x -h),h> 0 Desplazamiento de la grafica de y = 
f(x), h unidades hacia la derecha. 

y = f( x + h), h > 0 Desplazamiento dc la grafica de y = 
f(x), h unidades hacia la izquierda. 


Reflexion: 

y = -fix) Refleje la grafica de y = fix) con 

respecto al eje x. 


Expansion y contraction: 

y = Cfix), C > 1 Amplie la grafica de y = fix) multi- 

plicando cada valor por C. 

y = Cfix), 0 < C < 1 Contraiga la grafica de y = fix) 
multiplicando cada valor por C. 


4. fih) = k es el minimo si a > 0 y el maximo si a < 0. 

5. Dominio: Todos los numeros reales. 

Rango: (—=°, &] si a < 0 o [£, *) si a > 0 


Una funcion definida por partes es una funcion cuya 
definition involucra mas de una formula. La grafica de una 
funcion es continua si no tiene huecos o cortcs y discontinua 
si tiene en cualquier punto un hucco o corte. La funcion entera 
mas grande se define por 

fix) = M = n donde n es un entero. n < x < n + 1 


2 6 FUNCIONES INVERSA5 

Una funcion es uno a uno si dos pares ordenados en la funcion 
no tienen la misma segunda componente y difdrentes primeras 
componentcs. Una recta horizontal intersectara la grafica de 
una funcion uno a uno en a lo mas un punto. Una funcion que 
cs creciente (o decreciente) en todo su dominio es uno a uno. 
La inversa de la funcion uno a uno/es la funcion/ ' que se 
forma invirtiendo todos los pares ordenados cn / Si /no es uno 
a uno, entonces/ 1 no existe. 

Suponga que/ 1 existe, entonces: 

1. / 1 es uno a uno. 

2. Dominio de/"' = Rango de/ 
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3. Rango de/ -1 = Dominio de f. 

4. x = f ' 0) si y solo si y =/(x) 

5. / '[/(.r) = x para toda x en el dominio de/ 

6. f\f~\ Jt)] = x para toda x en el dominio de/“'. 


7. Para encontrar/ -1 , resuelva la ecuacion dey =f(x) para .r y 
despues intercambie xyy. 

8. Las graficas de y = f(x) y y—f l (x) son simetricas con 
respccto a la recta y = x. 


Ejerckios de repaso del capitulo 2 


Al trabajar con los problemas de este capitulo revise y com- (A) 
pruebe sus respuestas con las que se dan al final deI libro. Se 
incluyen todas las respuestas a los problemas de repaso y des¬ 
pues de cada una esta un mitnero en tipo italico que indica la 
seccion de la cual se tomo el problema que se esta analizando. 

Si se presentan dudas repase las secciones adecuadas en el --x 

texto. 


A 


1. Dados los puntos A(- 2, 3) y 5(4, 0), encuentre: 

(A) Ladistanciaentre AyB 

(B) Pendiente de la recta que pasa por Ay B 

(C) Pendiente de la recta perpendicular a la recta que une 
a A y 5. 

2. Escriba la ecuacion dc un circulo con radio V7 y centro: 

(A) (0,0) (B) (3,-2) 

3. Encuentre el centro y el radio del circulo dados por 

(x + 3) 2 + (y - 2) 2 = 5 

4. Grafique 3x + 2y = 9 e indique su pendiente. 

5. Escriba una ecuacion de una recta con interseccion con el 
eje x en 6 e interseccion con cl eje y en 4. Escriba la 
respuesta final en la forma estandar/lx + By = C, donde/i, 
By C son enteros. 

6. Escriba la forma pendiente-interseccion de la ecuacion dc 
la recta con pendiente e interseccion con el ejey en 2. 

7. Escriba las ecuaciones de las rectas vertical y horizontal 
que pasan por el punto (-3, 4). ^Cual es la pendiente de 
cada una? 

8. Indique si cada conjunto define a una funcion. Encuentre 
el dominio y el rango de cada funcion. 

(A) {(1, 1), (2,4), (3,9)1 

(B) {(1,1), (1,-1), (2, 2), (2,-2)) . 

(C) {(-2, 2), (-1,2), (0,2), (1,2), (2, 2)) 



(C) 



(D) 


\ 


9. Indique si cada grafica especifica una funcion: 
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10. ^Cual de las siguientes ecuaciones define funciones? 

(A) y = x (B) f = x 

(C)f=x (D) \y\ = x 

Los problemas del 11 al 20 se refieren a las funciones f, g, ky 
m dadas por: 

fix) = 3* + 5 six) = 4 - x 2 
k(x) = 5 
mix) = 2\x\ - 1 

Encuentre las canlidades indicadas o expresiones 

11. /(2) + #(—2) + m i2. m( ~ 2) + 1 

S( 2) + 4 

u /(2 + h) ~fj 2) 14 gja + h)- gja) 


23. Refiriendose a la grafica de la funcion/mostrada en la figura 
del problema 22 y usando las propiedades conocidas de las 
funciones cuadraticas, encuentre cada uno de los siguientes 
conceptos, con aproximacion al entero mas cercano: 

(A) Intersecciones (B) Vertice 

(C) Maximo o rninimo (D) Rango 

(E) Tntervalo creciente (E) Intervalo decreciente 

24. Encuentre el valor maximo o rninimo dc/(.v) = x~ 6.v —11 
sin graficacion. ^Cuales son las coordenadas de los vertices 
de la grafica? 

25. ^Como estan relacionadas las graficas de las siguientes 
funciones con la grafica de y = x 2 l 

(A) y = -i- 2 (B) y = x~ - 3 

(C) y = (a + 3) 2 

B _ 


15. if+g)ix) 
17. ifg)(x) 


16. (f-g)ix) 



Los problemas del 26 al 32 se refieren a la funcion q dada por 
la grafica siguiente. (Suponga qite la grafica contimia como 
se indica mas alia de la parte mostrada.) 


19. (f°g)(x) 20. (g°f)ix) 

2 1. Trace una grafica de cada una de las funciones en los incisos 
A-D, usando la grafica de la funcion/mostrada en la figura. 
(A) y = —fix) (B) y — fix) + 4 

(C) y = fix - 2) (D) y = -fix + 3) - 3 


fix) 



22. Relacione cada ccuacion con una grafica de una de las 
funciones f, g, m o n mostradas en la figura. Cada grafica 
representa una de las ecuaciones y se supone quc continua 
sin limites mas alia de la parte mostrada. 

(A) y = ix - 2) 2 - 4 (B) y = ~ix + 2) 2 + 4 

(C) y = -ix - 2 ) 2 + 4 (D) y = (.v + 2) 2 - 4 


y 



q(x) 



26. Encuentre v con el entero mils cercano: 

(A) y = <7(0) (B) y = qi\) 

(C) v = <?(2) (D) y = qi-2) 


27. Encuentre x con cl entero mas cercano: 

(A) qix) = 0 (B) qix) = I 

(C) qix) = -3 (D) qix) = 3 


28. Encuentre el dominio y rango de q. 

29. Encuentre los intervalos para los que q es creciente. 

30. Encuentre los intervalos para los que q es decreciente. 

31. Encuentre los intervalos para los que q cs constaute. 

32. Identifique cualquier punto de discontinuidad. 

La funcion/multiplica el cubo del dominio del elemento 
por 4 y despues resta la raiz cuadrada del dominio del 
elemento. Escriba una definicion algebraica de/ 

Escriba una descripcion verbal dc la funcion/(x) = 3,v 2 + 
4x- 6. 

/ 

35. (A) Encuentre una ecuacion de la recta por.P( 4.3) y (?(0. 
-3). Escriba la respuesta final cn la forma estandar 
Ax + By = C, dondc/1, By C son enteros con A > 0. 

(B) Encuentre d(P, O). 
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36. Escriba las ecuaciones de las rectas 

(A) Paralelas a (B) Perpcndiculares a 

la recta 6a + 3y = 5 y pasa por el punto (-2, 1). Escriba las 
respuestas finales cn la forma pendiente-interseccion y = 
m.x + b. 


dades hacia arriba para formar la grafica de la funcion g. 
Encuentre una ecuacion para la funcion g y la grafica g. 

47. Escriba una ecuacion para la siguiente grafica en la forma 
y = a(x - h) 1 + k, donde a puede ser -1 o -H y h y k son 
enteros. 


37. Analice la grafica de 4x 2 + 9/ = 36 respccto a la simetria 
con respecto al cjc x, eje y y al origen. 

38. Encuentre el dominio de g(x) = l/v/3 —x 

39. Grafique fix) = x 2 - 6a + 5. Muestre el eje de simetria y 
vertice, y encuentre el rango, intersecciones y valor maximo 
y minimo de/(x). 

40. Encuentre cl dominio de h(x) = 1/(4 - y/x). 

41. Dados fix) = \/x ~ 8 y g(x) = |a|: 

(A) Encuentre f°gyg°f 

(B) Encuentrelosdominiosde/ °gy g°f 

42. ^Cuales dc las funciones siguientes son uno a uno? 

(A) fix) = 

(B) six) = (x - 2) 2 

(C) hix) = 2a - 3 

(D) Fix) = (a* + 3) 2 , x — 3 

43. Dada /(x) = 3 a- 7: 

(A) Encuentre/' 1 (a). 

(B) Encuentre/~'(5). 

(C) Encuentre/' 1 [f(x)]. 

(D) ,;Es/creciente, decreciente o constantc en (—«=,«)? 

Comprucbe //'' y y = x graficando en una ventana de 
vision cuadrada mediante un dispositivo de graficacion. 

44. Grafique, encuentre el dominio, rango y cualquiera de los 
puntos de discontinuidad: 


Compruebe graficando su ecuacion con un dispositivo de 
graficacion. 


Y 



48. Grafique: 

(A) y = |*| — 2 (B) y = |a + 11 

(C) y = j|a| 

49. Dada /(a) = V a - 1 . 

(A) Encuentre /"‘(a). 

(B) Encuentre el dominio y rango de /yf '. 

(C) Grafique/ /"‘ yy=x en el mismo sistema coordenado. 

Compruebe graficando / /'' y y = x en una ventana de 
vision cuadrada mediante un dispositivo de graficacion. 

50. Encuentre la ecuacion de un circulo que pasa por el punto 
(-1, 4) con centra en (3, 0). 

51. Encuentre el centro y radio del circulo dado por a 2 + y 2 + 
4a- 6y = 3. 


m = 



si -1 s; a <0 
si 0 ^ a < 1 


52. Determine la simetria con respecto al eje a, al eje y y al 
origen y grafique xy = 4. 


45. La grafica siguiente es el resultado de aplicar una secuencia 
de translormaciones de la grafica de y = a 2 . Dcscriba las 
transformaciones verbalmente y escriba una ecuacion para 
la grafica dada. 

Compruebe graficando su ecuacion con un dispositivo de 
graficacion. 


Y 



46. La grafica de fix)=x sc expandc por un factor de 3, reflejada 
en ei eje a, y desplazada 2 unidades a la derecha y 5 uni- 


53. Si la pendiente de una recta es negativa, ^,la funcion lineal 
esta representada por la grafica de la recta creciente, 
decreciente o constante en (-», «)? 

54. Dada fix) =x 2 - 1. a 2: 0: 

(A) Encuentre el dominio y rango de/y/ ‘. 

(B) Encuentre /'‘(a). 

(C) Encuentre/■'(.3). 

(D) Encuentre/"'[(/(4)]. 

(E) Encuentre /''[/(a)]. 

Compruebe graficando /, / 1 y y = x en una ventana de 
vision cuadrada mediante un dispositivo de graficacion. 

c_ 

55. La grafica que se mucstra cn la parte superior de la pagina 
siguiente es el resultado dc aplicar una sccuencia de 
transformaciones a la grafica dey =yfx. Dcscriba las trans¬ 
formaciones verbalmente y escriba una ecuacion para la 
grafica dada. 
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Compruebe graficando su ecuacion con un dispositivo de 
graficacion. 

56. ^Como es la grafica de la funcion fix) = - (x - 2) 2 - 1 en 
relation con la grafica de la funcion g(x) = x 2 ? 

57. Grafique f(x)= -\x + 1| - 1 

58. Encuentre el dominio de fix) =V25 - x 2 . 

59. Dadas f(x ) =x 2 y g(x) -\/l-x, encuentre cada funcion y 
su dominio. 

(A )fg (B) fig (C)f°g (D) g °f 

60. Para una funcion/uno a uno que esta dada por 


67. Una grafica parcial dc la funcion/se muestra en la figura. 
Complete la grafica de/sobre el intervalo [0, 5] dado que: 

(A) /es simetrica con respecto al ejey. 

(B) /es simetrica con respecto al origen. 


y 



La funcion/es decreciente en [-5, 5] con/(-5) = 4 y f( 5) 

= -3. 

(A) Si/es continua en [-5, 5], ^cuantas veces la grafica 
de /puede cruzar el eje x? Justifique su conclusion 
con ejemplos y/o argumentos verbales? 

(B) Repita el inciso (A) si la funcion no tiene que ser 
continua. 


(A) Encuentre/ '(x). 

(B) Encuentre/ '(3). 

(C) Encuentre/ -1 [/'(x)]. 

61. Encuentre la definition por partes de/(x)= |x + 11 - \x - 11 
que no involucre el valor absoluto de la funcion. Encuentre 
el dominio y el rango de f 

62. Encuentre la ecuacion del conjunto de puntos equidistantes 
de (3, 3) y (6, 0). ^Como se llama la figure geometries 
formada por este conjunto? 

63. Pruebe que dos rectas no verticales son paralelas si y solo 
si sus pendientes son las mismas. 

64. Pruebe que las rectas mx-y = byx + my = c son 
perpendiculares. 

65. Grafique: 

(A) f(x) = [|x|] (B) g(.x) = ||4| 

66. Grafique en una ventana de vision estandar: 

f(x) = 0.1 (x - 2) 3 + 

Suponiendo que la grafica continua como se indico mas 
alia de la parte mostrada en esta ventana, encuentre el 
dominio, rango y cualquiera de los puntos de discon- 
tinuidad. (Use el modo de puntos en su dispositivo de 
graficacion, si es que lo tiene.) 


APL1CACIONES ^ 

69. Depreciacion lineal. Una pequena compania compro un 
sistema de computo en $12 000 y supone que su valor de 
depreciacion sera de $2 000 despues de 8 afios. Si el valor 
se deprecia linealmente de $12 000 a $2 000: 

(A) Encuentre la ecuacion lineal que relaciona el valor V 
(en dolares) con un tiempo t (en afios). 

(B) ^Cual seria el valor depreciado del sistema despues 
de 5 afios? 

70. Negocios: precios. Una tienda de ardculos deportivos 
vende unos shorts para jugar tenis que cuestan $30 en $48 
y unos lentes de sol que le cuestan $20 en $32. 

(A) Si la politica de ganancias de la tienda para los articu- 
los que cuestan $ 10 se supone que es lineal y se refleja 
en el precio de estos dos articulos, escriba una ecua¬ 
cion que exprese el precio al menudeo R como una 
funcion del costo C. 

(B) ^Cual debe ser el precio al menudeo de un par de 
esquies que cuestan $105? 

* 71. Ingresos. Un vendedor recibe un salario base de $200 por 
semana y una comision del 10% en las ventas realizadas 
por arriba de los $3 000 durante la semana. Si x represents 
las ventas realizadas por el vendedor durante la semana, 
exprese el total de las ganancias de la semana E(x) como 
una funcion de x. Encuentre E{2 000) y E (5 000). 

72. Demands. El consumo de huevo ha ido disminuyendo con 
el tiempo, presumiblementc por el aumento en la infor- 
macion del alto contenido de colesterol que se encuentre 
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en las yemas del huevo. En la tabla 1 se enlista el consumo 
anual per capita de huevo en Estados Unidos (fuente: 
Departamento de Agricultural 


TABLA 1 


Ano 

1970 

1975 

1980 

1985 

1990 

Consumo 

309 

276 

271 

255 

233 


Un modelo matematico para estos datos esta dado por 
f(x) = 303.4 - 3.46a 

donde x = 0 corresponde al ano de 1970. 

(A) Complete la tabla 2. Redondee los valores de f(x) al 
entero mas cercano. 


TABLA 2 


X 

0 

5 

10 

15 

20 

Consumo 

309 

276 

271 

255 

233 

M _ l _ 


(B) Grafique y - f(x) y los datos de la tabla en el mismo 
conjunto de ejes. 

(C) Use la funcion modelamiento de / para calcular el 
consumo de huevo per capita en 1995. En 2000. 

(D) Con base en la informacion de la tabla, describa en 
forma breve los cambios en el consumo de huevo de 
1970 a 1990. 

73. Precios. Una tienda de articulos para oficina vende 
boligrafos con punto rodante a S0.49 cada uno. Para un 
pedido de boligrafos de tres docenas o mas, el precio por 
boligrafo para todo el pedido de boligrafos se reduce a 
SO.44, y para un pedido de seis docenas o mas se reduce 
a SO.39. 

(A) Si C(x) es el costo total en dolares para un pedido de 
x boligrafos, escriba una definition por partes para 
C. 

(B) Grafique y = C(x) para 0si< 108, e identifique 
cualquier punto de discontinuidad. 

74. Analisis del punto de equilibrio. Una companla de 
production de videos esta planeando producir un video 
educativo. El productor calcula que la grabacion del vi¬ 
deo costara S84 000 y $15 por unidad por la copia y 
distribution. El precio de mayoreo por unidad es de $50. 

(A) Escriba la ecuacion de costo y la ecuacion de ingresos, 
y grafique ambas de manera simultanea en un sistema 
coordenado rectangular. 


(B) Determine cuando R = C; despues, con la ayuda del 
inciso (A), determine cuando R < Cy R> C. 

75. Mercadotecnia. Si cada semana se producen x unidades 
de un producto que se vende a un precio de $p por unidad, 
entonces la demanda por semana, ingresos y la ecuacion 
de costos son, respectivamente, 

a: = 500 - lOp 
R(x) = 50a: - -fix 2 
C(x) = 20a + 4 000 

Exprese la ganancia semanal como una funcion del precio 
P- 

76. Arquitectura. La parte superior de una entrada esta 
formada por un arco de 6 pies por lado vertical y 8 pies de 
separation. Si la parte superior del arco esta a 2 pies por 
arriba de sus extremos, <,cual es el radio del arco? 

77. Construction. Un granjero tiene 120 pies de cerca para 
construir dos corrales rectangulares identicos, con un lado 
en comun (vease la figura). 



(A) Exprese el area total A(x) delimitada por ambos 
corrales como una funcion del ancho x. 

(B) De acuerdo con las consideraciones fisicas, i,cual es 
el dominio de la funcion A ? 

(C) Encuentre las dimensiones de los corrales que haran 
que el area total encerrada sea la maxima. 

78. Ciencia de la computacidn. En programacion de compu- 
tadoras, a menudo es necesario comprobar numeros para 
ciertas propiedades (pares, impares, cuadrados perfectos, 
etcetera). La funcion entera mas grande proporciona un 
metodo conveniente para determinar algunas de esas 
propiedades. Por ejemplo, la siguiente funcion se puede 
usar para determinar si un numero es el cuadrado de un 
entero: 

fix) = x- (IVlJr 

(A) Encuentre/(1). 

(B) Encuentre/(2). 

(C) Encuentre/(3). 

(D) Encuentre/(4). 

(E) Encuentre/(5). 

(F) Encuentre f(n 2 ), donde n es un entero positivo. 
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Ejercicios de repaso acumulativo de los capitulos 1 y 2 


Trabaje en todos los problemas de este repaso acumulativo y 
compruebe las respuestas con las que se indican al final del 
libro. Despues de cada respuesta a los problemas hay un nu- 
mero en tipo italico que indica la seccion a la que pertenece el 
problema que se esta analizando. Si tiene dificultades para re¬ 
sol verlos, revise las secciones adecuadas en el texto. 

A _ 


1. Despeje para *: — - 3 + — = -—— + 2 

5 2 3 

2. Despeje para x y y: 2x - 3y = 8 

Ax + y = 2 


Resuelva y grafique los problemas del 3 al 5. 

3. 2(3 — y) + 4 5 — y 

4. |x - 2| < 7 5. x 2 + 3 a- > 10 

6. Realice las operaciones indicadas y escriba la respuesta en 
la forma estandar: 

(A) (2 - 30 - (-5 + 70 (B) (1 + 40(3 - 50 


Resuelva los problemas del 7 al 10. 

7. 3a 2 = —12* 8. 4a- 3 -20 = 0 

9. a 2 - 6a + 2 = 0 10. a - Vl2 - a = 0 

11. /.Para que valores de x V 2 + 3a representa un numero real? 

12. Dados los puntos^(3, 2) y B(5, 6), encuentre: 

(A) La distancia entre Ay B. 

(B) La pendiente de la recta que pasa por Ay B. 

(C) La pendiente de una recta perpendicular a la recta que 
pasa por .4 y B. 

13. Encuentre la ecuacion del circulo con radio \/2 y centro: 

(A) (0, 0) (B) (-3, 1) 

14. Grafique Zv - 3y=6 e indique su pendiente e intersecciones. 

15. Indique si cada conjunto define una funcion. Encuentre el 
dominio y rango de cada funcion. 

(A) {(1,1), (2, 1), (3, 1)1 

(B) ((1, 1), (1,2), (1,3)1 

(C) ((-2, 2), (-1,-1), (0,0), (1, -1), (2, 2)1 


16. Para/( a) = x 2 - 2* + 5 y g(x) = 3a - 2, encuentre: 
(A) /(-2) + g(3) (B) (f+ g){x) 

(C) (f°g)(x) 

( D) /te H h > ~ /(a) 


17. /.Como se relacionan las graficas siguientes con la grafica 
de y = |*|? 

(A) y = 2\x\ (B) y= \x — 2\ (C) >-=1*1-2 

18. Trace una grafica dc cada una de las funciones de los incisos 
A y B usando la funcion de la grafica/en la figura. 

(A) >--/(*+ 1) (B) y = 2f(x) - 2 


m 



Resuelva los problemas del 19 al 22. 

a + 3 5* + 2 5 „„ 3 6 1 

19. -+-- - 20. - =- 

2* + 2 3a + 3 6 a a + 1 a — 1 

21. 2a + 1 = 

22. 2a - 3y = 9 
4a + 2y = 23 

Resuelva y grafique los problemas del 23 al 25. 

23. |4a - 9| > 3 24. V(3m - 4) 2 s 2 


26. /.Para que valores de a, representa la siguiente expresion 
un numero real? 


V* - 2 
a - 4 


27. Realice las operaciones indicadas y escriba las respuestas 
finales en la forma estandar: 

(A) (2 - 30 2 - (4 - 50(2 - 30 - (2 + 100 

(B) \ + ii + rb~. (C) i 35 

5 + 5' 


28. Convierta a las formas a + bi, realice las operaciones 
indicadas, y escriba las respuestas finales en la forma 
estandar: 


(A) (5 + 2a/—9) - (2 - 3\/^16) 


(B) 


2 + 7V-25 
3 - "V —T 


(C) 


12 - V-64 
V-4 


h 
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29. Encuentre lo que se pide para la funcion/dada por la grafica 
que se muestra en seguida. 

m 



(A) El dominio de/ 

(B) El rango de f 

(C) /(—3)+/(-2)+/(2). 

(D) Los intervalos sobre los que/es creciente. 

(E) Las coordenadas x de cualquiera de los puntos de 
discontinuidad. 

30. Escriba las ecuaciones de las rectas 

(A) Paralelas a (B) Perpendiculares a 

la recta 3x + 2 y= 12 y que pasa por el pun to (-6, 1). 
Escriba las respuestas finales en forma de pendiente- 
intersecciony = mx + b. 

31. Encuentre el dominio de g(x) = y/x + 4. 

32. Grafique f(x) = x 2 - 2x - 8. Muestre el eje de simetria y 
vertice, y encuentre el rango, intersecciones y valor maximo 
o minimo de f(x). 

33. Dada f{x) = l/(x - 2) y g(x) = (x + 3)/x, encuentre fa g. 
^Cual es el dominio de f ° gl 

34. Encuentre/ '(x) para/(x) = 2x + 5. 

35. Grafique, encontrando el dominio, rango y cualquier punto 
de discontinuidad: 

_ x - 1 si x < 0 

^ x 2 + 1 si x > 0 

36. Grafique: 

(A) y = 2Vx +1 (B) >' = — Vx + 1 

37. La grafica mostrada en la figura es el resultado de aplicar 
una secuencia de transformaciones a la grafica de y = |x|. 
Describa las transformaciones de manera verbal, y escriba 
una ccuacion para la grafica de la figura. 


Compruebe graficando su ecuacion mediante un dispositivo 
de graficacion. 

38. Sea/(x) = Vx + 4. 

(A) Encuentre/~'(x). 

(B) Encuentre el dominio y rango de/y/"'. 

(C) Grafique/, /“'yy=xenelmismosistemacoordenado. 

Compruebe graficando / /"' y y = x en una ventana 
cuadrada con un dispositivo de graficacion. 

39. Encuentre el centre y radio del circulo dado por x 2 -6x + 
y 2 + 2y = 0. Grafique el circulo y muestre el centre y el 
radio. 

40. Analice la simetria con respecto al ejex, al eje;’ y al origen 
para la ecuacion 

xy + |xy| = 5 

41. Escriba una ecuacion para la grafica mostrada en la figura 
en la formay = a(x- h) 2 + k, donde a es -1 o +1 y h y k son 
enteros. 


y 



Compruebe graficando su ecuacion con un dispositivo de 
graficacion. 

Resuelva los problemas del 42 al 45. 

42. 1 + — = - 43. 4X 2 ' 3 - 4x 1/3 -3 = 0 

y y 

44. u* + u 2 - 12 = 0 45. - 2Vt = 1 

Use una calculadora para resolver los problemas del 46 al 48. 
Calcule las respuestas con dos cifras decimoles. 


?N? 



46. -3.45 < 1.86 - 0.33x st 7.92 

47. 2.35X 2 + 10.44x - 16.47 = 0 

48. 12.5x + 2.5y =? 20 

3.5x + 8.7y = 10 

49. Despejey en terminos de x: 
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50. Despeje para s y t en terminos de x y y y compruebe: 
x * -1 + 5s + 2t 


APLICACIONES “ 


y = 2 + 2s + t 

51. Grafique y = - 2 Vx +1+3. 


c 


52. Evalue x 2 -x + 2 para j j \/"7. 

53. ^Para que valores de a y ft es verdadera la desigualdad a - 
b<b-a r > 

54. Despeje y en terminos de x: 


x + y 

y - 

x-y 

55. Encuentre todas las ralces: 3x 2 = 2 V2x - 1 . 

Considere la ecuacion cuadratica 

Jt 2 + bx + 1 = 0 

donde ft es un numero real. Anal ice la relation entre los 
valores de ft y los tres tipos de raices enlistados en la tabla 
1 de la section 1-6. 

57. Encuentre todas las raices reales: 1 = 6x~ 2 + 9x~* 


58. Escriba en la forma estandar: a + 1,1 . a , ft + 0 

a — bi 


59. Resuelva: 


x + 4 


<3 


60. Encuentre una definicion por partes de f(x) = |x + 2| + |x- 
2| que no involucre el valor absoluto de la funcion. Grafique 
/y encuentre el dominio y rango. 

61. Dada f(x) = x 2 y g(.v) =\/4 - x 2 , encuentre: 

(A) El dominio de g. 

(B) Jig y su dominio. 

(C) fog y su dominio. 

62. Sea/M = x 2 - 2x - 3, x > 1. 

(A) Encuentre / '(x). 

(B) Encuentre el dominio y rango de f~ l . 

(C) Grafique f, / ’ y y=x en el mismo sistema coordenado. 

Compruebe graficando /, /y y = x en una ventana 
cuadrada con un dispositivo de graficacion. 

63. Escriba una definicion por partes para f(x) = 2x - |2x] y 
trace la grafica de f. Incluya suficientes intervalos para 
ilustrar de forma clara la definicion y la grafica. Encuentre 
el dominio, rango y cualquier punto de discontinuidad. 


64. Numeros. Encuentre un numero tal que exceda sureciproco 
por|. 

65. Rapidez y tiempo. Un transportador de banda viejo 
trabajando solo puede llenar de material un vagon de 
ferrocarril en 14 minutos. Con la banda vieja y una nueva 
operando juntas se puede llenar el vagon en 6 minutos 
^Cuanto tiempo le toma a la nueva banda trabajando sola 
llenar de material el vagon? 

*66. Rapidez y tiempo. Una lancha viaja corriente arriba 35 
millas y despues regresa a su punto de partida. Si el viaje 
redondo toma 4.8 horas y la velocidad del bote en aguas 
tranquilas es de 15 millas por hora, ^cual es la velocidad 
de la corriente? 

*67. Qulmica. ^.Cuantos galones de agua destilada se deben 
mezclar con 24 galones de una solucion de acido sulfurico 
al 90% para obtener una solucion al 60%? 

68 . Andlisis del punto de equilibrio. Los costos fijos de una 
editorial para producir un nuevo libro de cocina son de 
S41 800. Los costos variables son de $4.90 por libro. Si el 
libro se vende a las librerias en $9.65, ^cuantos libros debe 
vender la editorial para alcanzar el punto de equilibrio? 

69. Finanzas. Un inversionista instruye a un corredor para que 
compre ciertas acciones siempre y cuando el precio por 
accion p del mercado este entre $ 10 y $200. Exprcsc esta 
instruccion como una desigualdad de valor absoluto. 

70. Oferta y demanda. Suponga que las ecuaciones de oferta 
y demanda para la espuma de estireno “cabezas de queso” 
en Green Bay para una semana en particular son 

p — 5.5 + 0.002i7 Ecuacion de oferta 
p = 22 — 0.001 ^ Ecuacion de demanda 

donde p es el precio en dolares y q es el numero de cabezas 
de queso. Encuentre el precio de equilibrio y la cantidad. 

71. An&lisis de perdidas y ganancias. A un precio de $p por 
unidad, el departamento de mercadotecnia cn una compania 
estima que el costo semanal C y el ingreso semanal R. en 
miles de ddlares, estara dado por las ecuaciones 

C=88-12/t Ecuacion de costo 

R- 15 ip- 2 p 2 Ecuacion de ingresos 

Encuentre los precios para los que la compania tiene: 

(A) Unaganancia. 

(B) Unaperdida. 

*72. Barcos. Un barco sale del puerto A, se dirige hacia el cste 
al puerto 3, y despues hacia el norte al puerto C, viaja en 
total 115 millas de distancia. Al siguiente dia el barco viaja 
directamente desde el puerto C de regreso al puerto A. una 
distancia de 85 millas. Encuentre la distancia entre los 
puertos Ay By entre los puertos By C. 
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l. Precio y demanda. La demanda semanal de enjuagues 
bucales en una cadena de farmacias es de 1 160 botellas a 
un precio de S3.79 cada uno. Si el precio se reduce a $3.59, 
la demanda semanal aumenta a 1 340 botellas. Suponiendo 
que la relation entre la demanda semanal x y el precio por 
botella p es lineal, exprese x como una funcion de p. 
^Cuantas botellas se podrian vender cada semana si el 
precio se redujera a $3.29? 

I. Negocios y precios. Una compania telefonica empieza un 
nuevo plan de tarifas en las que les cobra a los usuarios por 
llamadas locales como sigue: Las primeras 60 llamadas de 
cada mes son a 6 centavos cada una, las siguientes 90 son 
a 5 centavos cada una, las siguientes 150 son a 4 centavos 
cada una y las llamadas adicionales son a 3 centavos cada 
una. Si C es el costo, en dolares, al realizarx llamadas por 
mes, escriba una definition por partes de C como una 
funcion de x y grafiquela. 

5. Construction. Una persona tiene 80 pies de malla de 
alambre para construir una perrera adyacente a su casa 
(vease la figura). 



(A) Exprese el area A(x) delimitada por la perrera como 
una funcion del ancho x. 

(B) De las consideraciones fisicas, ^cual es el dominio de 
la funcion A? 

(C) Grafique A y determine las dimensiones de la perrera 
para que se tenga un area maxima. 

76. Ciencia de la computation. Sea f(x ) = x - \2xfl\. Esta 
funcion se puede usarpara determinar si un entero es impar 
opar. 

(A) Encuentre/( 1 ),/(2),/(3),/(4). 

(B) Encuentre f(n) para cualquier entero n. [Sugerencia: 
Considere dos casos, n = 2k y n = 2k + 1, k es un 
entero.] 

*77. Fisica. La distancia s sobre el suelo (en pies) a la que esta 
un objeto que se deja caer de un globo aerostdtico t segundos 
despues de que se solto esta dada por 

s = a + bt 2 

donde a y b son constantes. Suponga que el objeto esta a 
2 100 pies sobre el suelo cinco segundos despues de que 
se solto, y a 900 pies 10 segundos despues de que se solto. 

(A) Encuentre las constantes ay b. 

(B) que altura esta el globo? 

(C) iCuanto tiempo tardara el objeto en caer? 
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3 Funciones polinomiales y racionales 


Recuerde que las rakes de una funcion/son las soluciones o raices de la ecuacion 
f(x)= 0, si existe alguna. Se conoce c6mo encontrar todas las rakes reales e imagi- 
narias de funciones lineales y cuadraticas (v6ase la tabla 1). 

TABLA 1 

Funcion Forma Ecuaci6n Raices 

Lineal f(x) = ax + b, a 0 

Cuadratica f(x) = ax 2 + bx + c, a ¥= 0 


ax + b = 0 

ax 2 + bx + c = 0 


_b 

a 


-b ± Vb 2 — 4 ac 
2a 


Las funciones lineales y cuadraticas se conocen tambkn como funciones 
polinomiales de primer y segundo grado, respectivamente. Asi, en la tabla 1 se 
indican las formulas para encontrar las rakes de cualquier funciop s polinomial de 
primer o segundo grado. Aqui surge la pregunta, <,c6mo se puede resolver funcio¬ 
nes polinomiales de orden superior? tales como 

p(x ) = Ac 3 - lx 2 + 3x + 5 Tercer grado 

q(x) = -2x* + Sx 2 - 6 Cuarto grado 

r(x) = X s - x* + x 3 ~ 10 Quinto grado 

Como puede verse existen metodos (directos, aunque complicados) para encon¬ 
trar todas las rakes de cualquier funcidn polinomial de tercer o cuarto grado. Sin 
embargo, el frances Evariste Galois (1811-1832) comprobo a la edad de 20 anos, 
que para funciones polinomiales de grado superior a cuatro no hay un proceso 
finito paso a paso con el que siempre se obtengan todas las raices.* Esto no signi- 
fica que no se intente encontrar las rakes de funciones polinomiales de grado su¬ 
perior, sino que seri necesario usar diferentes nktodos especializados, y en ocasiones 
se tendra que aproximar las rakes. El desarrollo de estos metodos es uno de los 
objetivos principales de este capitulo. 

La seccidn 3-1 comienza con el analisis de las propiedades graficas de funcio¬ 
nes polinomiales. En la seccion 3-2 se desarrollan las berramientas para encontrar 
las rakes racionales de una ecuacion polinomial con coeficientes racionales. En la 
seccion 3-3 se estudian los nktodos para localizar las rakes reales de un polinomio 
con coeficientes. Una vez localizadas, las rakes reales se pueden aproximar facil- 
mente con la ayuda de un dispositivo de grafkacion. En la seccidn 3-4 se abordan 
las funciones racionales y sus graficas y en la seccion 3-5 se analiza la descomposi- 
cion de funciones racionales en formas mas simples, una herramienta importante 
en el calculo. 


* La contribuci6n de Galois, al usar un nuevo concepto de “grupo”, tuvo gran importancia para las matema- 
ticas por su originalidad. Sin embargo, sus contemporaneos muy rara vez leian sus artlculos, los que despre- 
ciaban calificSndolos como “casi ininteligibles”. A la edad de 21 anos, implicado en agitaciones politicas, 
Galois encontro la muerte en forma prematura en un duelo. Un breve pero fascinante relato de la tr&gica 
vida de Galois se puede encontrar en el libro de E. T. Bell, Hombres en las matematicas (Nueva York: Simon 
& Schuster, 1937), pp. 362-377. 
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SECCiON 



Funciones polinomiales y graficas 


Funciones polinomiales 

Division de polinomios 

Algoritmo de divisidn 

Teorema del residuo 

Graficacion de funciones polinomiales 


• Funcion e En el capitulo 2 se introdujeron las siguientes funciones basicas 

polinomiales 

f(x ) = b Funcion constante 

f(x) ~ ax + b, a 0 Funcion lineal 

f(x) = ax 2 + bx + c, Funcion cuadratica 

asi como para algunos casos especiales de funciones mas complicadas, por ejemplo, 

f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d, a A 0 Funcion cubica 

Observe como se genera el patron de la funcion constante a la funcion cubica, esto es, 
los terminos en cada ecuacion son de la forma ax", donde n es un entero no negativo y 
a es un numero real. Todas estas funciones son casos especiales de la clase general de 
funciones denominadas funciones polinomiales. La funcion 

P(x) = a„x n + a n -\X n ~ l + • • • + a,* + a 0 a„ =£ 0 

se conoce como funcion polinomial de n esimo grado. Tambien se hara referencia a 
P(x) como un polinomio de grado n o, de manera mas simple, como un polinomio. 
Los numeros a , a ., a., a Cl se llaman coeficientes de la funcion. Lina funcidn 

constante, diferente de cero, es un polinomio de grado cero, una funcion lineal es un 
polinomio de primer grado y una funcion cuadratica es un polinomio de segundo gra¬ 
do. La funcion cero Q(x) = 0 tambien se considera como un polinomio, pero no se le 
asigna un grado. Los coeficientes de una funcion polinomial pueden ser numeros com- 
plejos, o pueden estar restringidos a los numeros reales, numeros racionales o enteros, 
dependiendo de nuestro interes. El dominio de una funcion polinomial puede ser el 
conjunto de numeros complejos, el conjunto de numeros reales, o subconjuntos ade- 
cuados de ellos, dependiendo de nuestro interes. En general, el contexto indicara la 
eleccion de los coeficientes y del dominio. 

Se dice que el numero r que es una raiz de la funcion P, o una raiz del polinomio 
P(x), o una solucidn o raiz de la ecuacidn P(x) = 0, si 

P{r) = 0 

Una raiz de un polinomio puede o no ser el numero 0. Una raiz de un polinomio es 
cualquier numero que haga que el valor del polinomio sea 0. Si los coeficientes de un 
polinomio P(x) son numeros reales, entonces una raiz real es simplemente una intersec- 
cion en el eje x de la grafica dey = P(x). Considere el polinomio 




P(x) = x 2 — Ax + 3 
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La grafica de P se muestra en la figura 1. 


Raices e 

intersecciones con e! eje x. 


Las intersecciones con el eje x en 1 y 
3 son raices de P(x) ~ x ! 4x 3, ya 
que P(1) = 0 y P(3) = 0. Las 
intersecciones con el eje x en 1 y 3 
son tambien soluciones o raices de la 
ecuacion x 2 4x + 3 = 0, 


En general: 


Raices 

Si los coeficientes de un polinomio P{x) son reales, entonces las intersecciones 
con el eje jc de la grafica de y = P(x) son las raices reales de P y P(x), y son 
soluciones reales o raices para la ecuacion P(x ) = 0. 


Se puede encontrar cocientes de polinomios mediante un proceso de division larga, 
similar al usado en aritmetica. Un ejemplo ilustrara este proceso. 


Division algebraica larga 


Divida 5 + 4x 3 - 3x entre 2x — 3. 


Solucion 


lx 2 + 3x + 3 

2x - 3J4X 3 + Ox 2 - 3x + 5 
4X 3 - 6x 2 

6X 2 — 3x 
6X 2 - 9x 

6x + 5 
6x - 9 
14 = R 

Residuo 


Arregle el dividendo y el divisor en 
potencias descendentes de la variable. 
Inserte, con coeficientes 0, cualquier 
termino que falte de grado menor que 3. 
Divida el primer termino del divisor entre 
el primer termino del dividendo. 
Multiplique el divisor por 2xr, alinee los 
terminos semejantes, restelos como en 
aritmetica y coldquelos abajc de - 3x. 
Repita el proceso basta que el grado del 
residuo sea menor que el del divisor. 


Asi que 


4x 3 - 3x + 5 
2x — 3 


Zx 2 + 


3x + 3 + 


14 

2x- 3 


Comprobacion 


(2x- 3) 


(2X 2 + 3x + 3) + 


14 


2x - 3 


= (2x - 3K2X 2 + 3x + 3) + 14 


= 4X 3 - 3x + 5 
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Problema seleccionado s 


Divida 6a 2 — 30 + 9a 3 entre 3a- - 4. 


Poder dividir un polinomio P(x) entre un polinomio lineal de la forma a - r. rapida y 
exactamente, sera de gran ayuda en la busqueda de las raices de funciones polinomiales 
de grado superior. Se puede llevar a cabo este tipo de division de manera mas eficiente 
mediante un metodo conocido como division sintetica. El metodo se entendera me- 
jor mediante el siguiente ejemplo. Comencemos por dividir P(x ) = 2a j + 3a 3 - a — 5 
entre a + 2, usando division ordinaria larga. Las partes criticas del proceso se indican 
en color. 


a 3 - a _ Cociente 

Divisor x ) x 4 + x 3 4- x 2 ~ I a Dividendo 

2a 4 + A 3 

- a 3 + Oa 2 

- l.v 3 A 2 

X 2 - lx 

2jp _A 

A - 5 
-5a 

Residuo 

Los numeros indicados en color, que representan la parte esencial del proceso de 
la division, se ordenan de manera mas conveniente como sigue: 


Coeficiente del dividendo 


2 

3 

0 

-1 

-5 

r J 

4 I 

~ 2 | 

4 

-10 

2, 

/-lb 

2l 

-5- 

5 


Coeficiente Residuo 
del cociente 


Mecanicamente, se observa que el segundo y tercer renglon de numeros se gene- 
ran como sigue. El primer coeficiente, 2, del dividendo se baja y multiplica por 2 del 
divisor; y el producto, 4, se coloca debajo del segundo coeficiente del dividendo, 3, y se 
resta. La diferencia, - 1, se multiplica de nuevo por el 2 del divisor, y el producto se 
coloca debajo del tercer coeficiente del dividendo y se resta. Este proceso se repite 
hasta obtener el residuo. Este proceso se puede hacer un poco mas rapido, y con menos 
probabilidades de equivocarse en los signos, cambiando el +2 del divisor por -2 y 
sumando en vez de restar. De esta manera 

Coeficientes del dividendo 
2 3 0 -1 -5 

I -4. 2 -4 10 

-2 | 2'/- 1L ‘ 2-/-51/ 5 

Coeficientes Residuo 
del cociente 
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Pasos clave en el proceso de division sintetica 

Para dividir el polinomio P(x) entre x — r: 

Arregle los coeficientes de P(x) en orden de potencias descendentes de 
.v. Escriba 0 como el coeficiente de cada potencia faltante. 

Despues de escribir el divisor en la forma x — r, use r para generar el 
segundo y tercer renglones de numeros como sigue. Baje el primer co¬ 
eficiente del dividendo y multipliquelo por r; despues sume el producto 
al segundo coeficiente del dividendo. Multiplique esta suma por r y 
sume el producto al tercer coeficiente del dividendo. Repita el proceso 
hasta que un producto se sume al termino constante de P(x). 

El ultimo numero a la derecha en el tercer rengldn de numeros es el 
residuo. Los otros numeros en el tercer rengldn son los coeficientes del 
cociente, que es de grado 1 menor que P{x). 


Division sintetica 

Use division sintetica para encontrar el cociente y residuo resultante de dividir P(x) = 
4x 5 — 30x 3 — 50.x — 2 entre x + 3. Escriba la respuesta en la forma Q(x) + R/(x — r), 
donde R es una constante. 

Soluci6n Como x + 3 = x — (—3), se tiene r = —3, y 

4 0 -30 0 -50 -2 

-12 36 -18 54 -12 

-3 14 -12 6 -18 4 -14 

El cociente es 4X 4 - 12x 3 + 6x 2 — 18x + 4 con un residuo de — 14. Asi, 

PFxl -14 

—— = 4X 4 - 12X 3 + 6.x 2 - 18x + 4 + - - 

x + 3 x + 3 


Repita el ejemplo 2 con P(x) = 3x* - 1 lx 3 - 18x + 8 y divisor x - 4. 


Una calculadora es una herramienta conveniente para realizar la division sintetica. 
Se puede usar cualquier tipo de calculadora, aunque una con memoria ahorrara algunos 
tecleos. El diagrama de flujo de la figura 2 muestra los pasos repetitivos en el proceso 
de division sintetica, y la figura 3 muestra, en una calculadora grafica, los resultados de 
aplicar este proceso al ejemplo 2. 
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Teorema 1 



( Pare ) 


-3*R 

4*R+0 

Rns*R+( "30) 
Rns*R+0 
Rns*R+( -50) 
Rns*P.+ ( -2) 


-3 

-12 

6 

-13 

4 

-14 


Division sintetica. 


Si se divide P(x) = lx 4 — 5x 3 — 4x 2 4- 13 entre x — 3, se obtiene 


2x i - 5jt - 4.x 2 + 13 „ . , 4 

— = IP + x 2 - x - 3 + 


x - 3 


x-3 


x + 3 


Si se multiplican ambos lados de esta ecuacion por* - 3, entonces se obtiene 


2x A — 5v 3 — 4.v 2 + 13 = (x — 3)(2x 3 + xr — x — 3) + 4 


Esta ultima ecuacion es una identidad en la que el lado lzquierdo es igual al lado dere- 
cho para todos Ios reemplazos de.vpor numeros reales o imaginarios, incluyendox = 3, 
Este ejemplo sugiere el importante algoritmo de division, que se establecio como el 
teorema I sin prueba. 


Algoritmo de division 

Por cada polinomio P(x) de grado mayor que 0 en cada numero r, existe un 
polinomio unico Q(x) de grado 1 menor que P(x) y un numero unico R tal que 

P{x) = (x — r)Q(x) + R 


El polinomio Q(x) se denomina cociente, x - r es el divisor, y R es el residuo. 
Observe que R puede ser 0. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Teorema 2 


Soluciones 


Sea P(x) = x 3 — 3jc 2 — 2x + 8. 

(A) Evalue P(x) para 

(i) x = —2 (ii) jc = 1 (iii)jt = 3 

(B) Use division sintetica para encontrar el residuo cuando P(x) se divide entre 
(i) x + 2 (ii) x — 1 (iii) x - 3 

iQue se concluye de comparer los resultados de los incisos (A) y (B)? 


Use ahora el algoritmo de division en el teorema 1 para probar el teorema del residuo. 
La ecuacion en el teorema 1, 

P(x) = (x - r)Q(x) + R 

es una identidad; es decir, es verdadera para todos los reemplazos reales o imaginarios 
de.v. En particular, si se hacex = r, entonces se observa una relacion muy interesante y 
util: 


P(r) = {r- r)Q{r) + R 
= 0 • <2(0 # R 
= 0 + R 
= R 


En palabras, el valor de un polinomio P(x) en x = r es el mismo residuo R que se obtuvo 
cuando se dividio P(x) entre a — r. Con esto se prueba el bien conocido teorema del 
residuo: 


Teorema del residuo 

Si R es el residuo despues de dividir el polinomio P{x) entre x — r, entonces 

P(r) = R 


Dos metodos para evaluar polinomios 

Si P(x) = 4x 4 + 10a.- 5 + 19a + 5, encuentre P{— 3) de las maneras siguientes: 

(A) Usando el teorema del residuo y la division sintetica. 

(B) Evaluando directamente P{— 3). 

(A) Use la division sintetica para dividir P(x) entre x — (—3). 
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(B) P(- 3) = 4(-3) 4 + 10( — 3) 3 + 19(—3) + 5 
= 2 


Repita el ejemplo 3 para P(x ) = 3x 4 - 16.v 2 - 3x + 7 y * = -2. 


Graficas 

de funciones polinomiales. 


La forma de la grafica de una funcion polinomial esta conectada con el grado del 
polinomio. Las formas de funciones polinomiales de grado impar tienen algo en co- 
mun, y las formas de funciones polinomiales de grado par tambien tienen algo en 
comun. La figura 4 muestra algunas graficas representativas de funciones polinomiales 
que parten del grado 1 hasta el 6 y sugiere algunas propiedades generales de graficas de 
funciones polinomiales. 



(d) f(x) - *•' - x + 1 (e) C(x) 2x' 7r i x 3 (f) H(x) r I 


Observe que las graficas de polinomios de grado impar comienzan en el eje y 
negativo, terminan en el ejey positivo y cruzan el eje x al menos una vez. Las graficas 
de polinomios de grado par comienzan en el ejey positivo, terminan en el ejey positivo 
y no todas cruzan el eje x. En todos los casos mostrados en la figura 4, se selecciono 
positivo el coeficiente del termino de grado mas alto. Si se hubiera escogido negativo 
cualquier coeficiente principal, entonces se podria tener una grafica similar pero refle- 
jada con respecto al eje 


\ 
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P(x) ■■ 

= x s - 6x ! + 8x + 


La forma de la grafica de un polinomio, tambien esta relacionada con la forma de 
la grafica de grado mas alto o con el termino principal del polinomio. En la figura 5 se 
compara la grafica de uno de los polinomios de la figura 4 con la grafica de su termino 
principal. Aunque son muy diferentes para los puntos cercanos al origen, conforme se 
realiza un “alejamiento” a los puntos distantes del origen, las graficas se vuelven muy 
similares. El termino principal en el polinomio domina todos los otros terminos combi- 
nados. 


= jc 2 , h(x) 
1 . 


y p y ph 


5 

1 

■ 

500- 


1 

- 


ALEJAMIENTO 


..... 

/ . 



5 

f: 


5 -5 

5 


s- 


-500- 



En general, el comportamiento de la grafica de una funcion polinomial conforme 
x disminuye sin llegar al llmite izquierdo o conforme x aumenta sin llegar al limite 
derecho, esta determinado por su termino principal. A menudo se usan los slmbolos 
—y x para ayudar a describir este comportamiento a la izquierda y a la derecha.* En 
el teorema 3 se resumen las diferentes posibilidades. 


Teorema 3 Comportamiento a ia izquierda y derecha de un polinomio 


P(x) = a n x" + a^x" ' + ■■■ + a^x + a (r a n i= 0 


1. a n > 0 y n es par 

La grafica de P(x) aumenta sin 
limite conforme x disminuye a 
la izquierda y conforme x 
aumenta a la derecha. 


2. a n > 0 y n es impar 

La grafica de P{x) disminuye sin 
limite conforme x disminuye a la 
izquierda y aumenta sin limite 
conforme x aumenta a la derecha. 


y = P(x) y = P W 



P(X) —¥ 


X 

X 


conforme x —> 
confonne x —> * 




conforme x -* 
conforme x —> oo 


* Recuerde que el simbolo x no representa un numero real. Antes se usaba 50 para denotar intcrvalos sin 
limite. tal como [0. x ) Ahora se usa para describir cantidades que estan creciendo sin limite superior en su 
tamano. 
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3. a n < 0 y n es par 

La grafica de P(x) disminuye 
sin limite conforme x disminuye 
a la izquierda y conforme x 
aumenta a la derecha. 

y = PM 
t 


x 
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4. a i < 0 y n es impar 

La grafica de P{x) aumenta sin 
limite conforme x disminuye a la 
izquierda y disminuye sin limite 
conforme a aumenta a la derecha. 

V = PM 


X 


I 




conforme x —» 
confonne a —> =» 


P(a) 


conforme a —» 
conforme a —> oo 


La figura 4 muestra ejemplos dc funciones polinomiales con graficas que contie- 
nen el maximo numero posible dc puntos de reiorno, para un polinomio de ese grado. 
Un punto de retorno sobre una grafica continua, es un punto que separa la parte que 
esta aumentando de la parte que esta disminuyendo. En el teorema 4 se enumeran pro- 
piedades utiles de funciones polinomiales que se aceptan sin prueba. La propiedad 3 sc 
analiza en forma detallada en este capitulo un poco mas adelante. Las otras propieda- 
des se establecen en calculo. 


Propiedades de graficas de funciones polinomiales 

Sea P un n esimo grado de una funcion polinomial con coeficientes reales. 

1. P es continua para todos los numeros reales. 

2. La grafica de P es una curva suave. 

3. La grafica de P tiene a lo mas n intersecciones en el eje a. 

4. P tiene a lo mas n - 1 puntos de retorno. 


(A) ^.Cual es el menor numero de puntos de retorno que puede tener una funcion 
polinomial de grado impar? una funcion polinomial de grado par? 

(B) ^Cual es el maximo numero de intersecciones con el eje x que puede tener una 
funcion polinomial de grado nl 

(C) ^Cual es el maximo numero de soluciones reales que puede tener una ecuacion 
polinomial de wesimo grado? 

(D) ('.Cual es el menor numero de intersecciones con el eje a que puede tener la 
grafica de una funcion polinomial de grado impar? una de grado par? 
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Solucion 


Y 



FIGURA 6 

P(x ) = x 3 - I2x + 2. 


Problema seleccionado 4 


(E) ^Cual es el menor numero de soluciones reales que puede tener una ecuacion 
polinomial de grado impar? una de grado par? 


Graficacion de un polinomio 

Grafique P(x ) = x 1 - I2x + 2, -4 ^ x ^ 4. Encuentre los puntos usando division 
sintetica y el teorema del residuo. ^Cuantas intersecciones con el eje x tiene la grafica? 
^Cuantos puntos de retomo? Describa el comportamiento de P(x) a la izquierda y a la 
derecha. 

Se evalua P(x) desde x = -4 hasta x = 4 para valores enteros de x. Se puede apresurar 
el proceso formando una tabla de division sintetica. Para simplificar la forma de la 
tabla, se omite escribir el producto de r con cada coeficiente en el cociente y se realizan 
los calculos mentalmente o con una calculadora. Se vuelve mas util el uso de una calcu- 
ladora a medida que los coeficientes son mas numerosos o complicados. La tabla pro- 
porciona tambien otra informacion importante, como se vera en las secciones subse- 
cuentes. 



1 0 

-12 

2 


-4 

1 -4 

4 

-14 

= P(~ 4) 

-3 

1 -3 

-3 

11 

= Pi- 3) 

-2 

1 -2 

-8 

18 

= Pi- 2) 

-1 

1 -1 

-11 

13 

= / > (-l) 

0 

1 0 

-12 

2 

= PiO) 

1 

1 1 

-11 

-9 

= P( 1) 

2 

1 2 

-8 

-14 

= Pi 2) 

3 

1 3 

-3 

-7 

= Pi 3) 

4 

1 4 

4 

18 

II 

;§ 


Ahora se trazan los puntos encontrados en la tabla y se unen con una curva suave 
(figura 6). Conforme se dibuja esta curva, se observa que la grafica cruza el eje x tres 
veces y cambia de direccion en dos ocasiones. Las siguientes dos secciones se dedi- 
caran a determinar de manera precisa el lugar en el que una grafica cruza al eje x. 
La determination exacta de la localization de puntos de retorno requiere de tecnicas 
de calculo. Si falta esta informacion, simplemente se cambia de direccion ax = -2 y 
x = 2. 

El termino principal de P(x) es x\ Del caso 2 en el teorema 3, se observa que P(x) 
-oo como x —» —oc y P(x) -4 oc conforme x —»°c. 


Grafique P(x) = x 3 - 4x 2 - 4x + 16, -3 ^ x ^ 5. Encuentre los puntos usando la 
division sintetica y el teorema del residuo. i,Cuantas intersecciones con el eje x tiene 
la grafica? ^Cuantos puntos de retomo? Describa el comportamiento a la izquierda y 
a la derecha de P(x). 
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^ Comentario. Un dispositivo de graficacion puede producir rapidamente una tabla de 
valores, sin usar la division sintetica, y puede graficar un polinomio igual de rapido. En 
la seccion 4-3 se mostrara que una tabla para la division sintetica es una herramienta 
valiosa cuando se usa junto con un dispositivo de graficacion. De manera que los estu- 
diantes que tengan dispositivos de graficacion deben aprender tambien a construir ta- 
blas de division sintetica. (Vease la tabla 1 en la seccion 3-3 para una forma mas eficiente 
de construir una tabla de division sintetica con un dispositivo de graficacion.) 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1. 3x'- + 6x + 8 + —-— 

3x-4 

2. = 3^+^+4x-2 + —= 3 . r > + r* + 4x - 2 

x 4 x - 4 


3. P(—2) = — 3 para ambas partes, como debe ser. 



X 

P<x) 

-3 

-35 

-2 

0 

-1 

15 

0 

16 

1 

9 

2 

0 

3 

-5 

4 

0 

5 

21 


Tres intersecciones en x y dos puntos de 
retorno P(x) -» -* como x -» 

P(x) —> como x —» * 


EJERCICIO 



En los problemas del 1 al 4, a es un numero real positivo. Rela- 
cione cada funcion con cada una de las graficas (a) — (d). 


1 . /(*) = ax 3 
3. h(x) = ax 6 


2. g(x) = -of 
4. k(x) = -ax 5 
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Los problemas del 5 al 8 se refieren a las grdficas de las fun¬ 
ciones f g, hy k que se muestmn a continuacion. 


f{x) g(x) 



5. iCual de esas funciones puede ser un polinomio de segundo 
grado? 

6. ^Cual de esas funciones puede ser un polinomio de tercer 
grado? 

7. (,Cual de esas funciones puede ser un polinomio de cuarto 
grado? 

8. ^Cual de esas funciones no es un polinomio? 

En los problemas del 9 al 16, divida, usando la division 
algebraica larga. Escriba el cociente e indique el residuo. 

9. (4m 2 - 1) - (2m - 1) 10. (y 2 - 9) 4- (y + 3) 

11. (6 - 6x + 8x 2 ) 4- (2x 4- I) 

12. (1 Ijc - 2 + 12.V-) 4- (3x + 2) 

13. (x 3 - 1) 4- (x - 1) 14. (a 3 + 27) - (a + 3) 

15. (3.v - y 2 + 2y 3 - 1) 4- (y + 2) 

16. (3 4- x 2 - .v) - (x - 3) 

En los problemas del 17 al 22, use division sintetica para es- 
cribir el cociente P(x) 4- (x-r) en la forma P(x)/(x - r) = Q(x) 
+ R/(x - r), donde R es una constante. 

17. ( x 2 + 3x - 7) 4- (x - 2) 

18. (x 2 + 2x- 3) 4- ( x - 3) 

19. (4.v 2 + l(be - 9) 4- (x + 3) 

20. (2x 2 lx - 5) 4- ( X + 4) 

21. (2x 3 - 2x 4- 1) 4- ( X - 2) 

22. (.v 3 4- 2.x 2 — 2x - 4) 4- (x + 2) 


Use division sintetica y el leorema del residuo en los proble¬ 
mas del 23 al 28. 

23. Encuentre P(-2), dado PM = 3x 2 - x - 10. 

24. Encuentre P( — 3), dadoP(x) = 4x 2 4- lOx — 8. 

25. Encuentre P(2), dado P(x) = 2x } — 5x 2 + lx — 7. 

26. Encuentre P( 5). dado P(x) = 2x 3 - \2x 2 — x + 30. 

27. Encuentre P(— 4), dado P(x) = x* — lOx 2 4- 25x — 2. 

28. Encuentre P( — 7), dado P(x) = x 4 + 5x 3 — 13x 2 — 30. 

En los problemas del 29 at 44, divida. usando division sinteti¬ 
ca. Escriba el cociente e indique el residuo. Como se implican 
mas coeficientes, una calculadora debe probar su utilidad. No 
redondee (todas las cantidades son exactas). 

29. (3x 4 -x - 4) 4- ( x + 1) 30. (5a: 4 - 2x 2 - 3) 4- (, v - 1) 

31. (x } + 1) 4- (x + 1) 32. (x 4 - 16) 4- (x - 2) 

33. (3x 4 4- 2x } - 4x - 1) 4- (x + 3) 

34. (x 4 - 3x 3 - 5x 2 4- 6x - 3) 4- ( x - 4) 

35. (2x 6 - I3x 5 + 75x 3 4- 2x 2 - 50) 4- (x - 5) 

36. (4x* 4- 20x 5 - 24x 4 - 3x 2 - I3x 4- 30) 4- (x 4- 6) 

37. (4x 4 4- 2a J - 6x- - 5x 4- 1) 4- (x 4- \) 

38. (2x J - 5x 2 + 6x 4- 3) 4- (x — J) 

39. (4x J 4- 4X 2 - 7x - 6) 4- (x 4- 3 ) 

40. (3x 3 - x 2 4- x 4- 2) 4- (x 4- f) 

41. (3X 4 - 2x 3 -r 2x 2 - 3x + 1) 4- (x - 0.4) 

42. (4X 4 - 3x 3 4- 5x 2 4- 7x - 6) -4 (x - 0.7) 

43. (3x 5 4- 2x* 4- 5x 3 - 7x - 3) 4 (x + 0.8) 

44. (7x 5 - x 4 4- 3x 3 - 2x 2 - 5) -- (x 4- 0.9) 

En los problemas del 45 al 52, grafique cadafuncion polinomial 
usando division sintetica y el leorema del residuo. Despues des- 
criba verbalmente cada grafica, incluvendo el numero de inter- 
secciones con el eje x, el numero de puntos de rerorno y el 
comportamiento de la funcion polinomial a la derecha v a la 
izquierda. 

*Compruebe su trabajo en los problemas del 45 al 52 grafi- 
cdndolos con un dispositivo de graficacion. 

P(x) = x 3 - 5x 2 4- 2x 4 8,-2£xS5 
P(x) = x 3 + 2x 2 - 5x - 6, -4 s x s 3 
P{x) = x 5 4- 4x 2 — x — 4, — 5^x^2 
P(x) — x 1 - 2x 2 — 5x 4 6, -3 £ x £ 4 
P(x) = —x 3 4- 2x 2 - 3, -2 s x s 3 
P(x) = -x 3 - x 4- 4, -2 s x s 2 
P(x) = -x 3 4- 3x 2 - 3x 4- 2. - 1 s x =£ 3 
P(x) = -x 3 4- x 2 4- 4x 4- 6. -3 s x £ 4 


* Note por favor que no se neccsita usar un dispositivo de graficacion 
para terminar cstos cjcrcicios. La comprobacion con un dispositivo de 
graficacion cs opcional. 
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En los problemas del 53 a! 56, de un ejemplo de un polinomio 
con coefwiemes reales que satisfaga las condiciones dadas o 
expliquepor que talpolinomio no puede existir. 

P(x) es un polinomio de tercer grado con una interseccion 
con el eje x. 

P(x) es un polinomio de cuarto grado sin interseccion con 
el eje x. 

P(x) es un polinomio de tercer grado sin interseccion con 
el eje x. 

P(x) es un polinomio de cuarto grado sin puntos de retorno. 

En los problemas del 57 al 60, divida, usando division sinteti- 
cay una calculadora. LI eve todos los numeros a la capacidad 
maxima de su calculadora conforme proceda mediante el pro- 
ceso de la division sintetica. Sin embargo, escriba abajo los 
coeficientes del cocientey el residua con dos cifras decimales 
a medida que vaya avanzando. 

57. (2.I4* 3 - 5.23.x: 2 - 8.71.V + 6.85) h- (* - 3.37) 

58. (6.03x 3 - 35.67 a: 2 + 8.98.x - 12.81) - ( x - 5.72) 

59. (0.96a: 4 + 4.09.x 2 + 9.44* -1.87) 4 (x 4 1.37) 

60. (6.45.x 4 - 1.07.x 3 + 8.67.x - 3.03) 4 (x 4 0.88) 

c_ 

En los problemas 61 y 62, divida usando division algebraica 
larga. Escriba el cociente e indique el residua. 

61. (16.x - 5.x 3 — 8 + 6 at 4 - 8.x 2 ) (2x - 4 4 3.x 2 ) 

62. (8.x 2 - 7 - 13.x + 24.x 4 ) - (3.x + 5 - 6a: 2 ) 

En los problemas 63 y 64, divida usando division sintetica. No 
use calculadora. 

63. (a: 3 — 3a: 2 + .x — 3) 4 (x — i) 

64. (.x 3 - 2.x 2 4 x — 2) -r (.x + /) 

En los problemas del (55 al 72, grafique cada funcion polinomial 
usando division sintetica y el teorema del residuo. Despues 
describa cada grafica de manera verbal, incluyendo el nume- 
ro de intersecciones en x, el nitmero de puntos de retorno y el 
comportamiento a la izquierda y a la derecha. 


Compruebe su trabajo en los problemas del 65 al 72 graficando 
con un dispositivo de graficacidn. 

65. P(x) = x 4 - 2x 3 - 2x 2 4 8x - 8 

66. P(x) = a- 4 + x 3 — 3 a 2 + lx — 6 

67. P(x) = .x 4 + 4.x 2 - x 2 - 10.x - 8 

68. P(x ) = a: 4 - 8a: 2 - 4a: + 10 

69. P(x) = -x 4 4 2a 3 + 10a 2 - 10a - 9 

70. P(x) = —x 4 - 5x 3 + a 2 + 20.x + 5 

71. P(x) = a 5 - 6a 4 + 4a 3 + 17a 2 - 5.x - 7 

72. P(x) = X s - 9 a 3 + 4a 2 + 15a - 10 

(A) Divida P(x) = u,x 2 + a t x + a Q entre x — r. usando la 
division sintetica y el proceso de division larga, y 
compare los coeficientes del cociente y el residuo 
producido por cada metodo. 

(B) Desarrolle la expresion que representa el residuo. 
i,Que observa? 

Repita el problema 73 para 

P(x) = a, a 3 + a T x 2 + « r x + a n 

75. Los polinomios se evaluan tambien de manera adecuada 
usando un esquema de “factorizacion anidada". Por 
ejemplo, el polinomio P(x) = 2x 4 - 3.x 3 + 2x 2 — 5x + 7 se 
puede cscribir en forma de factorizacion anidada, de la 
manera siguiente: 

P(x) = 2a 4 - 3.x 3 + 2 a 2 - 5a + 7 
= (2x - 3).x 3 + 2 a- 2 - 5x + 7 
= [(2 a - 3)x 4- 2 ]a 2 - 5a + 7 
= {[(2.x - 3)x 4 2]x - 5 }a 4 7 

Use la forma de factorizacion anidada para encontrar P( -2) 
y P(1.7). [Sugerencia: Para evaluar P{—2), guarde —2 en 
la memoria de su calculadora, para llamarla cuando se 
necesite, y proceda de izquierda a derecha.] 

76. Encuentre P(-2) y P( 1.3) para P(x) = 3x 4 4 a 3 - 10.x 2 + 
5x — 2 usando el esquema de factorizacion presentado en 
el problema 75. 


«.< 3-2 


Teorema de factorizacion 
Teorema fundamental del algebra 
Raices imaginarias 
Raices racionales 
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3 Funciones polinomiales y racionales 


En esta seccion se desarrollaran algunas propiedades importantes de los polinomios 
con coeficientes arbitrarios. Despues se considerara el problema de encontrar todas las 
raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales. En algunos casos, este 
proceso tambien permitira encontrar raices irracionales o imaginarias. 


• Teorem* 
de factorization 


El algoritmo de division (teorema 1 en la seccion 4-1) 

P(x) = (x - r)Q(x) + R 


podria, debido al teorema del residuo (teorema 2 en la seccion 4-1), escribirse en una 
forma donde R se reemplace por P(r): 


P(x) = (x - r)Q(x) + P(r) 

Es facil ver que x — r es un factor de P(x) si y s61o si P(r) = 0; es decir, si y solo si r es 
una raiz del polinomio P(x). Este resultado se conoce como teorema de factorizackm: 


Teorema 1 Teorema de factorizacion 

Si r es una raiz del polinomio P(x), entonces * — r es un factor de P(x). Por el 
contrario, si x — r es un factor de P(x), entonces r es una raiz de P(x). 


La relacibn entre raices, factores e intersecciones en el eje x es fundamental para 
estudiar los polinomios. Tambien es importante el teorema de factorizacion, puesto que 
en el se establece que los siguientes postulados son equivalentes para cualquier polinomio 
P(x): 


1. r es una raiz de la ecuacion P(x) = 0. 

2. r es una raiz de P(x). 

3. x — r es un factor de P(x). 

Si, ademas, los coeficientes de P(x) son numeros reales y r es un numero real, entonces 
se puede sumar un cuarto postulado a la lista: 

4. r es una interseccidn con el eje x en la grifica de P{x). 


Factores, raices e intersecciones 

(A) Use el teorema de factorizacion para demostrar que x + 1 es un factor de P(x) = 
x 2i + 1 

(B) ^Cuales son las raices de P(x ) = 3(x — 5)(.x + 2)(x - 3)? 

(C) ^Cudles son las raices de x 4 — 1 = 0? 

(D) ^Cu&les son las intersecciones con el eje x de la grafica de P(x) = x 4 - 1? 
Soluciones (A) Como x + 1 = x — (— 1), se tiene r = — 1 y 




Y 



intersecciones 
d eP(x)=x i - 1. 

Problema -,eleccionado 


• Teorema 
fundamental del 
algebra 


Teorema 2 
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P(r) = Pi- 1) = (-1) 25 + 1 = -1 + 1 = 0 


Por consiguiente, — 1 es una raiz de P(x) = a 25 + 1 . Por el teorema de factorizacion, 
jc — (— 1) =jc H- 1 es un factor de a 25 + 1 . 

(B) Como (x — 5), (x + 2) y (x - 3) son factores de P(x), 5, -2 y 3 son raices de 
PCx). 

(C) Con la factorizacion del lado izquierdo, se tiene 

a 4 - 1 = 0 
( x 2 - 1)(a 2 + 1) = 0 
(x — 1)(a + 1)(a — i)(x + /) = 0 

De esta forma, las raices de x* — 1 = 0 son 1, -1, / y —i. 

(D) Del inciso C, las raices de P(x) son 1, — 1, i y —i. Sin embargo, las intersecciones 
con el eje x deben ser numeros reales. Por lo tanto, las intersecciones con el eje a 
de la grafica de P(x) = a 4 - 1 son 1 y -1 (vease la figura 1). 


(A) Use el teorema de factorizacion para demostrar que x — 1 es un factor de P(x) = 
x 54 - 1. 

(B) ^Cuales son las raices de 

P(x) = 2(x + 3)(x + 7)(x - 8)(jc + 1)? 

(C) i,Cuales son las raices de x 2 + 4 = 0? 

(D) ^Cuales son las intersecciones con el eje a de P(x ) = a 2 + 4? 


El teorema 2, a menudo conocido como teorema fundamental del algebra, requiere 
de una verificacion que esta mas alia del alcance de este libro, de manera que se postula 
sin comprobarlo. 


Teorema fundamental del algebra 

Cada polinomio P(x) de grado n> 0 tiene al menos una raiz. 


Si P( a) = ax" + a n _ l x n ~ t + ■ ■ ■ + a^x + a Q es un polinomio de grado n > 0 con 
coeficientes complejos, entonces, de acuerdo con el teorema 2, tiene al menos una raiz, 
por ejemplo r y Segun el teorema de factorizacion, a - ^ es un factor de P(x). En 
consecuencia, 


P{ a) = (x - a) 

donde (^(a) es un polinomio de grado n— 1. Si n - 1 =0, entonces 0,(a) = a n . Si n - 
1 > 0, entonces, por el teorema 2, (?,(a) a * menos una raiz, por ejemplo r r Y 


2,(a) = (x ~ r 2 )Q 2 {x) 
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Teorema 3 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 


donde 0 2 (x) cs un polinomio de grado n — 2. Asi que, 

P{x) = (x - r } )(x - r 2 )Q 2 (x) 

Si« — 2 = 0, entonces Q 2 (x) = a n . Si n — 2 > 0, entonces £>,(.v) tiene al menos una raiz, 
por ejemplo r y Y 


Q 2 (x) = (.v - r 3 )Q 3 (x) 

donde £b(.r) es un polinomio de grado n — 3. 

Se continua en esta forma hasta que Q,(x) sea de grado 0, es decir. hasta que k = n. 
En este punto, Q n (x) = a n , y se tiene 

P(x) = (x - r t )(x - r 2 ) . (x - rja n 

De esta manera, r ]t r 2 ,r u son las n raices, no necesariamente distintas de P(x). ^Es 
posible que P(x) tenga mas que esas n raices? Si se supone que r es un numero diferente 
de las raices anteriores. Entonces 

P(r) = a n (r - r,)(r - r 2 ) . (r - rj A 0 

ya que r no es igual a ninguna de las raices. Por lo tanto, r no es una raiz, y se podria 
concluir que r,, r n son las unicas raices de P(x). Esto solo es un esbozo de prueba 
del teorema 3. 


Teorema de las n raices 

Cada polinomio P(x) de grado n > 0 se puede expresar como el producto de n 
factores lineales. De aqui que, P(x) tenga exactamente n raices (no necesariamen¬ 
te distintas). 


Los teoremas 2 y 3 se probaron porprimera vez en 1797, por Carl Friedrich Gauss 
(a la edad de 20 anos), uno de los matematicos mas grandes de todos los tiempos. 

Si P(x) se rcpresenta como el producto de los factores lineales y x — r ocurre m 
veces, entonces r se denomina raiz de multiplicidad m. Por ejemplo, si 

P(x) = 4(x - 5 f(x + l) 2 (x - /)(x + i ) 

entonces este polinomio de septimo grado tiene siete raices, no todas diferentes. Es 
decir, 5 es una raiz de multiplicidad 3. o raiz triple; - I es una raiz de multiplicidad 2, o 
raiz doble; e / y —/ son raices de multiplicidad 1, o raices simples. De manera que, este 
polinomio de septimo grado tiene exactamente siete raices tomando en cuenta al 5 y 
- 1 con sus respectivas multiplicidades. 


Si r es una raiz real de un polinomio P(x) con coeficientes reales, entonces r tambien 
es una interseccion con el eje x para la grafica de P(x). Analice la diferencia entre la 
grafica de P(x) en una raiz real de multiplicidad impar y una raiz real de multiplici¬ 
dad par. 
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EJE' IPIO 2 


Solucion 


Problema seleccionado 2 


• Raices imaginarias 


Factorizacion de un polinomio 

Si -2 es una raiz doble de P(x) = x 4 - lx 2 + 4x + 20, escriba P(x) como un producto 
de factores de primer grado. 


Como —2 es una raiz doble de P(x), se puede escribir 

P(x) = (x + 2fQ(x) 

= (x 2 + 4x + 4)Q(x) 

y encontrar Q(x) dividiendo P(x) entrex 2 + 4x + 4. Cuando se efectua toda la division 
algebraica larga, se obtiene 


Q(x) = x 2 - 4x + 5 

Las raices de Q(x) se determinan mediante la formula cuadratica, y son 2 — / y 2 + i. 
De esta manera, escribiendo P(x ) como un producto de factores lineales resulta 

P(x) = (x + 2) 2 [x - (2 - i)][x - (2 + /)] 

[Nota: Siempre que Q(x) sea un polinomio cuadratico, sus raices se pueden encontrar 
mediante la formula cuadratica.] 


Si 3 es una raiz doble de P(x) = x 4 - 12x 3 + 55x 2 - 114x + 90, escriba P(x) como un 
producto de factores de primer grado. 


Algo interesante sucede si se restringe los coeficientes de un polinomio a numeros 
reales. Supongase que se usa la formula cuadratica para encontrar las raices del polinomio 

P(x) = x 2 - 6x + 13 

Para encontrar las raices de P(x), se resuelve P(x) = 0: 


x 2 — 6x + 13 = 0 

6 ± V36 - 52 


6 ± V— 16 6 ± 41 


Las raices de P(x) son 3 - 2/ y 3 4- 2 i, que son los numeros conjugados imaginarios 
(vease la seccion 1-5). Observe tambien que las raices imaginarias del ejemplo 1 son 
los numeros conjugados imaginarios 2 — / y 2 + /. 
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Teorema 4 


Teorema 5 


EXPLORACION Y ANA!. ISIS 2 


Esto se generaliza en el teorema siguiente: 


Teorema de rafces imaginarias 

Las raices imaginarias de polinomios con coeficientes reales, si existen, ocurren 
en pares conjugados. 


Como una consecuencia de los teoremas 3 y 4, se sabe tambien (reflexione sobre 
esto) lo siguiente: 


Rafces reales y polinomios de grado impar 

Un polinomio de grado impar con coeficientes reales siempre tiene al menos una 
raiz real. 


(A) Sea P(x ) un polinomio de tercer grado con coeficientes reales. Indique cuales 
de los postulados siguientes son verdaderos y cuales falsos. Justifique sus con- 
clusiones. 

(i) P(x) tiene al menos una raiz real. 

(ii) P(x) tiene tres raices. 

(iii) P(x) puede tener dos raices reales y una raiz imaginaria. 

(B) Sea P(x) un polinomio de cuarto grado con coeficientes reales. Indique cuales 
de los postulados siguientes son verdaderos y cuales falsos. Justifique sus con- 
clusiones. 

(i) P(x) tiene cuatro raices. 

(ii) P(x) tiene al menos dos raices reales. 

(iii) Si se sabe que P{x) tiene tres raices reales, entonces la cuarta raiz debe ser 
real. 


Observe primero que un polinomio con coeficientes racionales puede siempre escribir- 
se como una constante por un polinomio con coeficientes enteros. Por ejemplo, 

P(x) = ^x 3 - fx 2 + \x + 5 

= i^x 3 - Sx 2 + 2 \x + 60) 

Asi, es suficiente confinar nuestra atencion a polinomios con coeficientes enteros. 

Se introduce el teorema de raiz racional examinando el siguiente polinomio 
cuadratico cuyas raices se pueden encontrar facilmente por factorization: 

P(x) = 6X 2 - 13* - 5 = (2x - 5)(3x + 1) 

Raices de Pix): — y —— = — 

2 3 3 
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Teorema 6 


btate que los numeradores, 5 y -1, de las raices son factores enteros de —5, el termino 
constante en P(x). Los denominadores 2 y 3 de las rai'ces son factores enteros de 6. el 
coeficiente del termino de mayor grado en P(x). En el teorema 6 se generalizan estas 
observaciones. 


Teorema de las raices racionales 

Si el numero racional b/c, totalmente simplificado, es una raiz del polinomio 
P(x) = ax" + a .x " _1 H-+ a.x + a. a #0 

n n—\ i u n 

con coeficientes enteros, entonces b debe ser un factor entero de a 0 y c debe ser 
un factor entero de a . 

n 

P(x) = a„x n + 0 n - 1 x n " T + - • ■ + o,x + a 0 


- b debe ser un 
c debe ser un factor de oo 
factor de a n 


La prueba del teorema 6 no es dificil y es instructiva, de manera que la ilustramos 

aqui. 

Como b/c es una raiz de P(x), 


fl "(c) + *""(!) + -‘- +a .(f) + «o = 0 


( 1 ) 


Si se multiplican ambos lados de la ecuacion (1) por c", se obtiene 

a„b n + a n ^tr-'c + • • • + a, be"-' + a n c" = 0 (2) 


que se puede escribir en la forma 


a„b" = - a 0 c"-') (3) 

Como ambos lados de la ecuacion (3) son enteros, c debe ser un factor de ab". Y como 
el numero racional b/c esta totalmente simplificado, fcycno pueden tener factores 
diferentes de ± 1 . Es decir, bye son primos relativos. Esto implica que b" y c son 
tambien primos relativos. Por lo tanto, c debe ser un factor de a n . 

Ahora, si se resuelve la ecuacion (2) para a u c n y se factoriza b en el lado derecho, 
se tiene 


a 0 c" = b(-a n b n 1 --aic" -1 ) 

Se observa que b es un factor de a 0 c" y, por lo tanto, un factor de a fl , ya que bye son 
relativamente primos. 




232 


3 Funciones polinomiales y racionales 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 Sea P{x) = ciyX 3 + ajP + a,jc + a 0 , donde a y a v a, y a 0 son enteros. 

1. Si P{ 2) = 0, hay un coeficiente que debe ser un entero par. Identifique este 
coeficiente y explique por que debe ser par. 

2. Si P{ 1) = 0, hay un coeficiente que debe ser un entero par. Identifique este 
coeficiente y explique por que debe ser par. 

3. Si a, = a Q = 1, P(— 1) + 0, y P(l) # 0, £ tiene P(x) algunas raices racionales? 
Apoye su conclusion con argumentos verbales y/o ejemplos. 


Siniplemente se establece que si P(x) no tiene una raiz racional, entonces el nume- 
rador de la raiz debe ser un factor entero de a 0 y el denominador de la raiz debe ser un 
factor entero de a . Como cada entero tiene un numero finito de factores enteros, el 
teorema 6 permite construir una lista finita de posibles raices racionales, lo que con- 
vierte a la determinacion de cualquier raiz racional en una rutina, algunas veces tedio- 
sa, en el proceso de eliminacion. 


Determinacion de raices racionales 

Encuentre todas las raices racionales para P(x) ~,2x s - 9x 2 + lx +f 6. 

Solucion Si bic (totalmente simplificada) es una raiz racional de P(x), entonces b debe ser un 
factor de 6 y c debe ser un factor de 2. 

Los valores posibles de b son los factores enteros de 6: ±1, ±2, ±3. ±6 (4) 

Los valores posibles de c son los factores enteros de 2: ± 1, ±2 (5) 

A1 escribir todas las fracciones posibles blc en las que b es de (4) y c es de (5), se tiene 

Raices racionales posibles para P(x): ± 1, ±2, ±3, ±6, ± j, ± j (6) 

[biota: Todas las fracciones estan totalmente simplificadas, y duplicadas como ±6/±2 
= ±3 no estan repetidas]. Si P(x) tiene algunas raices racionales. deben estar en la lista 
(6). Se usa una tabla de division sintetica para probar los numeros en esta lista hasta que 
se encuentra una raiz. Si se finaliza la lista sin encontrar una raiz, se puede concluir que 
P(x) no tiene ninguna raiz racional. 

2-9 7 6 

| | 2 -8 3 j 

12-7 0 6 

§ 2-6-2 3 

2 i 2 -5 -3 0 P( 2) = 0 
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jSe encontro una raiz! Se podria continuar probando los ocho numeros restantes en la 
lista (6) para ver si hay mas raices racionales. Sin embargo, por lo general cs mas 
eficiente factorizar el polinomio original en este punto, produciendo un polinomio de 
grado menor que se denomina polinomio reducido de P(x). Con el uso de la ultima 
linea en la tabla de la division sintetica, se tiene 


P(x) = 2P - 9x 2 4- lx + 6 = (x - 2)(2x~ - 5x - 3) 


El polinomio reducido Q(x) = lx 2 — 5x — 3 es un polinomio de segundo grado cuyas 
raices restantes se pueden encontrar por factorizacion o, si es necesario. con la formula 
cuadratica. De esta manera, 

P(x) » (x - 2)(2x 2 - 5x - 3) = (x - 2)(x - 3)(2x + 1) 

y las raices racionales de P(x) son 2, 3 y — i Como P(x) es un polinomio cubico. se 
puede concluir que se han encontrado todas las raices de P(x), sin probar los numeros 
restantes en la lista (6). 


Encuentre todas las raices racionales para P{x) = 2x : ' -f- x 2 — 1 lx - 10. 


Estrateqia para encontrar raices racionales 

Suponga que P(x) es un polinomio con coeficientes enteros y es de grado mayor 
que 2. 

Paso 1. 

Paso 2. 

Enliste las posibles raices racionales de P(x ) usando el teorema de raiz 
racional (teorema 6) 

Construya una tabla de division sintetica. Si se encuentra una raiz ra¬ 
cional r, detengase y escriba 


P(x) = ix~ r)Q(x) 


y proceda inmediatamente a encontrar las raices racionales para Q(x), 
el polinomio reducido relativo a P(x). Si el grado de (9(x) es mayor que 

2, regrese al paso 1, usando 0(x) en lugar de P(x). Si Q(x) es cuadratica, 
encuentre todas sus raices, usando metodos estandar para resolver 
ecuaciones cuadraticas. 

'■l‘ i U. i b ;< !'ibi'i-. ■I..‘l 1 * 1 ' | 'i...riiiii..M<MHiiiri|lliii!i i i tt -l!>;... .. . . ^ _ 


Determinacion de raices racionales e irracionaies 

Encuentre todas las raices de manera exacta para P(x) = 2.v : ' - lx 1 + 4.v + 3. 
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I, ±3, ±i, ±| Raices racionales posibies 

2-7 4 3 

2-6 1 l 

2-5-1 2 

2 -4 -2 0 

Se observa que x = | es una raiz. En consecuencia, 

/>(x) = (x - §)(2x 2 - 4x - 2) 

El polinomio reducido Q(x) = 2x 2 - 4x — 2 es cuadratico, de modo que sus raices se 
pueden encontrar por los metodos estandar. Esta vez Q(x) no se factoriza por inspec¬ 
tion, asi que con el uso de la formula cuadratica: 


Solucion Paso I. 

Paso 2. 

1 

2 

1 

3 

2 


2P - 4x - 2 = 0 
x 2 - 2x - 1 = 0 

2 ± V4 - 4(1)(— 1) 
* = -2- 




Las raices exactas de P(x) son | y 1 ± V2. 


Problema seleccionado 4 Encuentre todas las raices de manera exacta para P(x ) = 3X 3 - 10x 2 + 5x + 4. 


5 


Y1=2X A 3-?Xi« 

1 

SX*J 

f\j 


X=i.5 l 

V 

Y=0 


Comentario. Un dispositivo de graficacion puede acelerar el proceso de busqueda 
de raices racionales. La figura 2 muestra la grafica del polinomio P{x) analizado en el 
ejemplo 4. Un vistazo a la grafica muestra que no se necesita probar x = i o x = 1. 
Tambien se puede usar un dispositivo de graficacion para evaluar el polinomio para 
probar las posibies raices (vease la figura 2); sin embargo, es necesaria la division 
sintetica para factorizar P(x). En la seccion siguiente se analizara el uso de los disposi- 
tivos de graficacion para aproximar a las raices irracionales, tales como 1 ± y/2, y se 
vera que una tabla de division sintetica es una herramienta util cuando se buscan las 
raices de un polinomio. 


FIGURA 2 


E|EMPLC 


Determination de raices racionales e imaginarias 

Encuentre todas las raices de manera exacta para P(x) = x 4 - 6X 3 + 14x 2 - 14x + 5. 
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Solucion Paso 1. 

Paso 2. 


±1 y ±5 Rafces racionales posibles 


1 -6 14 -14 5 
1 I 1 -5 9 -5 0 


De esta manera, 1 es una ralz de P(x), y se puede escribir 

P(x) = (x - l)(x 3 - Sx 2 + 9x - 5) 

Esta vez el polinomio reducido es un cubico, asi que se repiten los pasos 1 y 2 usando 

Q(x). 


Q(x ) = x 3 — 5x 2 + 9x — 5 Polinomio reducido 


Paso 1. ±1 y ±5 Rafces racionales posibles 

Paso 2. 

1-5 9-5 
1 I 1 -4 5 0~ 

Q(x) = (x - 1 )(x~ - 4x + 5) 

Se encuentran las ralces del polinomio cuadratico reducido Q (x) = (x 2 - 4x + 5) 
usando la formula cuadratica: 

x 2 — 4x + 5 = 0 

4 ± V16 - 4(1 )(5) 

x - 

2 

4 ± 

= ^~ = 2±i 

Las ralces exactas de P(x) son 1 (multiplicidad 2), 2 — i,y 2 + i. 


Encuentre todas las raices de manera exacta para P(x) = x 4 + 4x 3 + 10x 2 + 12x + 5. 


Comentario. El ejemplo 5 ilustra la importancia de usar el polinomio reducido siem- 
pre que se encuentre una ralz. Probando las posibles ralces racionales en el polinomio 
original nunca se revelaran ningunas ralces multiples. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) P(l) = 1 5J — 1 =0 implica que x — 1 es un factor de P(x) 

(B) -3,-7, 8,-1 (C) -2i,2i (D) No hav intcrsecciones en r. 

2 . p(x) = (x - 3) 2 [x - (3 - /)][x - (3 + /)]. 

3. -2,-1, | 

4. f, 1 - V2, 1 + V2 

5. -1 (multiplicidad 2), -1 - 2i, -1 + 2i 
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FjERCICsO 

A _ 

Escriba las rakes de cada polinomio en las problenuis del l al 
4, e indique la multiplicidad de cada uno. <; Cudl es el grade de 
cada polinomio? 

1. P(x) = (x + 8) 3 U - 6) 2 

2. P(x) = (x- 5)(x + If 

3. P(x) = 3(x + 4f(x - 3f(x + 1) 

4. P(x) = 5(x - 2f(x + 3 f(x - 1) 

En los problemas del 5 al 10, encuentre un polinomio P(x) de 
menor grado, con coeficiente principal 1, que tenga el conjun- 
lo indicado de raices. Escriba la respuesta en una forma 
faciorizada. Indique el grado del polinomio. 

5. 3 (multiplicidad 2) y —4 

6. —2 (multiplicidad 3) y 1 (multiplicidad 2) 

7. -7 (multiplicidad 3), —3 + \/2, -3 - \/2 

8. y (multiplicidad 2), 5 + V 7 , 5 - V 7 

9. (2 - 3/), (2 + 3/), -4 (multiplicidad 2) 

10. ;'V3 (multiplicidad 2), —/V3 (multiplicidad 2), y 4 
(multiplicidad 3) 

En los problemas del II al 16, encuentre un polinomio de gra¬ 
do menor, con coeficiente principal I. que tenga la grafica 
indicada. Suponga que las raices son enteras. Escriba la res¬ 
puesta en forma factorizada. Indique el grado de cada 
polinomio 

11. m 


X 


12. p W 


X 






En los problemas del 17 al 20, determine si el segundo 
polinomio es un factor del primer polinomio sin dividir o sin 
usar la division sintetica. [Sugerencia: Evalue directamente y 
use el teorema de factorizacion.] 


17. x 18 - 1; jc - 1 

18. x 18 - l;x+ 1 




3-2 Determination de raftes rationales de polinomios 


If. 3.x 3 — lx 1 — 8x -I- 2; x + 1 
21. 3.r — Zx 3 + 5.x — 6; x — 1 

B L_ 

Para cada polinomio de los problemas del 21 al 26, enumere 
mas las posibles raices racionales (teorema 6). 

21. P(x) = x’ - 2x 2 - 5x + 6 

22. P(x) = x 3 + 3.x 2 - 6x - 8 

23. P(x) = 3.r’ - 1 Ijt + 8x + 4 

24. P(x) = 2x i 4- x 2 - 4x - 3 

25. P(x) = 12x 3 ~ 16.r - 5x + 3 

26. P(x) = Zx 3 - 9x 2 + 14x - 5 

En los problemas del 27 al 34, encuentre todas las raices de 
nartera exacta (racionales. irracionales e imaginarias) para 
cada ecuacion del polinomio. 

27. lx 3 - 5jt + 1 = 0 

28. Zx 3 — lOx 2 + lZx — 4 = 0 

29. x 4 + 4X 3 - x 2 - 20x - 20 = 0 

30. X 4 — 4x 2 - 4x - 1 =0 

31. x 4 - 2x3 - 5P + 8x + 4 = 0 

32. x*-2x 2 - 16* - 15 = 0 

33. 2X 5 - 3*" — 2x + 3 = 0 

34. lx 1 + x* - 6x* — 3X 2 - 8* - 4 = 0 

En los problemas del 35 al 42, encuentre todas las raices de 
manera exacta (racionales, irracionales e imaginarias) para 
cada polinomio. 

35. P(x) = *■' - 19x + 30 

36. P(x) = x 3 - hr + 36 

37. P(x) = x 4 - fjjx-' + §x 

38. P(x) = x 4 + j.r 3 - j.r — §x 

39. P(x) = x 4 - 5.r 3 + - 2x - 2 

40. P(x) = x 4 — -jx 2 - §x — 3 

41. P(x) = 3.x 5 - 5.x 4 - 8x-‘ + 16x 2 + 2lx + 5 

42. P(x) = Zx 5 - 3.r - 6.x’ + 23.x 2 - 26x + 10 


48. P(xJ = 2x> + 3x3 - 4X 2 - 3x + 2 

En los pmblemas del 49 al 54, resuelva cada desigualdad (vease 
la seccion 2-8). 

49. x 2 ■£ 4x - 1 50. x 2 > 2x + 1 

51. x 3 + 3 s 3X 2 + x 52. 9x + 9 < x 3 m .r 

53. 2x- + 6 £ I3x - x 2 54. 5X 3 - 3X 2 < lOx - 6 

En los problemas del 55 al 60, multiplique. 

55. [x — (4 - 5/)][x - (4 + 5i)] 

56. [x - (2 - 3i)] [x - (2 + 30] 

57. [x - (3 + 40][x - (3 - 40] 

58. [x - (5 + 20] [x - (5 - 2/)] 

59. [* - (a + bi))[x -(a- bi )] 

60. (x — bi)(x + bi) 

c 


En los problemas del 61 al 66, encuentre todas las otras raices 
de P(x). dadas las raices indicadas. 

61. P(x) = .x 3 - 5x 2 + 4x + 10; 3 — / es una raiz 

62. P(x) = x 1 + x 2 + 4x -r 6; 1 + t es una raiz 

63. P(x) = x 2 — 3x 2 + 25x - 75; -5 i es una raiz 

64. P(x) =■ x 1 + lx 2 + 16x + 32; 41 es una raiz 

65. P(x) = x 4 - 4x 3 + 3x 2 + 8x - 10; 2 + i es una raiz 

66. P{x) = x) — 2x? + lx 1 — I8x - 18; — 3/ es una raiz 


En los problemas del 67 al 70, resuelva cada desigualdad (vea 
la seccion 2-8). 


Zx 5 + 5.x 2 - 2* - 5 


0 68 . —-;---< 0 

2x3 - t - 8x + 4 


x 2 - 3x - 10 
xr - 4x 4 + x + 6 


x 2 + 4.X-21 
' x 3 + 7x 2 + lx - 15 ~ 


Pruebe que cada uno de los nutneros reales en los problemas 
del 71 al 74 es no racional formulando el polinomio adecuado 
y usando el teorema 6. 

71. V6 72. V\2 

73. ^5 74. ^8 


En los problemas del 43 al 48, escriba cada polinomio como 
un producto de factores lineales. 

43. P(x) = 6x- - 13.x 2 - 4 

44. P(x) = 6x- - 17.x 2 - 4x + 3 

45. P(x) = .x 5 + 2x 2 - 9x - 4 

46. P(x) = x’ - 8X 2 + 17x - 4 

47. P(x) = 4x 4 - 4X 3 - 9X 2 +- x 4- 2 


Los problemas del 75 al 80 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. Grafique el polinomio y use lagraftca para ayu- 
dar a localizar las raices reales. Despues encuentre todas las 
raices (racional, irracional e imaginaria) de manera exacta. 

75. P(x) = 3x' - 37x 2 + 84* - 24 

76. P(x) = 2x 3 - 9X 2 - Zx + 30 

77. P(x) = 4X 4 + 4x 3 + 49x 2 + 64* - 240 

78. />(*) = 6P - 35x-' + 2x- - 233x - 360 
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79. P(x) = 4* 4 - 44x’ + 1 45*- - I92v + 90 

80. P(x) = x s - 6.U + 6x’ + 28.x - 72* + 48 

Las soluciones de la ecuacion x 3 — 1 = 0 son todas las 
raices cubicas dc 1. 

(A) iCuantas son las raices cubicas de 1? 

(B) 1 es obviamente una ralz cubica de 1; encuentre las 
otras. 

Las soluciones de la ecuacion x 3 - 8 = 0 son todas las 
raices cubicas de 8. 

(A) ^Cuantas son las raices cubicas de 8? 

(B) 2 es obviamente una raiz cubica de 8; encuentre las 
otras. 

Si P es una funcion polinomial con coeficientes reales de 
grado n , con n impar, entonces ^cual es el numero maximo 
de veces que la grafica dey = P(x) puede cruzar el eje x? 
^.Cual es el numero minimo de veces? 

Resuelva las preguntas del problema 83 para n par. 

Dada P(x) = x 2 4- 2 ix - 5 con 2 — i como raiz. demuestre 
que 2 + i no es una raiz de P(x). ^F.sto contradice al teorema 
4? Explique. 

Si P(x) y Q(x) son dos polinomios de grado «, y si P(x) = 
Q(x) para mas de n valores de x, entonces ^como se 
relacionan P(x) y Q(x)? 


APLICAC10NE5 ^ 

Encuentre todas las soluciones racionales de manera exacta, y 
encuentre todas las soluciones irracionales con dos cifras de¬ 
cimates. 


87. Almacenamiento. Una unidad dc almacenamiento 
rectangular tienc dimensiones de 1 por 2 por 3 pies. Si 
cada dimension se aumenta en la misma cantidad. ^que 
cantidad se debc tener para crear una nueva unidad de 
almacenamiento que tenga 10 veces el volumen del 
anterior? 

88. Construccion. Una caja rectangular tiene dimensiones de 
1 por 1 por 2 pies. Si cada dimension se aumenta en la 
misma cantidad. ^que cantidad se debe tener para crear 
una nueva caja que tenga seis veces cl volumen del anterior? 

89. Empaque. Se va a hacer una caja abierta con un pedazo 
rectangular de carton que midc 8 por 5 pulgadas, quitando 
partes del mismo tamano en las esquinas y doblando los 
iados hacia arriba (vease figura). Si el volumen de la caja 
debe ser de 14 pulgadas cubicas, ^cual debc ser la longitud 
de cada una dc las esquinas que sc van a quitar? [Sugeren- 
cia: Determine el dominio de x con las consideraciones 
fisicas antes dc empezar.] 


x x 



x x 


90. Fabricacion. Se va a fabricar un tanque metalico abierto 
para quimicos, con una pieza rectangular de acero 
inoxidable que mide 10 por 8 pies, quitando partes del 
mismo tamano en las esquinas y doblando los lados hacia 
arriba (vease figura). Si el volumen del tanque debe ser de 
48 pies cubicos, ( ',de que tamano debe ser el cuadro que se 
va a quitar en cada una de las esquinas? 


seccion 3-3 Aproximacion de raices reales de polinomios 

Localizacion de raices reales 
Metodo de biseccion 

Aproximacion de raices realcs utilizando un dispositivo de graficacion 
Aplicacion 


La estrategia para encontrar raices, que se analizo en la seccion anterior, esta disenada 
para encontrar tantas raices reales e imaginarias como sea posible. Pero existen raices 
que no se pueden encontrar mediante esta estrategia. Por ejemplo, el polinomio 

P(x) — X s + x - I 

debe tener al menos una raiz real (teorema 5 en la seccion 3-2). Como las unicas raices 
racionales posibles son ± 1 y ninguna de ellas es una raiz, P(x) debe tener al menos una 
raiz irracional. No se puede encontrar el valor exacto de esta raiz, pero se puede hallar 
un valor aproximado usando varios metodos que son bien conocidos. 







3-3 Aproximacion de raices reales de polinomios 


239 



• Localizacion de 
rakes reales 

m 


En esta seccion se desarrollaran dos herramientas importantes para localizar zo- 
nas reales, el teorema de localizacion y el teorema del limite superior e inferior. Des¬ 
pues se analizara como el teorema de localizacion forma la base para el metodo de 
biseccion. un metodo popular que se usa en la mayoria de los dispositivos de graficacion 
para aproximar raices reales. Por ultimo, se estudiara como puede ayudar el teorema del 
limite superior e inferior en la aproximacion de raices reales con un dispositivo de 
graficacion. Nuestra atencion sc restringira a las raices reales de polinomios con coefi- 
cientes rcales. 


Regresemos a la funcion polinomial 

Fix) = jc 5 + x - l 

Como antes se menciono, P(x) no tiene raices racionales y al menos una raiz irracional. 
La grafica de P(x) se mucstra en la figura 1. 

Note que P(0) = - I y P(l) = 1. Como la grafica de una funcion polinomial es 
continua, la grafica de P(x) debe cntzar el cje x al menos una vez entre r = 0yr = 1. 
Esta observacion es la base del teorema 1 y nos conduce a un metodo efectivo para 
localizar raices. 



FIGURA I P(x) - .V 5 + r - I 


Teorema 1 Teorema de localizacion 

Si/es continua en un intervalo /. a y b son dos numeros en I, y f(a) y f(b ) son de 
signo opuesto, entonces existe al menos una intersection con el eje x entre ay b. 


Teorema de 

localizacion. 


Se cncontrara que el teorema 1 es muy util cuando se estan buscando raices reales, 
de aqui el nombre de teorema de localizacion. Es importante recordar que “al menos”, 
en el teorema 1, significa “uno o mas”. Observe en la figura 2(a) que/(—3) = -15 <0, 
/(3) = 15 > 0 y f tiene una raiz entre -3 y 3. En la figura 2(b),/(-3) = -15 y/(3) = 
15, pero esta vez hay tres raices entre — 3 y 3. 


f(x) 



f(x) 



f W 


20 






S 

r 



20 




(c) f(x) - 2x- 


La inversa para la localizacion del teorema (teorema 1) es falsa; es decir, si c es 
una raiz def entonces/puede o no cambiar de signo en c. Compare la figura 2(a) y (c). 
Ambas funcioncs tienen una raiz en x = 0, pero la primera cambia de signo en 0 y la 
segunda no. 


J 
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Solution 


P -ol 


Teorema 2 


Localizacion de rafces reales 

Sea P(x) = x 2 — 6x 2 + 9x - 3. Use una tabla de division sintetica para localizar las 
raices de P(x) entre enteros sucesivos. 


Se construye una tabla de division sintetica y se busca el cambio de signo. 



1 

-6 

9 

-3 

0 

1 

-6 

9 

-3 

1 

1 

-5 

4 

1 

2 

1 

-4 

1 

-1 

3 

1 

-3 

0 

-3 

4 

1 

-2 

1 

1 


Cambio de signo 
Cambio de signo 


Cambio de signo 


De acuerdo con el teorema 1, P(x) debe tener una raiz real en cada uno de los intervalos 
(0, 1), (1, 2) y (3, 4). Como P(x) es un polinomio cubico, se han localizado todas sus 
raices. 


Sea P(x) = X s - 8;t 2 + 15x — 2. Use una tabla de division sintetica para localizar las 
raices de P(x) entre enteros sucesivos. 


En la solucion del ejemplo 1, se encontraron tres raices en relativamente pocos 
pasos, ahi se podria detener la busqueda, ya que se sabe que un polinomio cubico no 
puede tener mas de tres raices. Pero. ^,que pasaria si no se hubieran encontrado tres 
raices? Algunos polinomios cubicos tienen solo una raiz real. ^Como se puede saber si 
ya se busco lo suficiente? El teorema siguiente indica como encontrar los Umites supe¬ 
rior e inferior para las raices reales de un polinomio. Cualquier numero que sea mayor 
que o igual a la raiz mas grande de un polinomio, se denomina limite superior de las 
raices del polinomio. De manera similar, cualquier numero que sea menor que o igual a 
la raiz mas pequena del polinomio se denomina limite inferior de las raices del 
polinomio. El teorema 2, basado en el proceso de division sintetica, permite determinar 
los Hmites superior e inferior de las raices reales de cualquier polinomio con coeficien- 
tes reales. 


Lfmites superior e inferior de rakes reales 

Dado un polinomio P(x) de n esimo grado con coeficientes reales, n>0,a n >0 

y P(x) dividido entre x — r usando division sintetica: 

1. Limite superior. Si r > 0 y todos los numeros en el renglon cociente de la 
division sintetica, incluyendo el residuo, son no negativos, entonces r es un 
limite superior de raices reales de P(x). 

2. Limite inferior. Si r < 0 y todos los numeros en el renglon cociente de la 
division sintetica, incluyendo el residuo, alteman en signo, entonces r es un 
limite inferior de las raices reales de P(x). 
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[Nota: En la prueba del Hmite inferior, si 0 aparece en uno o mas lugares en el 
renglon cociente, incluyendo el residuo, el signo enfrente de el se puede considerar 
positivo o negativo, pero no ambos. Por ejemplo, se puede considerar que los nu- 
meros 1,0,1 sealteman en signo, mientras que noocurre lomismocon 1,0, — 1.] 


Se esboza una prueba de la parte 1 del teorema 2. La prueba de la parte 2 es 
similar, solo que un poco mas dificil. 

Prueba Si todos los numeros en el renglon cociente de la division sintetica son no negatives 
despues de dividir P(x) entre x — r, entonces 

P{x) = (x - r)Q(x ) + R 

donde los coeficientes de Q{x) son no negativos y R es no negativo. Si x > r > 0, enton¬ 
ces x - r> 0 y Q(x) > 0; de aqui que, 

P(x) = (x - r)Q(x) + R> 0 

De esta manera, P(x) no puede ser 0 para cualquier x mayoT que r, y r es un limite 
superior para las raices reales de P(x). 


Limitacion de raices reales 

Sea P(x) = x 4 — 2x-‘ - 10x 2 + 40.r - 90. Encuentre los enteros positivos mas pequenos 
y los enteros negativos mas grandes que, mediante el teorema 2, sean los limites supe¬ 
rior e inferior, respectivamente, para las raices reales de P(x). Note tambien la localiza- 
cion de cualesquiera de las raices encontradas en el proceso de construir la tabla de 
division sintetica. 


Solucion Una forma facil para localizar los limites superior e inferior es probar r — 1,2,3,... 

hasta que el renglon cociente resulte no negativo; despues pruebe r — - 1, —2, 
—3,.. . hasta que el renglon cociente alteme en signo. Tambien es util incluir r = 0 en 
la tabla para detectar cualquier cambio de signo entre r * 0 y r = ± 1. 



1 -2 

-10 

40 

-90 

0 

1 -2 

-10 

40 

-90 

1 

1 -1 

-11 

29 

-61 

2 

1 0 

-10 

20 

-50 

3 

1 1 

-7 

19 

-33 

4 

1 2 

-2 

32 

38 

5 

1 3 

5 

65 

235 

-1 

1 -3 

-7 

47 

-137 

-2 

1 -4 

-2 

44 

-178 

-3 

1 -5 

5 

25 

-165 

-4 

1 -6 

14 

-16 

-26 

-5 

1 -7 

25 

-85 

335 


por lo fanto, 5 es un limite superior (L3y. 


Bte renglon cociente altema en signo; 
por lo tanto, -S es un limite inferior (LI). 
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Funciones polinomiales y racionales 


Con base en el teorema 2, se concluye que todas las raices reales de P{x) x 4 - 2x 5 - 
10.v : + 40x - 90 deben estar entre -5 y 5. Tambien se nota que debe haber al menos 
una raiz en (3,4) y al menos una en (-5, -4). 


Sea P(x) = .v 4 — 5 j4 — jc 2 + 40x — 70. Encuentre el entero positivo mas pequeno y el 
entero negativo mas grande que, por el teorema 2, sean los limites superior e inferior, 
respectivamente, para las raices reales de P(x). Note tambien la localizacion dc las 
raices descubiertas en el proceso de construccion de la tabla de division sintetica. 


Ahora que se sabe como loealizar las raices rcales de un polinomio, se puede volver al 
problcma de aproximar realmente una raiz real. En la seccion de exploracion y analisis 
1 se proporciona una introduccion a la repetida aplicacion sistematica del teorema de 
localizacion (teorema 1) llamado metodo de bisection. Este es el metodo para aproxi¬ 
mar raices reales que se programan en muchos dispositivos de graficacion. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Sea P(x) — X s + x — 1. Como P(0) = — 1 y P(l) = 1, el teorema de localizacion 

implica que P(x) debe tener al menos una raiz en (0, 1). 

(A) ^Es P(0.5) positiva o negativa? /,Existe una raiz en (0, 0.5) o en (0.5, 1)? 

(B) Sea m el punto medio del intervalo del inciso (A) que contiene a la raiz. ^Es 
P(m) positivo o negativo? ^Que le indica respecto de la localizacion de la raiz? 

(C) Explique como podria usarse este proceso de manera repetida para aproximar 
una raiz a cualquier exactitud deseada. 


El metodo de biseccion usado para aproximar raices realcs es directo: Sea P(x) un 
polinomio con coeficientes reales. Si P(x) tiene signos opuestos en los puntos extremos 
del intervalo {a, b), entonces una raiz real r se encuentra en este intervalo. Sc bisecta 
este intervalo [encuentre el punto medio m = (a + b)i 2], compruebe el signo de P(m) y 
elija el intervalo (a, m) o (m, b) sobre el cual P(x) tiene signos opuestos en los puntos 
extremo. Se repitc este proceso de biseccion (produciendo un conjunto de intervalos 
“anidados”, cada uno de la mitad del tamano del anterior y cada uno conteniendo la raiz 
real r) hasta que se obticne la exactitud decimal deseada para la aproximacion de la 
raiz. En cualquier punto cn el proceso si P(m) = 0, hay que detenerse, ya que m es una 
raiz real. Un ejemplo ayudara a clarificar el proceso. 


Aproximacion de raices reales por biseccion 

Para el polinomio P(x) = x 4 — 2x : ' - 10x 2 + 40x - 90 en el ejemplo 2, sc encontro que 
todas las raices reales estan entre -5 y 5. y que cada uno de los intervalos (—5, —4) y 
(3,4) contiencn al menos una raiz. Use el metodo de biseccion para aproximar una raiz 
real sobre el intervalo (3, 4) con una cifra decimal de exactitud. 
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Solucion Se comienza el proceso con la tabla de division sintetica: 



1 

-2 

-10 

40 

-90 


3 

1 

1 

-7 

19 

-33 

= P( 3) 

4 

1 

2 

-2 

32 

38 

= P( 4) 



TABLA 1 


Cambio de signo en 
el intervalo (a. b) 

Punto medio m 


Signo de P 


P(a) 

P(m) 

m 

(3,4) 

3.5 

— 

- 

+ 

(3.5,4) 

3.75 

- 


+ 

(3.5,3.75) 

3.625 

- 

+ 

+ 

(3.5, 3.625) 

3.563 

- 

- 

+ 

(3.563, 3.625) 

Detengase aqui 

- 


+ 


Como el signo de P(x) cambia en los puntos extremo del intervalo (3.563, 3.625), se 
concluye que una raiz real se encuentra en este intervalo y esta dada por r- 3.6 con una 
cifra decimal de exactitud (cada punto extremo se redondea a 3.6). 

La figura 3 ilustra los intervalos anidados producidos por el metodo de biseccion 
de la tabla 1. Relacione cada paso de la tabla 1 con un intervalo en la figura 3. Note 
como cada intervalo que contiene una raiz se hace mas y mas pequeno y queda conteni- 
do en el intervalo precedente que contiene la raiz. 

FIGUfl Intervalos anidados 3.563 —1 i—3.625 

producidos por el metodo de » * 

biseccion con la tabla 1. -1—1-*■* 

3 3.5 3.7S 4 


Si se hubiera deseado una exactitud con dos cifras decimales, se podria usarcuatro 
cifras decimales para los valores dex y continuar el proceso en la tabla 1 hasta que los 
puntos extremos de un intervalo redondeado con dos cifras decimales cambien su signo. 


Probiema seleccionado 3 


Use el metodo de biseccion para aproximara una cifra decimal de exactitud una raiz en 
el intervalo (-5, —4) para el polinomio en el ejemplo 3. 


• Aproximacion 
de raices reales 
utilizando ur> 
dispositivo 
de graficacion 


El metodo de biseccion es fact! de entender. pero es tedioso efectuarlo, en especial si la 
aproximacion debe ser exacta con mas de dos cifras decimales. Afortunadamente, este 
es el tipo de calculos repetitivos que se puede programar en un dispositivo de graficacion 
para realizarlo. De hecho, algunas veces se ha usado un dispositivo de graficacion para 
encontrar las raices de una funcion (vease la section 2-4). Ahora se vera como se puede 
usar el teorema del limite superior e inferior junto con la rutina de aproximacion en un 
dispositivo de graficacion para aproximar todas las raices reales de un polinomio. 



3 Funciones polinomiales y racionales 


Aproximacion de rafces reales usando un dispositivo de graficacion 

Dado el polinomio P(x) = x s + x — 1: 

(A) Forme una tabla de division sintetica para encontrar los limites superior e inferior 
para cualquier raiz real, y localice las ralces reales entre enteros sucesivos 

(B) Grafique P(x) con un dispositivo de graficacion, y aproxime cualquier raiz real 
con cuatro cifras decimales usando una rutina de aproximacion de raices 
preconstruida. 


(A) Forme una tabla de division sintetica: 


0 

LS 1 
LI -1 


1 0 0 0 1 -1 

1 0 0 0 1-1 

11112 1 
1-1 1-12-3 


Rafz real 


En la tabla se observa que todas las ralces reales de P(x) estan entre — 1 y 1. y una 
raiz real se encuentra en el intervalo (0, 1). 

(B) Introduzca P(x) en un dispositivo de graficacion y ajuste las dimensiones de la 
ventana con la tabla de division sintetica del inciso (A) como guia. La figura 4(a) 
muestra la grafica de P{x), y la figura 4(b) muestra la aproximacion de la raiz 
usando una rutina preconstruida. 


FICiURA 4 




IV 

Ztro / 
K=.?5H9 

Y=0 


Queda claro de la grafica y de los limites superior e inferior, y de las ralces encontradas 
en el inciso (A), que P(x) tiene solo una raiz real, la cual es, con cuatro cifras decimales, 
x = 0.7549. 


Dado el polinomio P(x) = x 5 — x 2 + ]: 

(A) Forme una tabla de division sintetica para encontrar los limites superior e inferior 
para cualquier raiz real y localice las ralces reales entre enteros sucesivos. 

(B) Grafique P(x) con un dispositivo de graficacion y aproxime cualquier raiz real 
con cuatro cifras decimales usando una rutina preconstruida dc aproximacion. 


A1 inicto de esta seccion y en la seccion 3-1 se vio que una calculadora es una 
herramienta litil para construir una tabla de division sintetica. Un dispositive de 
graficacion que puede almacenar y correr programas es todavla mas util. La tabla 2 
muestra tambien los resuitados generados cuando se usa este programa para construir 
la tabla de division sintetica en el ejemplo 2. 





3-3 Aproximacion de raices reales de polinomios 


245 


TABLA 2 


Programa SNYDIV 


TI-82/TI-83 


TI-85/T1-86 


Resultados 


Lbl A 
Prompt R 
2—>1 

dim (LI) —»N 
{0}—»L2 
N—»dim(L2) 

LI (1) —>L2 (1) 

Lbl B 

L2 (1-1) *R+L1 (I)-4L2 (I) 

1 + I->I 

If ISN 

Goto B 

Pause L2 

Goto A 


Lbl A 
Prompt R 
2—»I 

dimL LI—»N 
{ 0 } — >L2 
N—>dimL L2 
LI(1) ->L2(1) 

Lbl B 

L2 (I —1) *R-+-L1 (I) —»L2 (I) 

1 + I-»I 

If ISN 

Goto B 

Pause L2 

Goto A 


Cl, -2, - 

10,40, -90}->-Ll 

Cl 

SNVDIU 

R=?l 

-2 -10 40 -90} 

Cl 

R=?2 

-1 -11 29 -61} 

Cl 

R=?3 

0 -10 20 -50} 

Cl 1 *7 19 -33} 

R=?4 

Cl 2 -2 32 38> 

R=?5 

Cl 3 5 65 235} 

R=?-l 

Cl 

R=? *2 

-3 -7 47 -137} 

Cl 

R=? -3 

-4 -2 44 -178} 

Cl 

R=?-4 

-5 5 25 -165} 

Cl 

R=? -5 

-6 14 -16 *26} 

Cl 

R=? 

-7 25 -85 335} 


^ EXPL0RACI0N Y ANALISIS 2 Si tiene una calculadora grafica TI-82, TI-83, TI-85 o TI-86, introduzca la version 

adecuada del programa SYNDIV en su calculadora exactamente como se muestra 
en la tabla 2. Para usar el programa, guarde los coeficientes del polinomio en LI 
(vease la primera linea de los resultados en la tabla 2) y corra el programa. Presione 
ENTER para continuar despues de cada linea que se despliega. Presione QUIT en el 
cursor “R=?” para terminar el programa. 

Si tiene algun otro dispositivo de graficacion que pueda guardar y correr pro- 
gramas, consulte su manual y modifique las instrucciones en el programa SYNDIV 
de manera que funcione en su dispositivo de graficacion. 


Aproximacion de raices reales con un dispositivo de graficacion 

Sea P(x) = x 3 — 30x : + 275-v — 720: 

(A) Encuentre el entero positivo mas pequeno en multiplos de 10 y el entero negativo 
mas grande cn multiplos de 10 que, por el tcorema 2, sean los limites supenor e 
inferior, rcspectivamente. para las raices reales de P(x). 

(B) Use un dispositivo de graficacion para aproximar las raices reales de P(x) a dos 
cifras decimales. 

(A) Se construye una tabla de division sintetica para buscar los limites de las raices de 
P(x). El tamaiio de los coeficientes en P(x) indica que se puede acelerar esta 
busqueda seleccionando incrementos mas grandes entre los valores de prueba. 
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P(x) = x 3 - 3 Ox 2 + 

275x - 720. 


z? Problema seleccionado 5 


• Aplicacion 


EjEMPLO 6 




1 -30 

275 

-720 


10 

1 -20 

75 

30 


20 

1 -10 

75 

780 

LS 

30 

1 0 

275 

7 530 

LI 

-10 

1 -40 

675 

-7 470 


De esta manera, todas las raices reales de P(x) = x* - 3(k 2 + 275x - 720 se 
deben encontrar entre -10 y 30. 

(B) La grafica P(x) para - 10 ^ x ^ 30 (figura 5) muestra que P(x) tiene tres raices. 
Los valores aproximados de estas raices (se omiten los detalles) son 4.48, 11.28 y 
14.23. 


100 



00 


SeaP(x) = x 3 — 25x 2 + 170.x - 170. 

(A) Encuentre el entero positivo mas pequeno en multiplos de 10 y el entero negativo 
mas grande en multiplos de 10 que, por el teorema 2, sean los llmites superior e 
inferior, respectivamente, para las raices reales de P(x). 

(B) Use un dispositivo de graficacion para aproximar las raices reales de P(x) con dos 
cifras decimales. 


Comentario: Una de las preguntas concernientes a los dispositivos de graficacion 
que se hacen con mas frecuencia es: ^como determinar la ventana correcta de vision? 
El teorema del llmite superior e inferior proporciona una respuesta a esta pregunta para 
las funciones polinomiales. Como lo ilustra el ejemplo 5, el teorema de los llmites 
superior e inferior y la rutina de aproximacion de raices en un dispositivo de graficacion 
son dos herramientas matematicas importantes que funcionan muy bien. 


Construction 

Se tiene un tanque con aceite en forma de cilindro circular recto con tapas hemisfericas 
en cada extremo (vease figura 8). El cilindro tiene 55 pulgadas de largo, y su volumen 
es de 11 OOOjx pulgadas cubicas (aproximadamente 20 pies cubicos). Sea x el radio 
comun de los hemisferios y el cilindro. 
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HCURA 6 


FIG USA 7 

- 33 000. 


(A) Encuentre una ecuacion polinomial que satisfaga x. 

(B) Aproxime x a una cifra decimal. 



Solucion (A) Si x es el radio comun de Ios hemisferios y del cilindro en pulgadas, entonces 

/Volumen\ / Volumen \ /Volumen\ 

I = de los dos J + ( 

/ \ hemisferios/ \ 


del 

tanque 
11 OOOti = 

33 000 = 4x 3 + 165x 2 

0 = 4x i + 165x 2 - 33 000 


f7U J 


del I 
\ cilindro / 

557UT 


Multiplique por 3/rt. 


Asi, x debe ser una raiz positiva de 


P(x) = 4.r’ + 165x 2 - 33 000 

(B) Como los coeficientes de P(x) son grandes, se usan incrementos mayores en la 
tabla de division sintetica: 



4 

165 

0 

-33 000 

10 

4 

205 

2 050 

-12 500 

LS 20 

4 

245 

4 900 

65 000 


Graficando y = P(x) para 0 ^ x ^ 20 (figura 1), se observa que x = 12.4 pulga¬ 
das (con una cifra decimal). [Si no tiene un dispositivo de graficacion, construya 
una tabla como la tabla 1 para aproximar la raiz de P{x).} 


P(x) = 4.V 3 + 165x ; 


70 000 



IW 


-70 000 


Repita el ejemplo 6 si el volumen del tanque es de 44 OOOtt pulgadas cubicas. 
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Funciones polinomiales y rationales 


Respuestas a los problemas seieccionados 

1. Intervaios que contienen raices: (0, 1), (2, 3), (5, 6) 

2. Limite inferior: 3; Limite superior: 6 
Intervaios que contienen raices: (—3, -2), (3. 4) 

3. x = -4.1 

4. (A) Limite inferior: -1; Limite superior: 1 

Intervaios que contienen raices: ( — 1, 0) 

(B) Raizreal:jr= -0.8087 


5 



5. (A) Limite inferior: -10; Limite superior: 30 
(B) Raices reales: 1.20, 11.46, 12.34 

6. (A) P(x) = 4a 3 165a 2 - 132 000 = 0 fB) 22.7 pulg. 


3-3 

A _ 

En ion problem as del 1 al 4. use la tabla de valoms de la fun- 
cion polinorriial P para anal tar las posibles localizaciones de 


las intersecciones con 

el eje x 

de la grdfica 

de y = 

P(x). 

1. A 

_"7 

/ 

-5 

-1 

3 

5 

8 

P(x) 

9 

4 

-3 

6 

4 

-2 








2. x 

-8 

-2 

0 

2 

4 

9 

P(X) 

— 3 

4 

5 

2 

—5 

6 

3. A 

-6 

-4 

0 

2 

4 

7 

P(x) 

-5 

3 

-4 

-6 

3 

-5 

4. x 

-5 

-3 

-1 

0 

2 

5 

P(x) 

7 

4 


-1 

3 

-6 


En los problemas del 5 at <S'. use una tabla de division sinteiica 
y el leorema 1 para localizar cada raiz real entre enteros suce- 
sivos. 

5. P(x) = x 3 - 9a 2 + 23a - 14 

6. Pit) = a 3 - 12a 2 + 44a - 49 

7. P( a) = a 3 + 3a 2 - a - 5 

8. P( a) = a 3 + .r — 4 a — 3 


Encuenlre el entero positivo mas pequeho y el entero negativo 

mas grande que, por el teorema 2, scan los limites superior e 

inferior, respectivamente, para las raices reales de cada uno 

de los polinomios que se dan en los problemas del 9 al 14. 

9. Pi a) = a-’ - 3a + 1 10. P(x) = x 3 - 4a 2 + 4 

11. P(x) = A- - 3x 3 -f 4 a> + 2a - 9 

12. P(x) = x 4 - 4 a’ + 6-r 2 - 4 a - 7 

13. P(.x) = X s - 3a 3 + 3x : + 2x — 2 

14. P(x) = X s - 3x- + 3 a 2 + 2v - 1 

B _ _ 

En los problemas del 15 al 22: 

(A) Encuentre el entero positivo mas pequeho y el entero ne¬ 
gativo mas grande que, por el teorema 2, sean los limites 
superior e inferior, respectivamente, para las raices rea¬ 
les de P(x). Tambien observe la localizacion de cualquier 
raiz entre los enteros sucesivos. 

(B) Aproxime con una cifra decimal la raiz real mas grande 
de P(x) usando el metodo de biseccion. 


15. 

P(x) 

= a’ 

- 2a 2 

- 5a+ 4 


16. 

P(x) 

= A 3 

+ x 2 - 

4a - 1 


17. 

P( X) 

= A 3 

- 2a 2 

- A + 5 


18. 

Pi A) 

— A 3 

- 3a 2 

-A - 2 


19. 

P(x) 

= A 4 

- 2a’ 

- 7a 3 + 9a + 7 

20. 

P(x) 

= A‘ 

- A 3 - 

9x 2 + 9x + 

4 

21. 

Fix) 

= A 4 

A 3 — 

4a- + 4a + 

3 

22. 

Pix) 

= A 4 

— 3a 3 

- a 2 + 3a + 

3 
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En los problemas del 23 al 30: 

IA) Encuentre el entero positivo mas pequeno y el entero 
negativo mas grande que, por el teorema 2, sean los li- 
mites superior e inferior, respectivamente, para las rai- 
ces reales de P(x). 

(B) Aproxime las raices reales de cada polinomio con dos 
cifras decimates. 

23. P{x) = x 9 - 2x3 + 3x - 8 


Exprese las soluciones de los problemas del 45 al 50 coma las 
raices de una ecuacion polinomial de la forma P(xt = Oy aproxi¬ 
me esas soluciones con una cifra decimal. Use un disposinvo 
de graficacion, si lo tiene; si no cuenta con uno use el metodo 
de biseccion. 


24. P(x) = x* + 3x 2 + 4x + 5 

25. P(x) = x A +x3 - 5x 2 - lx-22 

26. P(x) = x 4 - x’ - 8x 2 - 1 2jc — 25 

27. P(x) = x' - 3x 3 - 4.r - 4 

28. P(x) = x:' - x5 - 2x 2 - 4x - 5 

29. P(x) = x? + x* + 3x’ + x 1 -r 2* - 5 

30. P(x) = x-' - IP - 6x z - 9x + 10 

c_ 

En los problemas del 31 al 34: 

(A) Encuentre el entero positivo mas pequeno y el entero 
negativo mas grande que, por el teorema 2, sean los li- 
mites superior e inferior, respectivamente, para las rai¬ 
ces reales de P(x). Observe tambien la localizacion de 
cualquier raiz entre los enteros sucesivos. 

(B) Aproxime con dos cifras decimoles a la raiz real mas gran¬ 
de de P(x) ttsando el metodo de biseccion. 

31. P(x) = x 5 - 5x* + 5x’ + Sx 2 - 10c + 5 

32. P(x) = x 5 - 2r - 7x 3 + Sx 2 + 12* - 5 

33. P(x) =x 5 - 10x’ + 9x + 10 

34. P(x) = x 5 - 9x* + 4x 2 + I2x - 15 

En los problemas del 35 al 44: 

(A) Encuentre los entems positivos mas pequenos en multiplos 
de 10y los negativos mas grandes en multiplos del0 que, 
por el teorema 2, sean los limites superior e inferior, res¬ 
pectivamente, para las raices reales de cada polinomio. 

(B) Aproxime las raices reales de cada polinomio con dos 
cifras decimates. 

35. P(x) =x > - 24x 2 - 25x + 10 


45. Geometria. Encuentre todos los puntos en la graftca de 
y = x 2 que esten a una unidad del punto (1.2). [Sugerencia. 
Use la formula de la distancia entre dos puntos de la seccidn 
2 - 1 -] 

46. Geometria. Encuentre todos los puntos en la granca de 
= .v 2 que esten a una unidad del punto (2. 1). 

47. Fabricacion. Se va a formar una caja con una pieza de 
carton que mide 18 por 24 pulgadas. En cada esquina se 
cortaran cuadrados de jr pulgadas por lado, en seguida sc 
doblaran hacia arriba los extremos y los iados (vease 
figura). Encuentre el valor de x que deberia resultar en una 
caja con 600 pulgadas cubicas de volumen. 


24 pulg. 



48. Fabricacion. Sc vaa hacer una caja con tapadera articulada 
con una pieza de carton que mide 20 por 40 pulgadas. Se 
cortaran seis cuadrados. de x pulgadas por lado. en cada 
esquina y en la parte dc enmedio, y despucs sc doblaran hacia 
arriba los extremos y los lados para formar la caja y su 
tapadera (vease figura). Encuentre el valor de.v que podria 
resultar en una caja con un volumen de 500 pulgadas cubicas. 


40 pulg. 


T 

rp i i*• i 


XI II 

t 

3 

Q. 

1 1 1 
1 1 1 

i i 

O 

(N 

1 1 

1 

i i 
_i 

;_u 


n 1 

M 

1 ^ ! 



36. P(x) = x 2 - llx 2 + 7Ox - 20 

37. P(x) = x 4 + ]2x- - 900x z + 5 000 

38. P(x) = x 4 - 12x’ - 425x 2 + 7 000 

39. P(x) = x 4 - I00.X - 1 OOOx - 5 000 

40. P(x) = x 4 - 5x3 - 50x 2 - 500x + 7 000 

41. P(x) = 4x5 - 40x - 1 475x 2 + 7 875x - 10 000 

42. P(x) = 9.V 4 + 120x J - 3 083x 2 - 25 674x - 48 400 

43. P(x) = 0.0lx 5 - O.Lv 4 - llx 1 + 9 000 

44. Pix) = O.lx 5 + 0.1x5 - I8.775X 1 - 340X 2 - I 645x - 2 450 


49. Construccion. Un tanque de gas propano tiene la forma 
dc un cilindro circular recto con un hemisferio en cada 
extremo (vease la figura). Si la longitud global del tanque 
es de 10 pies y el volumen de 2()rt pics cubicos, encuentre 
el radio comun dc ios hemisferios y el cilindro 


PLE's 



X 
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50. Embarque. Una caja para embarque se rcfuerza con cinta 
de acero en las tres direcciones (vease figura). Se utiliza 
un total de 20.5 pies de cinta de acero, 6 pulgadas se 
desperdicia debido a un traslape de 2 pulgadas en cada 
direccidn. Si la caja tiene una base cuadrada y un volumen 
de 2 pies cubicos, encuentre sus dimensiones. 



SECCION 


3-4 


Funciones racionales 



Funciones racionales 
Asintotas vertical y horizontal 
Graficacion de funciones racionales 


Asi como los numeros racionales se definen en terminos de cocientes de enteros. las 
funciones racionales se definen en terminos de los cocientes de polinomios. Las 
ecuaciones siguientes definen las funciones racionales: 


fix) = 


x- 1 


r — x — 6 
p(x) = 2x 2 - 3 


1 , x* - 1 

g(x) = - h(x) = - 

x x 


q(x) = 3 r(x) = 0 
En general, una funcion / es una funcion racional si 


fix) = - r d(x) + 0 
d(x) 


donde n{x) y d(x) son polinomios. El dnminio de/es el conjunto de todos los numeros 
reales * tal que d(x) ¥= 0. 

Si jc = a y d(a) = 0, entonces/no esta definida en x = a y ahi puede no haber 
ningun punto en la grafica de/con abscisa x = a. Recuerde que no se permite la 
division entre 0. Esto puede demostrar que 

Si /(.v) = n{x)/(Hx) y d(a) - P- znton-es /\-> discontinua en jr = a. y la 
grafica de/tiene un huvcu n corte vn v - a. 

Si .v = a esta en el dominio de f(x) y n(a) = 0, entonces la grafica de/cruza el eje 
* en a: = a. Asi que: 

Si fix) - . )/{.v). ;:{<() = 0, y din) ^ (!. entonces x = a es una intersec- 

cion con el eje.v para la grafica de/ 

i,Que sucede si n(a) = 0 y d(a) = 0? En este caso, se sabe que * - a es un factor 
de n{x) y d(x) y por consiguiente,/(x) no esta en los terminos inferiores (vease la sec- 
cion A-4). 

V means que se especifique lo contrario. suponga que todas las funciones 
racionales consideradas se reducen a terminos inferiores. 
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Determinacion del dominio e intersecciones con el eje x para 
una funcion racional 

2r — 2x - 4 

Encuentre el dominio e intersecciones con el eje a- para /a) = — --- 

a 2 - 9 


Solution 


n( a) _ 2x" — 2 a — 4 2(a — 2)(a + 1) 

d( a) x 2 - 9 (a - 3)(a + 3) 


Como d( 3) = 0 y d{— 3) = 0, el dominio de/es 

A * ±3 o (-K,-3) U (-3, 3) U (3, =o) 

Como w(2) =■ 0 y n(- 1) = 0, la grafica de/cruza al eje a en a = 2 y a = — 1. 


Encuentre el dominio e intersecciones con el eje a para: /(a) = 


3a 2 - 12 
a 2 + 2a - 3 


Aunque una funcion racional/puede ser discontinua en a - a (no hay grafica para a = 
a), todavia es util saber que sucede con la grafica de/cuando a esta cerca de a. Por 
ejemplo, considere la muy simple funcion racional/definida por 



Es evidente que la funcion/es discontinua en a = 0. Pero, ^que pasa con /(a) cuando a 
se aproxima a 0 desde cualquier lado de 0? Un procedimiento numerico nos dara una 
idea de que sucede con /(a) cuando x se acerca a 0. En la tabla 1, se observa que confor- 
me a se aproxima a 0 desde la derecha, 1/a se hace mas y mas grande; es decir, 1/a 
aumenta sin limite. Esto se escribe de manera simbolica* como 

- —* x conforme a —> 0" 

x 


TABLA 1 Comportamiento de 1 /x como x -» 0 + 


X 

1 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0 000 01 

0.000 001 

... a se aproxima a 0 desde la izquierda (a —» 0") 

1/a 

1 

10 

100 

1 000 

10 000 

100 000 

1 000 000 

. Vx incrementa sin limite (1 lx -> 


* Rccuerde que el simbolo no representa un numero real. En cste contexto * se usa para indicar que los 
valores de \/x aumentan sin Hmile. Es decir, 1/a excede cualquier numero dado .V sin importar que tan 
grande sea el numero de .V que se haya elegido. 
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Si x se aproxima a 0 desde la izquierda, entonces a y 1/a son negativos y Ios valores de 
1/a disminuyen sin limite (vease la tabla 2). Esto se denota como 

- —» — * conforme a -4 O' 

A 


TABLA 2 Cofnportarmento de 1/z confewme x —> S 

X -1 -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001 -0.000 01 -0.000 001 

derecha (.v — 0 ) 

l/x -1 -10 -100 -1000 -10000 -100000 -1000000 


La grafica de /(a) = I/a para - 1 £A£l,A#0,se muestra en la figura 1. El 
comportamiento de / conforme a se aproxima a 0 desde la derecha se ilustra en la 
grafica dibujando una curva que casi se vuelvc vertical y se coloca sobre ella una flecha 
para indicar que los valores de 1/a continuan aumentando sin limite conforme a se 
aproxima a 0 desde la derecha. El comportamiento conforme a se aproxima a 0 desde la 
izquierda se ilustra de manera similar. 



EXPLORACION Y ANALISIS 1 Construya tablas similares a la 1 y 2 para g(x) = l/x 2 , y analice el comportamiento 

de la grafica de g(x) cercana a a = 0. 


El procedimiento de analisis sugiere que las asintotas verticales estan asociadas 
con las raices del denominador de una funcion racional. Usando el mismo tipo de razo- 
namiento, se establece el siguiente metodo general de localizacion de asintotas vertica¬ 
les para funciones racionales. 


Teorema 1 


Asintotas verticales y funciones racionales 

Sea/una funcion racional definida por 
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donde «(x) y d(x) son polinomios. Si a es un numero real, que d(a) — 0 y n(a ) 4 
0, entonces la recta x = a es una asintota vertical de la grafica dey = f(x). 


Ahora se observa el comportamiento de/(x) = \!x conforme |x| se hace muy gran¬ 
de; es decir, conforme x —> y conformed —» —oo. Considere las tablas 3 y 4. Confor¬ 
me x aumenta sin limite, l/x es positivo y se aproxima a 0 desde arriba. Conforme x 
disminuye sin limite, 1 lx es negativa y se aproxima a 0 desde abajo. Para nuestros 
propositos, no es necesario distinguir entre l/x aproximandose a 0 desde arriba y desde 
abajo. Por consiguiente, se describira este comportamiento escribiendo 

- —* 0 conforme x —> y como x -» — » 

x 


TABLA 3 Comportamiento de 1 /x conforme » 


m 

1 

10 

100 

1 000 

10 000 

100 000 

1 000 000 

x tiende a 0 por la derecha (x -> *) 

l/x 

1 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.000 01 

0.000 001 

1 !x aumenta sin limite 0 (1 lx —> 0) 


TABLA 4 Comportamiento de l/x as x -» 


X -1 -10 -100 -1 000 -10000 -100000 -1 000000 


l/x -1 -0.1 -0.01 —0.001 -0.0001 -0.000 01 -0.000 001 


x disminuye sin limite 


1/x se aproxima a 0 
(1 !x —> 0) 


La grafica completa de/(x) = l/x se muestra en la figura 2. Observe que el com¬ 
portamiento conforme x —> y conforme x -» —=c se ilustra dibujando una curva que 
es casi horizontal y agregando flechas en los extremos. La curva en la figura 2 es un 
ejemplo de una curva plana llamada hiperbola, y los ejes coordenados para esta curva 
se llaman asintotas. El ejey es una asintota vertical para l/x, y el eje x es una asintota 
horizontal para l/x. 


,/W = -,x 4 0. 

X 


Asintota f(x ) 
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DEFINICION 1 Asfntotas horizontales y verticales 

La recta x = a es una asintota vertical para la grafica dey = f(x), si fix) aumenta 
o disminuye sin h'mite conforme x se aproxima a a desde la derecha o desde la 
izquierda. De manera simbolica, 

f(x) -» oo o J{x) -> -oo conforme x —> a + o x —> a~ 

La recta y = bt s una asintota horizontal para la grafica de y = f{x) si f(x) se 
aproxima a b conforme x aumenta sin h'mite o conforme x disminuye sin h'mite. 
De manera simbolica, 

/(x) —> b conforme x —» °o o x —» — °o 


EXPLORAC N Y ANALISIS 2 Construya tablas similares a las tablas 3 y 4 para cada una de las siguientes funcio¬ 
nes y analice el comportamiento de cada una conforme x oo y conforme x -» — 


(A) fx) = 


3x 


x 2 + 1 


(B) Ax) 


3x> 


x 2 + 1 


(C) h(x) = 


3x> 


x 2 + 1 


En la section 3-1 se vio que el comportamiento de un polinomio 


P(x) = aye” + .. . + a,x + a„ 


conformex —» ±oc se determina por su termino principal, ax*. De manera similar, el 
comportamiento de una funcion racional se determina por la relation de los terminos 
principales de su numerador y denominador; es decir, las graficas de 


fix) 


a,X + • • • + a,x + a 0 
byf 4- ■ ■ ■ + b\X + b 0 


y 


8(x) = 


bX 


Graficas de 

funciones racionales conforme 
x —> ± cc . 


exhiben el mismo comportamiento conforme x —»<» y conforme x —» —(vease figu- 
ra 3). 

y y v 




* , 2x + 7 

K*) =- 


X 2 + X •* 3 


2x 7 


II 

11 

|l 

g(x) 


X 2 X 

(a) 


2x‘ + 4 

x 1 + x + 3 


2x 2 + 3 

f + x- 3 

^ = 2 

9(x) 

2x 2 

■ — * 2x 

X 2 

(b) 


(C) 
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Teorema 2 


EJEMPLO 2 


Solucion 


Problema seiecclonado 2 


En la figura 3(a), el grado del numerador es menor que el grado del denominador 
y el eje x es una asintota horizontal. En la figura 3(b), el grado del numerador es igual 
al grado del denominador y la rectay = 2 es una asintota horizontal. En la figura 3(c), 
el grado del numerador es mayor que e! grado del denominador y no hay asintotas 
horizontales. Estas ideas se generalizan en el teorema 2 para proporcionar una forma 
simple para localizar asintotas horizontales de cualquier funcion racional. 


Asintotas horizontales y funciones racionales 

Sea/una funcion racional definida por el cociente de los dos polinomios como 
sigue: 

a x m + •■■ + a.x + a.. 

fix) = —- 

b x" + • • • + b,x + b a 

n I 0 

1. Para m < n, la rectay = 0 (el eje x) es una asintota horizontal. 

2. Para m = n, la rectay = a lb es una asintota horizontal. 

3. Para m > n, la grafica aumentara o disminuira sin limite, dependiendo de 
m, n, a m y b n , y no hay asintotas horizontales. 


Determinacion de asintotas verticales y horizontales para una funcion 
racional 


Encuentre todas las asintotas horizontales para 


f< \ nix) 

fix) = — 
ci(x) 


lx 2 — 2x — 4 
x 2 - 9 


Como d{x) = x 1 - 9 = {x - 3)(x + 3), la grafica de f(x) tiene asintotas verticales en x 
= 3 y x = -3 (teorema 1). Como n(x) y d{x) tienen el mismo grado, la recta 


= - = 2 oj = 2, b 2 = 1 

1 


es una asintota horizontal (teorema 2, parte 2). 



Encuentre todas las asintotas verticales y horizontales para 


fix) - 


3x 2 - 12 
x 2 4- 2x — 3 
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Ahora se usaran las tecnicas para localizar asintotas, junto con otras ayudas de grafica¬ 
cion analizadas en el texto, para graficar diversas funciones racionales. Primero, se 
esboza un procedimiento sistematico para el problema de graficacion de funciones 
racionales: 


Graficacion de funciones racionales f(x) = n(x) /d(x) 

Intersecciohes. Ericuerifre las soluclones reales de la ecuacion n(x) — 0 
y iiselas para trazar cualquier intersection con el eje x de la gr^fica de/. 
E value/(0), si existe, y trace la interseccion con el ejej;. 

Asintotas verticales. Encuentre las soluciones reales de la ecuucion r/(jc) 
= 0 y uselas para determinar el dorainio def los puntos de discontipui- 
dad y las asintotas verticales. Trace cualquier asintota verticil} conic 
lineas discontinuas. 

Cuadro de signos. Construya un cuadro de signos para / y uselo para 
determinar el comportamiento de la grdfiea cerca de cada asintota ver¬ 
tical 

Asintotas horizontales. Determine si existe una asintota horizontal y si 
es asl, tracela como una linea discontinua 

Complete el trazo. Complete el trazo de la gr&fica dibujando pun¬ 
tos adicionales y uniendolos con una curva continua y suave sohre 
cada intervalo en el dominio de f No cruce ningun punto de disconti- 
nuidad 


Graficacion de funciones racionales 


Grafique: y =f(x) = 


2x 


x — 3 


Solucion 


x - 3 d(x) 


Paso 1 Intersecciones. Encuentre las raices reales de n(x) = 2xy encuentreyf O): 


2x = 0 

x = 0 Interseccion con x 
/'(0) = 0 Interseccion con y 

La grafica cruza el eje coordenado solo en el origen. Dibuje esta interseccion como se 
muestra en la figura 4. 
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1 A 

‘ 1 

IV 

| 


1 


1 


1 



-10 /' 

10 P * 

Intersecciones xy y 

1 

1 

1 

-to 

1 

1 

1 

1 


Intersecciones y asfntotas 


Paso 2. Asintotas verticales. Encuentre las raices reales de d(x) = x - 3: 

x - 3 = 0 
x = 3 


El dominio de /es (—<*, 3) U (3, »>),/es discontinua en x = 3 y la grafica 
tiene una asintota vertical en x = 3. Trace esta asintota como se muestra en la 
figura 4. 


Prueba num. 

-1 

1 

4 

Valor de / 


-1 

8 

Signo de/ 

+ 


+ 


Cuadro de signos. Construya un cuadro de signos para fix) (repase la section 
1-8), como se muestra en el margen. Como x = 3 es una asintota vertical, y 
f(x) < 0 para 0 < x < 3, 

fix )—»— oc conforme x —>3~ 


Como * = 3 es una asintota vertical y f(x) > 0 para x>3, 
f(x) —» <* conforme x—»3 + 

Note cuanta information esta contenida en el cuadro de signos para f. El 
punto solido determina la intersection con el eje x; el punto abierto determi- 
na el dominio, el punto de discontinuidad y la asintota vertical; y los signos 
de f(x) determinan el comportamiento de la grafica en la asintota vertical. 

Paso 4. Asintota horizontal. Como n(x) y d{x) tienen el mismo grado, la recta y = 2 es 
una asintota horizontal. Trace esta asintota como se muestra en la figura 4. 

Paso 5. Complete el trazo. Dibujando algunos puntos adicionales, se obtiene la grafi¬ 
ca de la figura 5. Note que la grafica es una curva continua suave en el inter- 
valo (-<*, 3) y sobre el intervalo (3, *). Como se esperaba, hay una separacion 
en la grafica en x = 3. 

y 

i i 


-5 I ! 5 


X 
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Conforme adquiera experiencia en la graficacion, muchos de los pasos del ejem- 
plo 3 se pueden hacer mentalmente (o en una hoja de papel) lo que acelera el proceso en 
forma considerable. 


Proceda como en el ejemplo 3 y grafique: y =f(x) 


3x 

x + 2 


^ Comentario: Refierase al ejemplo 3. Cuando grafique f(x) = 2x/(x - 3) con un 
dispositivo de graficacion [figura 6(a)], parecera que este tambien dibuja la asintota 
vertical, pero este no es el caso. La mayoria de los dispositivos de graficacion, cuando 
se seleccionan en el modo conectado, calculan los puntos en una grafica y conectan 
esos puntos con segmentos de recta. El ultimo punto dibujado a la izquierda de la asintota 
y el primer punto dibujado a la derecha de la asintota, con frecuencia tiene coordenadas 
muy grandes en el ejey. Si esas coordenadas en el ejey tienen signo opuesto, entonces 
el dispositivo de graficacion puede unir los dos puntos con un segmento de recta casi 
vertical, que da la apariencia de una asintota. Si lo desea, puede seleccionar su calcula- 
dora en modo de puntos para dibujar los puntos sin que se unan los segmentos de recta 
[(figura 6(b)], 


Graficaci6n mediante 

dispositivos de graficacidn de 

,, \ 2x 
fix) =--. 

x - 3 


10 



10 



(a) Modo conectado 


(b) Modo de puntos 


En los ejemplos restantes solo se listaran los resultados de cada paso en la estrate- 
gia de graficacion y se omitiran los detalles referentes a la computacion. 


Graficacion de una funcion racional 

. x 1 - 6x + 9 
Grarique:y = j(x) =- 

x 2 + x - 2 


Solucion 


Prueba num. 

-3 

0 

2 

4 

Valor de / 

9 

-l 

2 

i 

4 

X 

18 

Signo de/ 

+ 

- 

+ 

+ 



.... _ x 2 - 6x + 9 = (x - 3) 2 

x 1 + x — 2 (x + 2)(x — 1) 

Interseccion con el eje x: x = 3 

Interseccion con el ejey: y - f( 0) = —f = —4.5 

Dominio: (-«>, —2) U (—2, 1) U (1, “) 

Puntos de discontinuidad: x = -2 yx = 1 
Asintotas verticales: x = -2 y x = 1 
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PRECAUCION 


Imersecciones 

multiples de una grafica y una 
asintota horizontal. 
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f(x) -> 00 

conforme 

x —» -2 

fix) -> -oc 

conforme 

X-4 -2 

fix) -4 -cc 

conforme 

X —> 1 ~ 

fix) -» oc 

conforme 

x->2 + 


Asintota horizontal: y = 1 


Dibuje las intersecciones y asintotas (figura 7), despues trace la grafica de/(figura 8). 


1 * 

i i ‘ 

t 


-L- . . . .: 1 

| 

1 

i i 

1 

1 


1 


i 1 

it_ |_J _ 

to 

■ I y \ 

10 ' -10 





1 

' 1 / 



! i 

1 



{ 

1 

Interseccionc 

• 1, 

?s y asintotas 

m= h 

X 

j 

- ox - 9 

- 1 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


Grafique: y = fix) = 


x 1 - lx + 10 


La grafica de una funcion no puede cruzar una asintota vertical, pero el mismo 
postulado no es verdadero para asintotas horizontales. La grafica en el ejemplo 4 
muestra claramente que la grafica de una funcidn puede cruzar una asintota 
horizontal. La definition de una asintota horizontal requiere que f(x) se aproxi- 
me a b conformed aumente o disminuya sin limite, pero no excluye la posibilidad 
de que fix) = b para uno o mas valores de x. De hecho, usando la funcion coseno 
de trigonometria, es posible construir una funcion cuya grafica cruce una asintota 
horizontal un numero infinito de veces (vease la figura 9). 


V 

4 


1 


1 + "r 

fix) -* 1 conforme x -* =» 


y = 1 es una asintota horizontal 

H-1-1-1-1-t— 

2 7t 3rt 4 ji 5n 6rt 7i r 


Bn 
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Graficacion de una funcion racional 

v 2 — 7 v* — A 

Grafique:^ = f(x) — —- 

x-2 


Solucion 


Prueba num. 

-2 

0 

3 

5 

Valor de/ 

-i 

2 

-4 

2 

Signo de/ 

- 

+ 

- 

+ 


x 


f( x ) = -v 2 ~ ~ 4 = (x + l)(;c - 4) 

x-2 x-2 

Intersecciones con el eje x: x = -1 y x = 4 
Intersecciones con y: y = /(0) = 2 
Dominio: (—<*, 2) U (2, oo) 

Puntos de discontinuidad: x-2 
Asintota vertical: x = 2 
/(x) -> oc conforme x —> 2“ 

/(x) — >— « conforme x — ■> 2" 

No hay asintota horizontal 


Aunque la grafica de /'no tiene asintota horizontal, todavla se puede obtener alguna 
informacion importante sobre el comportamiento de la grafica conforme x —> -oo y 
conforme x —» oc s j primero se realiza la division larga: 


x — 1 Cociente 

x - 2)x 2 - 3x - 4 
x 2 - 2x 
-x - 4 
-x + 2 

— 6 Residuo 


En consecuencia, 


„ x 2 - 3x - 4 

/(x) =-r— = x - 

x-2 



Conforme x —> — oc or->», 6/(x - 2) —> 0 y la grafica de/se aproxima a la recta y - 
x — 1. Esta recta se denomina asintota oblicua de la grafica de f Las aslntotas e 
intersecciones estan trazadas en la figura 10, y la grafica de/esta trazada en la figu- 
ra 11. 



3-4 Funciones racionales 


261 


Teorema 3 


Problema seleccionado 5 


y 





_ * _ / 



it 6" 

_ ' 




/ 




; / 




r 2 




f\ 


-10 


10 ' 



S 

t 

| 

Asintoui 

/_ 


1 

;>bliCu<a 

/ 


1 

1 

/ 

/ 


J. 


' — 

/ 

10 

1 


Intersecciones y asfntotas 


FIGUSA 10 


x 



Generalizando los resultados del ejemplo 5, se obtiene el teorema 3. 


Asfntotas oblicuas y funciones racionales 

Si fix) = n(x)/d(x), donde n(x) y d{x) son polinomios y el grado de «(x) es 1 mas 
que el grado de d(x). entonces fix) se puede expresar en la forma 

fix) = mx + b + 

dix) 

donde el grado de r(x) es menor que el grado de dix). La recta 

y = mx + b 

es una asintota oblicua para la grafica de f. Esto es, 

\fix) - imx + ft)] -» 0 conforme x —» —» o x 


Grafique, incluyendo cualquier asintota oblicua: y = fix) 


x 2 + 5 
x + 1 
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Respuestas a los problemas seleccionados 

1. Dommio: (-«, -3) U (-3, 1) U (1, =°); intersecciones con el eje jc: x = -2,x = 2 

2. Asintotas verticales: x = —3, x = 1; asintota horizontal: y = 3 
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£n los problemas del 5 al 12, encuentre el dominio e intersec- 
ciones en x. No grafique. 


S. f(x) = 


2x - 4 
x + 1 


7. h{x) = 


x 2 - 1 

AT 2 — 16 


6. gix) = 


8. k(x) = 


3x + 6 
x- 1 

x 2 - 36 
x 2 — 25 


9. 


rix) = 


x 2 - x - 6 
x 2 - x - 12 


10. s{x) = 


x 2 + x- 12 
x 2 + x — 6 


11. F(x) = 


x 

x 2 + 4 


12. G(x) = 


x 2 

x 2 + 16 


En los problemas del 13 al 20, encuentre todas las asintotas 
verticales y horizontales. No grafique. 


13. 


15. 

17. 


19. 


/« = 


s(x) = 


p(x) = 


tix) = 


2x 

x - 4 

lx 2 + 3x 
3X 2 - 48 

2x 

x 4 + 1 

6X 4 

3X 2 - 2x - 


5 


14. h(x) = 
16. r(x) = 
18. q{x) = 
20. S {x) = 


3x 

x + 5 

5X 2 - 7x 
2X 2 - 50 

Sx 4 

2X 2 + 3x - 2 
3x 

x 4 + 2X 2 + 1 


B 


£n /ox problemas del 21 at 40, use la estrategia de graficacion 
esbozada en el texto para trazar la grafica de cada funcion. 


Compruebe los problemas de! 21 al 40 en un dispositivo de 
graficacion. 


21. fix) = 
23. fix) = 


1 


x- 4 
x 

X + 1 


22. gix) = 
24. fix) = 


1 


x + 3 
3x 

x- 3 


29. gix) = 


1 -x 2 

x 2 


30. fix) = 


x 2 + 1 
x 2 


31. fix) = ^ 


32. gix) = 


6 

x 2 x 6 


33. /(x) = 
35. gix) = 
37. /(x) = 
39. fix) = 


x 

x 2 - 1 
2 

x 2 + 1 
12X 2 

(3x + 5) 2 
x 2 - 1 

X 2 + 7x + 10 


34. pix) = 
36. fix) = 
38. fix) = 
40. fix) = 


x 

7^7 

X 

x 2 + 1 
lx 2 

(2x - 3) 2 

X 2 + 6x + 8 
x 2 -x- 2 


Si /(x) = n(x)/rf(x), donde n(x) y d{x) son funciones 
cuadraticas, ^cual es el maximo numero de intersecciones 
con x que puede tener/(x)? ^Cuil es el numero minimo? 
Ilustre ambos casos con ejemplos. 

Si f{x) = nix)/d(x), donde nix) y d(x) son funciones 
cuadraticas, i,cual es el maximo numero de asintotas 
verticales que puede tener /fx)? ^Cual es el numero minimo? 
Ilustre ambos casos con ejemplos. 


En los problemas del 43 al 48, encuentre todas las asintotas 
verticales, horizontales y oblicuas. No grafique. 


43. fix) = 
45. pix) = 
47. fix) = 


If 2 
x- 1 

X 3 

x 2 + 1 

2x3 — 3x + 5 


44. g(x) = 
46. qix) = 
48. six) = 


_3x 2 _ 
x + 2 

x 5 

x 3 — 8 

-3x 2 + 5x + 9 


En los problemas del 49 al 52, use un dispositivo de graficacion 
para investigar el comportamiento de cada funcion conforme 
x —» x y conforme x —» -=°, y encuentre cualquier asintota 
horizontal. 


49. fix) = 
51. fix) = 


5x 


W+l 
4VX 2 - 4 


50. fix) = 
52. fix) = 


2x 


Vx 1 - 1 

3VX 2 + 1 
x- 1 


c_ 

En los problemas del 53 al 58, use la estrategia de graficacion 
esbozada en el texto para trazar la grafica de cada funcion. 
Incluya cualquier asintota oblicua. 


25. hix) = 
27. fix) = 


2x - 2 

2x - 4 
x + 3 


26. pix) = 
28. fix) = 


3x 

4x + 4 

3x + 3 
2 - x 


^ Compruebe los problemas del 53 al 58 con un dispositivo de 
graficacion. 

x 2 -F 1 x 2 — 1 

53. fix) = —54. gix) = — 






264 


3 Funciones polinomiales y racionales 


- 4x + 3 

55. k(x) - 

2a - 4 

.r + a - 2 

56. h{.\) = 

2a- - 4 

8 - a -’ 

57. F(x) = —— 

4x~ 

A J + 1 

58. G(x) = —— 

Sif(x) =n(x)/d(x), donde el grade de n(x) es mayor que el grado 
de d(x). se puede usar ententes la division larga para escribir 
fix) = p(x) + q(x)/d(x), donde p(x) y q(x) son polinomios con 
grado q(x) menor que el grado de d(x). En los problemas del 59 
al 62, realice la division larga y analice la relacion entre las 
gruficas de fix) y p(x) conforme x -*> «= y conforme x —> 

59./(.v)= r , + i 

fix) = a 2 + 1 

61. fix) = a , _ , 

62. fix) - r , j 

En calculo, a menudo es necesario considerar funciones ra¬ 
cionales que no estan totalmente simplificadas, tales como las 
funciones dadas en los problemas del 63 al 66. Para cada fun- 
cion establezca el dominio, simplifique la funcion a los termi- 
nos inferiores y trace su grafica. Recuerde excluir de la grafica 
cualquier punto con valores en x que no esten en el dominio. 

x 2 - 4 

63. fix) ~ 

x - 2 

.r - l 

64. g( a) = 

A + 1 

^ x + 2 

65. r(A) - , 

;r - 4 

66. J(A) = ( _ 1 


69. Retencion. En una clase de psicologia se realizo un 
experimento sobre capacidad de retencion. Durante 20 dias 
se le pidio a cada estudiante memorizar una lista diferente 
cada dia de 40 caracteres especiales. A1 terminar el dia debian 
regresar la lista, y anotar en cada dia sucesivo del periodo 
que dure la prueba una lista con tantos simbolos como pu- 
dieran recordar. A1 final se sacaron promedios y se encontro 
que una buena aproximacion del promedio del numero de 
simbolos, A'(f), retenidos despues de t dias esta dado por 


m = 


St + 30 
t 


t & 


Trace la grafica de N, incluyendo cualquier asintota vertical 
u horizontal. 0 A que valor tiende N conforme t —> <»? 

70. Teoria del aprendizaje. En 1917, L. L.Thurstone, un pio- 
nero en la teoria del aprendizaje cuantitativo, propuso la 
funcion 


m = 


a(x + c) 
(a + c) + b 


para describir el numero de tareas exitosas por unidad de 
tiempo que una persona puede terminar despues de x 
sesiones de practica. Suponga que para una persona en 
particular inscrita en una clase de mecanografia. 


fix) = 


50(.v + 1) 
x + 5 


,t2 0 


APLICACIONES 

67. Capacitaci6n laboral. Una compania produce compo- 
nentes electronicos para televisores. Segun sus registros 
un nuevo empleado puede ensamblar en promedio M(t) 
componentes por dia, despues de i dias de capacitacion, 
como esta dada por 


donde f(x ) es el numero de palabras por minuto que la 
persona puede teclear despues de x semanas de lecciones. 
Trace la grafica de f incluyendo cualquier asintota hori¬ 
zontal o vertical, i A que valor tiende/conforme x -> “? 

Usando las tecnicas de calculo, se puede demostrar que el va¬ 
lor mlnimo de una funcion de la forma 


m = 


5 Or 
r + 4 


/20 


Trace la grafica de A', incluyendo cualquier asintota vertical 
u horizontal. que valor tiende ,V conforme t -> *>? 

68. Psicologia. En un estudio sobre la rapidcz de la contraction 
muscular en ranas sometidas a diferentes descargas 
electricas, los investigadores W. O. Ferns y J. Marsh encon- 
traron que la velocidad de contraction disminuye con el 
aumento en las cargas. De forma mas precisa, encontraron 
que la relacidn entre la velocidad de contraccion J (en 
centimetres por segundo) y la descarga w (en gramos) esta 
dada de manera aproximada por 


.S(vt’) = 


26 + 0.06w 


Trace la grafica de S, incluyendo cualquier asintota vertical 
u horizontal. ^A que valor tiende .S' conforme w —> --1 


fix) = ax + b + - 

,v 


a > 0, e > 0, .V > 0 


esmlng(x) = (g 's/c/a). Use este hecho en los problemas del 71 
al 74. 

71. Tiempo de reemplazo. Una fotocopiadora tiene un precio 
inicial de S2 500. Un contrato por servicio y mantenimiento 
cuesta S200 el primer ano y aumenta $50 por cada ano 
subsecuente. Se puede demostrar que el costo total de la 
fotocopiadora despues de n anos esta dado por 

C(n) = 2 500 + 175 n + 25 n 2 

El costo promedio por ano para n anos es C(n) — C(n)/n. 

(A) Encuentre la funcion racional C. 

(B) ^Cuando es minimo el costo promedio por ano? (Esto 
con frecuencia se denomina tiempo de reemplazo para 
este equipo.) 

(C) Trace la grafica C, incluyendo cualquier asintota. 
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72. Costo promedio. El costo total de produccion dex unidades 

de cierto producto esta dado por 

C(x) = ^ + 2x + 2 000 

El costo promedio por unidad para producirx unidades es 

C(x) = C(x)/x. 

(A) Encuentre la funcion racional C. 

(B) 4 ,A que nivel de produccion el costo promedio por 
unidad sera minimo? 

(C) Dibuje la grafica de C, incluyendo cualquier asintota. 

73. Construccidn. Se va a construir una perrera rectangular 

que delimitara un area de 225 pies cuadrados. 

(A) Si x representa el ancho de la perrera, exprese la 
longitud total L(x) del material de cerca necesario para 
la perrera en terminos de x. 

(B) Considerando las limitaciones fisicas, ^,cual es el 
dominio de la funcion I? 


(C) Encuentre las dimensiones de la perrera para la que 
necesitara la minima cantidad de material de cerca. 

(D) Grafique la funcion L, incluyendo cualquier asintota. 

* 74. Construccidn. Vuelva a trabajar en el problema 73. pero 
ahora suponiendo que la perrera se va a dividir en dos 
secciones, como se muestra en la figura. 





Fracciones parciaie?. 


Teoremas basicos 

Descomposicion de fracciones parciales 


Ahora ya tiene considerable experiencia en combinar dos o mas expresiones racionales 
en una sola expresion racional. Por ejemplo, problemas como 

2 + 3 2(a - 4) + 3(a + 5) 5* + 7 

A + 5 + A — 4 (a + 5)(A - 4) (a 4- 5)(a - 4) 




1 

+ 


7 X 


a 


Y 




z x* + 


*K’ r 1 

■z^Li - 

? ti 

i-2-x -t 


deben parecer de rutina. Es frecuente que en cursos mas avanzados, en particular en el 
calculo, sea conveniente poder invertir este proceso; es decir, ser capaz de expresar una 
expresion racional como la suma de dos o mas expresiones racionales mas simples 
denominadas fracciones parciales. Como ocurre a menudo en el caso de procesos 
inversos, el de descomposicion de una expresion racional en fracciones parciales es 
mas dificil que combinar expresiones racionales. Lo basico en el proceso es la 
factorizacion de polinomios. de manera que los temas antes analizados en este capitulo 
se puedan usar de manera efectiva. 

Enfoquemos nuestra atencion hacia expresiones racionales de la forma P(x)/D(x), 
donde P(x) y D(x) son polinomios con coeficientes reales. Adernas. se supone que el 
grado de P(x) es menor que el grado de D(x). Si el grado de P(x) es mayor que o igual 
al de D(a), solo se tiene que dividir P{x) entre D(x) para obtener 


1 


X^-2- 


x r x L 


POO 


/7(a) 

D(x) ~ Q{X) + D(x) 


i \ 

donde el grado de /7(a) es menor que el de D(x). Por ejemplo, 


- 3a 3 + 2a 2 — 5a + 1 


~ X — X 


- 1 + 


-6a + 2 
A 2 - 2x + 1 


6x n 


x 2 — 2x + 1 
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Si el grado de P(x) es menor que el de D(x), entonces P(x)/D(x ) se denomina fraccion 
propia. 


Nuestra tarea ahora es establecer una forma sistematica para descomponer una fraccion 
propia en la suma de dos o mas ffacciones parciales. Los tres teoremas siguientes to¬ 
man en cuenta el problema de forma completa. Los teoremas 1 y 3 se establecen sin 
prueba. 


Teorema 1 Polinomios iguales 

Dos polinomios son iguales si y solo si los coeficientes de los terminos de grado 
semejante son iguales. 


Por ejemplo, si 


Iguale los terminos constantes. 

I-1 

(A + -B)x + B = 5x - 3 


Iguale los coeficientes de x. 

entonces 


B = — 3 Sustituya 8 = -3 en la segunda ecuacidn para despejar A. 

A + 2B = 5 
A + 2( ) = 5 

A = 11 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Si 

x+5=A(x+\) + B(x-3) (1) 

es una identidad polinomial (es decir, ambos lados representan el mismo polinomio), 
entonces, igualando los coeficientes se produce el sistema 

1 = A + B Igualando coeficientes de x 

5 = A - 3B Igualando terminos constantes 

(A) Resuelva este sistema (vease la seccion 1-2). 

(B) Para un metodo de solucion altemo, sustituya x = 3 en (1) para encontrar A y 
despues sustituya x = — 1 en (1) para encontrar B. Exphque por que es valido 
el metodo B. 
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• Descoi 
fraccio 


Teorema 2 Teorema de factores lineales y cuadraticos 

Para un polinomio con coeficientes reales, siempre existe una factorization com- 
pleta que solo involucra factores lineales y/o cuadraticos con coeficientes reales, 
donde los factores lineales y cuadraticos son primos relativos de los numeros 
reales. 


Que el teorema 2 es verdadero puede verse como sigue: De los teoremas anterio- 
res en este capitulo, se sabe que un polinomio de n esimo grado P(x) tiene n raices y n 
factores lineales. Las raices reales de P(x ) corresponden a factores lineales de la forma 
(x - r), donde r es un numero real. Como P(x) tiene coeficientes reales, las raices 
imaginarias ocurren en pares conjugados. Asi, las raices imaginarias corresponden a 
pares de factores de la forma [x - (a + bi )] y [jc — (a - bi)], donde ay b son numeros 
reales. Multiplicando esos dos factores imaginarios, se tiene 

[* — (a + &)][* - (a - bi)] = x 2 - lax + a 2 + b 2 

Este polinomio cuadratico con coeficientes reales es un factor de P(x). Asi, P(x) se 
puede factorizar en un producto de factores lineales y factores cuadraticos, todos con 
coeficientes reales. 

Ahora se esta listo para establecer el teorema 3, que forma la base para la descomposi¬ 
cion de las fracciones parciales. 


Teorema 3 Descomposicion de fracciones parciales 


Cualquier fraccion propia P(x)/D(x) totalmente simplificada, se puede descom- 
poner en la suma de fracciones parciales como sigue: 


1. Si D(x) tiene un factor lineal no repetido de la forma ax + b, entonces la 
descomposicion de la fraccion parcial de P(x)/D(x ) contiene un termino de la 
forma 

- A es una constante 

ax + b 

2. Si D(x) tiene un factor lineal k que se repite, de la forma (ax + b)\ entonces 
la descomposicion de la fraccion parcial de P(x)/D(x) contiene k terminos de 
la forma 

A. A , A. 

- 1 — + - - -+ ■ • • +- 1 - A„ A,,...,A. constantes 

ax+ b (ax + b) 2 (ax + bf 12 * 

3. Si D(x) tiene un factor cuadratico no repetido de la forma ax 2 + bx + c, que 
es primo relativo de los numeros reales, entonces la descomposicion de la 
fraccion parcial de P(x)/D(x) contiene un termino de la forma 


Ax + B 
ax 2 + bx + c 


A, B constantes 
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4. Si D(x) tiene un factor cuadratico k, repetido, de la forma (ax 2 + bx + c)\ 
donde ax 2 + bx + c es primo relativo de los mimeros reales, entonces la 
descomposicion de la fraccion parcial de P(x)/D(x) contiene k terminos de la 
forma 


A , x + , A z x + B 2 . A k x + B k 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c ) 2 (ax 2 + bx + c) k 

A .. A k , B v ...,B k constantes 


Veamos como se usa el teorema para obtener las descomposiciones de las fraccio- 
nes parciales en varios ejemplos. 


Factores lineales que no se repiten 

Descomponga en fracciones parciales: — x - + - — 

x 2 + 2x - 3 

Solucion Intente primero factorizar el denominador. Si no es posible hacerlo en los mimeros 
reales, entonces no se puede continuar. En este ejemplo, resultan ser los factores del 
denominador, de manera que se aplica la parte 1 del teorema 3: 

5* + 7 A B 

c* - 1)U + 3) * - 1 X + 3 K ’ 

Para encontrar las constantes A y B, se combinan las fracciones en el lado derecho de la 
ecuacion (2) para obtener 

5x + 7 _ A(x + 3) + B(x - l) 

(x - DU + 3) ~ (x - DU + 3) 

Como estas fracciones tienen el mismo denominador, sus numeradores deber ser igua- 
les. En consecuencia, 

5x + 1 = A(x + 3) + B(x - 1) (3) 


Se podria multiplicar el lado derecho y encontrar^ y B mediante el teorema 1, pero en 
este caso es mas facil tomar ventaja del hecho que la ecuacion (3) es una identidad; es 
decir, se debe cumplir para todos los valores de x. En particiftar, se observa que si se 
hace x = 1, entonces el segundo termino de la derecha se elimina y se puede despejarzl: 

5 ■ 1 + 7 =A(\ + 3) +B(l - 1) 

12 = 4 A 
A = 3 

De manera similar, si se hace x = — 3, entonces el primer termino se elimina y se 
encuentra que 


I 
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-8 = — 4 B 
B= 2 

Por lo tanto. 

5a~ + 7 3 2 

x 2 + 2x — 3 a— 1 a+3 

que se puede comprobar facilmente sumando las dos fracciones de la derecha. 

Descomponga en fracciones parciales: — + £ — 

x 2 + a - 6 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Se puede tambien usar un dispositivo de graficacion para comprobar la descomposi- 
cion de una fraction parcial. Para comprobar el ejemplo 1, se grafican los lados 
izquierdo y derecho de la ecuacion (4) con un dispositivo de graficacion (figura 1). 
Analice como se puede usar la caracteristica de trazo con un dispositivo de graficacion 
para comprobar que el dispositivo esta desplegando dos graficas identicas. 


FICURA 1 


Plot! Fiotz M*t3 

\ViB<5X+7>/<X2+2 

x-zy 

+3> 
nVj = 

\Yh = 
nYe = 



Factores lineales que se repiten 

Descomponga en fracciones parciales: —-——— 

(a + 2)(a - 3)2 

Solucion Usando las partes 1 y 2 del teorema 3, se escribe 


6a- 2 - 14a - 27 
(a + 2)(a - 3) 2 


, A B ^ C 
a + 2 a. - 3 (a — 3) 2 

A{ a - 3) 2 + B( a + 2)(a - 3) + C( a + 2) 
(a + 2) (a - 3)- 


De manera que, para toda x, 

6a 2 - 14a - 27 = A(a - 3) 2 + B(x + 2)(a - 3) + C( a + 2) 
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Si x = 3, entonces Si x = -2, entonces 

—15 = 5C 25 = 25 A 

C= -3 A = 1 

No hay otros valores de x con los que se pueda eliminar los terminos de la derecha. 
Como cualquier valor de x se puede sustituir para producir una ecuacion que relacione 
A, B y C, x se iguala 0 y se obtiene 

— 27 = 9A — 65 + 2C Sustituya A = I y C = -3. 

-27 = 9 - 65-6 
5=5 

De manera que, 

&C 2 - 14x - 27 1,5 3 

(x + 2)(x - 3) 2 ~ x + 2 + x - 3 ~ (x - 3) 2 


Problema seteccionado 2 


Descomponga en fracciones parciales: 


x 2 + 1 Ijc 4 15 
(x - 1)(* + 2) 2 


EJEMPLO 3 Factores lineales y cuadraticos que no se repiten 

5x 2 — 8a: + 5 

Descomponga en fracciones parciales:--- 

(x - 2)(x 2 - x + 1) 

Solucion Primero, se observa que la cuadratica en el denominador ya no puede factorizarse en 
los numeros reales. Entonces, se usan las partes 1 y 3 del teorema 3 para escribir 


5X 2 - 8* + 5 


A Bx + C 


(x - 2KX 2 - x + l) x—2~x 2 — x + 1 

_ Ajx 2 - x + 1) + (Bx + C)(x - 2) 
(x - 2)(x i — x + 1) 


' 'x i CJ 

Asi, para toda x, N , 

/ ( r /-' 

5/C 2 — 8a: + 5 = Aix 2 — x + 1) + (Bx + C)(x — 2) 
Si x = 2, entonces 


-'>9 = 3-4 
A = 3 


o 
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Si x = 0, entonces, usando A = 3, se tiene 

5 = 3 - 2C 
C = -1 

Si x = 1, entonces, usando A = 3 y C = - l,se tiene 

2 = 3 + (6 - 1)(— 1) 
5 = 2 


Por lo tanto, 


5.x 2 - 8 x + 5 3 lx — 1 

(jc - 2)(jc 2 — jc + 1 ) x - 2 x 2 - x + 1 


Problem.i • I 


Descomponga en fracciones parciales: 


lx 2 — 1 \x + 6 
(jc - 1H2* 2 - lx 4- 2) 


Factores cuadraticos que se repiten 


Solucion 


Descomponga en fracciones parciales:---— 

(jr - 2x + 3)' 

Como x 2 lx A 3 ya no puede factorizarse en los numeros reales, se procede a usar la 
parte 4 del teorema 3 para escribir 


x* - 4X 2 + 9x - 5 Ax + 5 Cx + D 

(x 2 - 2x + 3 ) 2 x 2 - lx + 3 + (x 2 - 2x + 3 ) 2 


(Av + 5X.V 2 - 2x + 3) + Cx + D 
(x 2 -2x + 3 ) 2 


Asi, para toda x, 

r 3 - 4x 2 + 9 ^ _ 5 = (A*. + B)(x 2 - 2x + 3) + Cx + D 

Como la sustitucion cuidadosa de los valores seleccionados de x no nos lleva a la inme- 
diata determinacion de A, B, C o D, se multiplica y se reordena el lado derecho para 
obtener 

7 "i 

JC 3 - 4X 2 + 9x - 5 = Ar’ + (5 - 2 A)x 2 + (3A - 25 + C)x + (35 + D) 

f 

Ahora se usa el teorema 1 para igualar coeficientes de los terminos de grado semejante: 
A = 1 

- rj, . lx 3 -4x 3 -9x -5 

B-2A = -4 

3A - 25 + C = 9 • 3 

I 



35 + D = -5 


’ + (6 - 24)x 2 + (3/A - 26 + C)x +■ (36 + D) 
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En estas ecuaciones se encuentra facilmente que A = 1,5 = -2, C=2y£> = 1. Ahora 
se puede escribir 

x* - 4 a 2 + 9a - 5 _ x - 2 2x + 1 

(x 2 - 2x 4- 3) 2 ~ .v 2 - 2x + 3 + (a 2 - 2x + 3) 2 


Descomponga en fracciones parciales: 


3-r 3 - 6a 2 + lx - 2 
(a 2 - 2a + 2) 2 


Respuestas a los problemas seleccionados 

. 4 3 ,3 2 1 ,2 3*- 2 

x -2 a + 3 x - 1 x + 2 (a + 2) 2 x - 1 2a 2 - 3a + 2 

3a x -2 

' A - 2 x + 2 + (A - 2 x + 2 f 


EJERCICIO 

A 


3-5 


B 


En los problemas del 1 al 10, encuentre las constantes A, B, C 
v D de manera que el lado derecho sea igual al izquierdo. 


1 . 


lx - 14 


B 


2 . 


3. 


4. 


(x - 4)(* + 3) x - 4 x + 3 

9x + 21 A B 

(.x + 5)(x -3) x+5 x — 3 

17a- - 1 A B 

+ ■ 


(2a - 3)(3a - 1) 2a - 3 3a - l 

a- 11 = A B 

(3a + 2)(2a - 1) “ 3a + 2 + 2a - 1 


„ 3a 2 + 7a+1 A B C 

5. -:-7TT- = - + - + 


6 . 


7. 


a(a + l) 2 x ' x + 1 (a + l) 2 
a 2 - 6a + 11 A B 


lx 2 + 4a — 1 Ax + B Cx + D 

9. —r--—7T ■ -r--- + 


(A 2 + A + l) 2 A 2 + A + 1 (A 2 + A + l) 2 

3a-’ - 3a 2 + 10a - 4 Ax + B Cx + D 
10. --t—-—-= —-- + 


(a 2 — a + 3) 2 x 2 - x + 3 (a 2 - a + 3) 2 


En los problemas del 11 al 22, descomponga en fracciones 
parciales. 


11 . 


13. 


IS. 


17. 


19. 


21 . 


(A+ 1)(A- 2) 2 

A + 1 

A - 2 + (A - 2) 2 


3a 2 + .A 

A 

Bx + C 


(a - 2XA 2 + 3) 

A- 2 

x 2 + 3 

c 

5a 2 — 9a + 19 

X 

Bx + C 


(a - 4XA 2 + 5) 

+. 

1 

h 

II 

x 2 + 5 

En 


-a+ 22 

12. 

-a - 21 

a 2 - 2a- 8 

x 2 + 2a - 15 

3a- 13 

14. 

11a- 11 

6a 2 -a - 12 

6a 2 + 7a — 3 

a 2 - 12a + 18 

16. 

5a 2 - 36a + 48 

a 3 - 6a 2 + 9a 

a(a - 4) 2 

5a 2 + 3a + 6 

18. 

6a 2 - 15a + 16 

a 2 + 2a 2 + 3a 

a 3 - 3a 2 + 4a 

2a’ + 7a + 5 

20. 

-5a 2 + 7a- 18 

a 4 + 4a 2 + 4 

a 4 + 6a 2 + 9 

a’ - 7a 2 + 17a - 17 

22. 

a 1 + a 2 - 13a + 


a 2 - 5a + 6 


a 2 + 2a- 15 


parciales, 

4a 2 + 5a ■ 


23. 


25. 


X s - 6x- 9 

x 2 + 16a + 18 
a’ + 2a 2 — 15a - 36 


24. 


26. 


4a 2 - 8a + 1 

X s — A + 6 

5a 2 - 18a + 1 
r 3 - a 2 - 8a + 12 
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_ -s 2 + s - 7 

x 4 - 5x i + 9x> - 8x + 4 

-2s 3 f 12s 2 - 20s- 10 
- 7s 3 + 17x 2 -21x+ 18 


4s 3 + 12s 4 - s 3 + 7s 2 - 4s + 2 
4s 4 + 4s 3 - 5s 2 + 5s - 2 

6s' - 13s 4 + X s — 8s 2 + 2s 
6s 4 - 7s 3 + x 2 + s - 1 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 3 Interpolacion de polinomios 

Dados dos puntos en el piano, se puede usar la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta para encontrar 
un polinomio cuya grafica pase por esos dos puntos. ^Como se puede proceder si se dan mas de dos puntos? Por 
ejemplo, ^como se puede encontrar la ecuacion de un polinomio P(x) cuya grafica, ilustrada en la figura 1, pase 
por los puntos indicados en la tabla 1 y graficados en la figura 1 ? 

TABLA 1 

s 12 3 4 

P(x) 13-31 


FIGURA 1 

La clave para resolver este problema es escribir el polinomio desconocido P(x) en la forma especial siguiente: 

P(x) = n 0 + a,(s - 1) + a 2 {x - l)(x - 2) + a 3 (x - l)(x - 2)(x - 3) (1) 

Como la grafica de P{x) va a pasar por cada punto de la tabla 1, se puede sustituir cada valor de x en (1) para 
determinar los coeficientes a Q , a,, a 2 y a y Primero se evalua (l) en s = 1 para determinar a 0 : 

1 = P(l) 

= a 0 Todos los otros terminos en (1) son 0 cuando s = 1. 

Usando este valor para a 0 en ( 1 ) y evaluando en s = 2 , se tiene 

3 = P(2) = 1 + a,(l) Todos los otros terminos son 0. 

2 = a, 

Continuando de esta manera, se tiene 

_ 3 = P( 3) = i + 2 ( 2 ) + < 2 2 ( 2 )( 1 ) 

-8 = 2 a 2 

-4 = a. 
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1 = P(4) = 1 + 2(3) - 4(3X2) + fl 3 (3)(2)(l) 

18 = 6 a 3 
3 = a, 

Se tiene ahora evaluados todos los coeficientes en (1) y se puede escribir 

P(x) = 1 + 2(x - 1) - 4(x - l)(x - 2) + 3(x - l)(x - 2)(x - 3) (2) 

Si se desarrollan los productos en (2) y se agrupan los terminos semejantes, se puede expresar P(x) en la forma 
mas convencional (verifique esto) 

P(x) = 3X 3 - 22X 2 + 47x - 27 

(A) Para comprobar estos calculos, evalue P(x) enx= 1, 2, 3 y 4 y compare los resultados con la tabla 1. 
Despues agregue la grafica de P(x) a la figura 1. 

(B) Escriba una descripcion de la forma especial de P(x) en (1). 

En general, dado un conjunto de n + 1 puntos: 


X 

*0 

*i 

• •• 1 


y 

yo 

y\ 


yn 


el polinomio de interpolation para estos puntos es el polinomio P{x) de grado menor que o igual a n que satis- 

faga P(x t ) = y k para k — 0, 1,..., n. La forma general del polinomio de interpolacion es 

P(x) = a Q + a t (x - x 0 ) + a 2 (x - x 0 )(x - x,) + • • • + a n (x - x 0 )(x - x } ) .(x - x n _,) 

(C) Resuma el procedimiento para usar los puntos en la tabla y encuentre los coeficientes en la forma general. 

(D) De un ejemplo para demostrar que el polinomio de interpolacion puede tener estrictamente un grado menor 
que n. 

(E) ^Podrian ser diferentes dos polinomios de grado menor que o igual a n cuya grafica pase por los n + 1 
puntos dados? Justifique su respuesta. 

(F) Encuentre el polinomio de interpolacion para las tablas 2 y 3. Compruebe sus respuestas evaluando el 
polinomio, e ilustrelas graficando los puntos en la tabla y el polinomio en los mismos ejes. 


TABLA 2 TABLA 3 


X 

-l 

0 

i 

2 

y 

5 

3 

3 

11 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

-3 

0 

5 

0 

-3 


^ Se puede usar un sorprendente programa corto en un dispositivo de graficacion para calcular los coeficientes 
en la forma general de un polinomio de interpolacion. La tabla 4 muestra este programa realizado en 
una calculadora grafica Texas Instruments y los resultados generados cuando se utiliza para encontrar los coefi¬ 
cientes del polinomio de interpolacion para la tabla 1 . 
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TABLA 4 Int 

de graficacion 


Programs INTERP Resultados 


L2—>L3 
dimL L3—>M 
For (1,2, M,1) 

For(J,M,I, -1) 

(L3 (J) -L3 (J—1) ) / (L1(J) —LKJ-I + l) )->L3 (J) 

End 

End 

Disp L3 


U,2,3,4}+I_i 

{1 2 3 4} 
Cl> 3>-3,1>-H_2 

Cl 3 -3 1> 

INTERP 

Cl 2 -4 3> 
Done 


(G) Si usted tiene una calculadora grdfica TI-85 o TI-86, teclee el programs INTERP en su calculadora exacta- 
mente como se muestra en la tabla 4. Para usar este programs, introduzca los valores de x en LI y los valores 
correspondientesy en L2 (vease los resultados en la tabla 4) y despues corra el programa. Si cuenta con otro 
dispositivo de graficacion que pueda guardar y correr programas, consulte su manual y modifique las ins- 
trucciones en el programa INTERP, de manera que el programa funcione en su dispositivo de graficacidn. 
Use INTERP para comprobar sus respuestas del inciso (F). 


Repaso del capftulo 3 


En este capitulo, a menos que se indique otra cosa, los 
coeficientes de la funcidn polinomial de n esimo grado P(x) 
= ax" + a n _ l x"~ l + • • • + a f x + a 0 son numeros complejos y 
el dominio es el conjunto de numeros complejos. Se dice que 
el numero r es una raiz de la funcidn P, o una rai'z del 
polinomio P(x), o una solucidn o raiz de la ecuacidn P(x) = 
0, si P(r) = 0. Si los coeficientes de P{x) son numeros reales, 
entonces las intersecciones con el eje x de la grafica de y = 
P(x) son raices reales de P y P(x) y soluciones o raices reales 
para la ecuacion P(x) = 0. 

3 1 FUNCIONES POLINOMIALES Y GRAFICAS 

La division sintetica es un metodo eficiente para dividir 
polinomios entre terminos lineales de la forma x — r que es 
muy adecuada para usarse en calculadora. 

Sea P(x) un polinomio de grado mayor que 0 y sea r un 
numero real. Entonces se tienen los siguientes teoremas 
importantes: 

Algoritmo de division. P(x) = (x — r)Q{x) + R, dondex — res 
el divisor; Q{x), un polinomio unico de grado 1 menor que 
P(x), es el cociente; y J?, un unico numero real, es el residuo. 

Teorema del residuo. P(r) = R. 

El comportamiento del lado izquierdo y derecho de un 
polinomio de n esimo grado P(x) con coeficientes reales se 
determina por su grado mas grande o termino principal. 
Conforme x —» ± 30 , ax" y P(x) tienden a ± <», dependiendo 


de n y del signo de a n . Un punto de retorno en una grafica 
continua es un punto que separa una parte creciente de una 
decreciente. Las propiedades importantes de las grdficas son: 

1. P es continua para todos los numeros reales. 

2. La grafica de P es una curva suave. 

3. La grafica de P tiene a lo mas n intersecciones con el eje x. 

4. P tiene a lo mas n — 1 puntos de retorno. 

3-2 DETERMINACION DE RAICES RACtONALES 
DE POLINOMIOS 

Si P(x) es un polinomio de grado n > 0, entonces se tienen los 
siguientes teoremas importantes: 

Teorema de factorizacion. El numero r es una raiz de P{x) si 
y solo si (x — r) es un factor de P(x). 

Teorema fundamental del dlgebra. P(x) tiene al menos una 

raiz. 

Teorema de n raices. P(x) se puede expresar como un producto 
de n factores lineales y tiene n raices, no necesariamente 
diferentes. 

Si P(x) se represents como el producto de factores lineales 
y x — r ocurre m veces, entonces r se denomina raiz de 
multiplicidad m. 

Teorema de las raices imaginarias. Si P(x) tiene coeficientes 
reales, entonces las raices imaginarias de P(x), si existen, 
deben ocurrir en pares conjugados. 
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Raices reales y polinomios de grado impar. Si P(x) tiene 
coeficientcs reales y es de grado impar, entonces P(x) 
siempre tienc al menos una raiz real. 

Teorema de raices racionales. Si cl numero racional b/c, 
totalmcnte simplificado, es una raiz del polinomio 

P(. x) = a„x" + a„. ,x"~ ' + ... + a,x + a u , 

a n ^ 0 con coeficientcs enteros. entonces b dcbc ser un factor 
entero de a,, y c debc scr un factor entero de a . 

0 J n 


Estrategia para encontrar rakes racionales 

Suponga que P(x) es un polinomio con coeficientes en¬ 
teros y es de grado mayor que 2. 

Enumcre las raices racionales posibles de P(x) 
mediante el teorema de raices racionales (teo¬ 
rema 6). 

Construya una tabla de division sintetica. Si 
se determina una raiz racional, detengase y 
escriba 

P(x) = (x - r)Q(x) 

e inmediatamente proceda a encontrar las 
raices racionales para Q(x), el polinomio 
reducido respecto a P{x). Si el grado de 
q(x) es mayor que 2, regrese al paso 1 usando 
Q(x) en lugar de P(x). Si Q(x) es cuadratica, 
encuentre todas sus raices usando metodos 
estandar para resolver ecuaciones cuadrati- 
cas. 



Los teoremas siguientes son herramientas utiles para localizar 
las raices reales de un polinomio con coeficientcs rcales. Una 
vcz localizadas, se pucdc usar un dispositivo de graficacion 
para aproximar las raices. 

Teorema de localization. Si/es continua en un intervalo I, a 
y b son dos numeros en I, y/(«) y f(b) son de signo opuesto, 
entonces hay al menos una interseccion con el eje x entre a 
yb. 

Limites superior e inferior de raices reales. Si a n > 0 y P(x) 
se divide entre ,v — r usando division sintetica. 

1. Si r > 0 y todos los numeros en el renglon cociente de la 
division sintetica, incluyendo el residue, son no negativos, 
entonces r es mayor que o igual a la raiz mas grande de 
P(x) y se le conocc como limite superior dc las raices 
reales de P(x). 

2. Si r < 0 y todos los numeros en el renglon cociente de la 
division sintetica, incluyendo el residuo, alternan en signo, 
entonces r es mcnor que o igual a la raiz mas pequena de 


P(x) y se denomina limite inferior de las raices reales de 
P(x). 


Una funcion de la forma/(x) = n(x)/d(x ), donde n(x) y d(x) son 
polinomios, es una funcidn racional. La recta .r = a es una 
asintota vertical para lagrafica de v = /(x) si f(x) of(x) 

—> —oo conforme x — > a' o x —> o'. Si d(a) = 0 y n(a) 0, 
entonces la recta.v = a es una asintota vertical. La rectay — b es 
una asintota horizontal para la grafica de v = f(x) si/(x) —> b 
conformedox—> — oc. Larectay = mx + b es una asintota 
oblicua si [f (x) - (mx + ft)] -»0 conforme x * o x -> - x. 

Sea 


f(x) = 


<>n,X m + 

ft„x" + 


+ a,x + a 0 
+ ft,x + ft 0 ’ 


a m , ft,, * 0 


El comportamiento de la grafica de / conforme x-t#ox-» 
—oo sc determina por la relacion de los terminos principales 
del numerador y del denominador, a x"'fb xL 

J 9 m n 

1. Si m < n, entonces el eje x es una asintota horizontal. 

2. Si m = n, entonces la recta y = oJb n es una asintota 
horizontal. 

3. Si in > n, entonces no hay asintotas horizontales. 


Graficacion de una funcion racional: 
fix) = n(x)/d(x) 

Intersecciones. Encuentre las soluciones rea¬ 
les de la ecuacidn n(x) = 0 y uselas para dibu- 
jar cualquier interseccion con el eje x de la 
grafica de f. Evalue /fO), si existe, y dibuje la 
interseccion con el ejey. 

Asintotas verticales. Encuentre las solucio¬ 
nes reales de la ecuacion d(x) = 0 y uselas 
para determinar el dominio de f los puntos 
de discontinuidad y las asintotas verticales. 
Trace cualquier asintota vertical con lineas 
discontinuas. 

Cuadro de signos. Construya un cuadro de 
signos para/y uselo para determinar el com¬ 
portamiento de la grafica cerca de cada asin¬ 
tota vertical. 


Asintotas horizontales. Determine si existe 
una asintota horizontal y, si es asi, tr&cela 
como una recta discontinua. 

Termine el trazo. Termine el trazo de la grafi¬ 
ca dibujando puntos adicionales y unalos con 
una curva continua y suave en cada intervalo 
del dominio de f. (No cruce ninguno de los 
puntos de discontinuidad.) 
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3-5 FRACCIONES PARCIALES 

Una funcion racional P(x)/D(x) a menudo se puede dcscom- 
poner en una suma de funciones racionales mas simples deno- 
minadas fracciones parciales. Si el grado de P(x) es menor 
que el grado de D(x), entonces P(x),D(x) se denomina fraccion 
propia. Se ticncn los siguientes teoremas importantcs: 

Polinomios iguales. Dos polinomios son iguales, si y solo si 
los coeficientes de los terminos de grado semejantes son 
iguales. 

Teorenia de factorcs lineales y cuadriticos. Un polinomio 
con coeficientes reales se pucdc factorizar en un producto 
de factores lineales y o cuadraticos con coeficientes reales 
donde los factores lineales y cuadraticos son primos relativos 
de los numeros reales. 

Descomposicion de fracciones parciales. Cualquier fraccion 
propia P(x)/D(x) totalmente simplificada se puede descom- 
poncr cn la suma de fracciones parciales como sigue: 

1. Si D(x) tiene un factor lineal de la forma ax + h que no se 
repite, entonces la descomposicion de la fraccion parcial 
de P(x)/D(x) contienc un termino de la forma 

A 

- A es una constante. 

ax + b 


2. Si D(x) tiene un factor lineal k que se repite de la forma (ax 
4- b) k , entonces la descomposicion de la fraccion partial 
de P(x)/D(x) contienc k terminos de la forma 

A | Ai 

ax + b (ax + hf (ax + b) k 

A v A y ... ,A t constantes 

3. Si D(x) tiene un factor cuadratico, que no se repite, de la 
forma ax 2 + bx + c, que es prirno relativo de los numeros 
reales, entonces la descomposicion de la fraccion parcial 
de P(x)/D(x) contienc un termino de la forma 

Ax + B 

- A, B son constantes 

ax 2 + bx + c 

4. Si D(x) tiene un factor cuadratico k, que se repite, de la 
forma (ax 1 + bx + cf, donde ax 2 + bx + c es primo relativo 
de los numeros realcs, entonces la descomposicion fraccion 
parcial de P(x)/D(x) contiene k terminos de la forma 

A.x + B, A 2 x + B 2 A k x + B t 

. i ■ - 4" • 1 ■ 4 ~~““——— 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c)‘ (ox 2 + bx + c) k 

A v ...,A t , B v .. .,B k constantes 


Ejercicios de repaso del capitulo 3 


A1 trabajar con todos los problemas de este capitulo revise y 
compruebe las solitciones at final del libro. Ahi estem las res- 
puestas a todos los problemas de revision. Despues de cada 
respuesta esta un numero en tipo itdlico que indica la seccion 
de la cual se tomo el problema que se esta analizando. Si se 
le presentan dudas. repase la seccion correspondiente en el 
texto. 


A _ 

1. Use division sintctica para dividir P(x) m 2x 2 1 - 3.v 2 1 entre 

D(.v) = x + 2, y escriba la respuesta en la forma P(x) = 
D(x)0(x) - R. 

2. Si P(x) = x 5 - 4x 4 + 9x 2 8, encuentre P( 3) usando el 

teorema del residuo y la division sintetica. 

3. (.Cuales son las raices de P(x) = 3(.v - 2)(x + 4)(.v + 1)? 

4. Si P(x) x 1 2x + 2 y P(1 + /) = 0, encuentre otra raiz de 
P(x). 

Sea P(x) cl polinomio cuya grafica se muestra en la fi- 
gura. 

(A) Suponga que P(x) tiene raices enteras y coeficientc 
principal 1. encuentre la ecuacion con el grado mas 
bajo que pudiera producir esta grafica. 


(B) Describa el comportamiento a la izquierda y a la 
derecha de P(x). 


P(x) 



6. De acuerdo con el teorema de los limites superior e inferior, 
cuales de los numeros siguientes son los limites de las raices 
de P(x) = x- — 4x 2 + 2? 


- 2 ,- 1 , 3,4 

7. i,Como sabe listed que P(x) = lx 2 - 3x 2 + x - 5 tiene al 
menos una raiz real entre 1 y 2? 

8. Escriba las posibles raices racionales de P(x) = x 3 - 4x 2 + 
x + 6. 
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9. Encuentre las raices racionales de P(x) = x 3 - 4X 2 + x 4 6. 

10. Encuentre el dominio y la(s) interseccion(es) de x para: 

(A)/w = 7TT = 

11. Encuentre la aslntota vertical y horizontal para las funciones 
del problema 10. 

12. Descomponga en fracciones parciales: ————- 

(x- 3)(x + 2) 


(A) Encuentre el dominio e intersecciones para f 

(B) Encuentre las asintotas verticales y horizontales para 

f 

(C) Trace la grafica de/ Dibuje las asintotas verticales y 
horizontales con lineas discontinuas. 

—-j- -}- 4 

26. Descomponga en fracciones parciales:- 

x(x- 2) 2 

27. Descomponga en fracciones parciales: ——— —*—— 

2x 3 - 3x 2 + 3x 


B _ 

13. Sea P(x) = x 3 - 3x 2 - 3x + 4. 

Grafique P(x) y describa la grafica. incluyendo el 
numero de intersecciones en x, el numero de puntos 
de retomo y el comportamiento a la izquierda y a la 
dcrecha. 

(B) Use el metodo de biseccion para aproximar la intersec- 
cion mas grande con una cifira decimal. 

14. Si P(x) = 8X 4 - 14x 3 - 13x 2 - 4x + 7, encuentre Q(x) y R tal 
que P(x) = (x - \)Q(x) + R. ^Que es P(±)? 

15. Si P(x) = 4x 3 - 8x 2 - 3x - 3, encuentre P(-j) usando el 
teorema del residuo y la division sintetica. 

16. Use la fbrmula cuadratica y el teorema de factorizacion 
para factorizar P(x) = x 2 -lx- 1. 

17. iEs x + 1 un factor de P{x) = 9x 26 - 1 lx 17 + 8x u - 5x* - 7? 
Explique, sin dividir o usar la division sintetica. 

18. Determine todas las raices racionales de P(x) = 2x 3 - 3x 2 - 
18x- 8. 

19. Factorice el polinomio del problema 18 en factores lineales. 

20. Encuentre todas las raices racionales de P(x) = x 3 - 3x 2 
+ 5. 

21. Encuentre todas las raices (racionales, irracionales e ima- 
ginarias) dc manera exacta para P(x) = lx 4 -x 3 + 2x - 1. 

22. Factorice el polinomio del problema 21 en factores lineales. 

23. Resuelva 2x 3 + 3x 2 < 1 lx + 6. Escriba la respuesta en 
notacion de desigualdad y de intervalo. 

24. Sea P(x) = x i -2x } - 30X 2 - 25. 

(A) Encuentre los enteros positivos mas pequenos y los 
enteros negativos mas grandes que, por el teore¬ 
ma 2 en la seccion 4-3, sean los Kmites superior e 
inferior, respectivamente, para todas las raices reales 
de P(x). 

(B) Use el metodo de biseccion para aproximar la raiz 
real mas grande de P(x) con dos cifras decimales. 

(C) Use un dispositivo de graficacion para aproximar las 
raices reales de P{x) a dos cifras decimales. 

25. Sea/(x) = ——— 

2x + 2 


c_ 

28. Use la division sintetica para dividir P(x) = x 3 + 3x + 2 
entre [x - (1 + /)], y escriba la respuesta en la forma P(x) = 
D(x)Q(x) + R. 

29. Encuentre el polinomio de menor grado con coeficiente 
principal 1 que tenga raices — \ (multiplicidad 2), -3, y 1 
(multiplicidad 3). (Escriba la respuesta en forma factori- 
zada.) ^Cual es el grado del polinomio? 

30. Repita el problema 29 para un polinomio P(x) con raices 
-5,2 - 3/y 2 + 3/. 

31. Encuentre todas las raices (racionales, irracionales e 
imaginarias) de manera exacta para P(x) = 2x 5 - 5x* - 8x- 3 
+ 2 lx 2 - 4. 

32. Factorice el polinomio del problema 31 en factores lineales. 

33. Resuelva 

4X 2 + 4x - 3 

—:-:-& 0 

2x^ + 3X 2 — 1 lx - 6 

Escriba la respuesta en notacion de desigualdad y de 
intervalo. 

j;,Cual es el grado minimo de un polinomio P(x), dado que 
P(— 1) = -4, P(0) = 2, P(l) = -5 y P(2) = 3? Justifique 
su conclusion. 

Si P(x) es un polinomio ciibico con coeficientes enteros y 
si 1 + 2 1 es una raiz de P(x), ^puede P{x) tener una raiz 
irracional? Explique. 

Las soluciones de la ecuacion x 3 — 27 = 0 son las raices 
cubicas de 27. 

(A) ^Cuantas son las raices cubicas de 27? 

(B) 3 es obviamente la raiz cubica de 27; encuentre las 
demas. 

37. Sea P(x) = x 4 + 2x 3 - 500x 2 - 4 000. 

(A) Encuentre el entero positivo mas pequeno en multiplos 
de 10 y el entero negativo mas grande en multiplos de 
10 que, por el teorema 2 de la seccion 4-3, sean los 
limites superior e inferior, respectivamente, para todas 
las raices reales de P(x). 

(B) Aproxime las raices reales de P(x) con dos cifras 
decimales. 
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38. Grafique 

™ , ±±*±± 


Indique cualquier asintota vertical, horizontal u oblicua con 
lineas discontinuas. 

39. Use un dispositivo de graficacion para encontrar cualquier 
asintota horizontal en 

^ ~ Vx* + 3ar + 4 

40. Descomponga en fracciones parciales: 

5x? + 2x + 9 
x* - 3x? + x 1 - 3x 


42. Construction. Se construye un silo para granos uniendo 
un hemisferio a la parte superior de un cilindro circular 
recto (vease figura). Si el cilindro tiene 18 pies de altura y 
el volumen del silo es de 486n pies cubicos, encuentre el 
radio comun del cilindro y del hemisferio. 



18 pies 


APUCACIONES 

Exprese las soluciones de cada problema como las raices de 
una ecuacidn polinomial de la forma P(x) = 0. Encuentre las 
soluciones racionales de manera exacta y las soluciones 
irracionales aproximadas con una cifra decimal. Use un dis¬ 
positivo de graficacion o el metodo de biseccion solo si es ne- 
cesario. 

41. Arquitectura. Se forma una entrada colocando una puerta 
rectangular dentro de un arco en forma de parabola con la 
graficay = 16 — x 2 , x y y en pies (vease figura). Si el area 
de la puerta es de 48 pies cuadrados, encuentre sus dimen- 
siones. 



43. Manufactura. Se va a formar una caja con una pieza de 
carton que mide 15 por 20 pulgadas. En cada esquina se 
van a cortar cuadrados, de x pulgadas de lado, y despues se 
van a doblar los extremos y lados hacia arriba (vease 
figura). Encuentre el valor de x que deberia resultar en una 
caja con un volumen de 300 pulgadas cubicas. 


-20 pulg. 




44. Geometria. Encuentre todos los puntos en la grafica y — 
x 2 que esten a 3 unidades del punto (1,4). 


x 
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Funciones exponenciales y logaritmicas 


La mayorfa de las funciones que se ha considerado hasta ahora han sido 
funciones polinomiales y racionales, y algunas que implican las raices o 
potencias de este mismo tipo de funciones. La clase general de funciones 
definidas por medio de operaciones algebraicas como la suma, resta, multi¬ 
plication, division, potencias y raices coivVariables y constantes se llaman 
funciones algebraicas. 

J 

En este capitulo se definiraivy estudiaran las propiedades de dos nuevos 
tipos importantes de funciones, las exponenciales y las logaritmicas. Estas 
funciones no son algebraicas, pero forman parte de otra clase de funciones, 
las trascendentales. Las funciones exponenciales y logaritmicas se utilizan 
en la descripcion v solution de una.amplK^ variedad de problemas de la 
vida cotidiana, incluyendo el crecimiento de poblaciones, animales y bacte- 
rias; el decaimiento radiactivo; el incremento del dinero con intereses com- 
puestos; la absorcidn de la luz al atravesar el aire, agua o vidrio, y las 
magnitudes del sonido y de los terremotos. Ademas de las aplicaciones en 
estas areas se consideran muchas otras en las siguientes secciones. 


SECCION 



Funciones exponenciales 



Funciones exponenciales 

Graficas de funciones exponenciales basicas 

Otras propiedades exponenciales 

Aplicaciones 


En esta seccion se definiran las funciones exponenciales, algunas de sus propiedades, 
incluyendo sus graficas, y se consideraran sus numerosas e importantes aplicaciones. 


■ Funciones 
exponenciales 


Se empezara por observar que las funciones/ y g dadas por 

f(x) = 2* y g(x) = x 2 


no son la misma funcion. En la primera se tiene una base constante elevada a una 
variable, y en la segunda se tiene una variable elevada a un exponente constante, entre 
las cuales, como es evidente, hay una gran diferencia. La funcion g es una funcion 
cuadratica que ya fue analizada, la funcion f es un nuevo tipo de funcion llamada fun- 
cion exponencial. 

Si se le preguntara a varios estudiantes como graficarian una funcion exponencial 
como f(x)= 2 r , no vacilarian en hacerlo. Lo mas probable es que harian una tabla asig- 
nando valores enteros a x, despues graficarian los puntos resultantes y al final unirian 
estos puntos con una curva suave, como se muestra en la figura 1. 
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IRA 1 


fix) = 2 X . 


Y 



X 

fix) 

-3 

i 

-2 

1 

4 

-1 

1 

2 

0 

1 

1 

2 

2 

4 

3 

8 


La unica trampa es que 2 X no se definio para todos 'os numeros reales-x. Se^abe lo 
que significa 2 s , 2 -3 , 2 2/3 , 2~ 3/s , 2' 4 y 2' 315 porque 2” se definio para cualquier numero 
p racional, pero ^que significa? 


/ ^ 

Por el momento la pregunta no es facil de contestar. De hecho, para llegar a una defini¬ 
tion precisa de 2 v2 solo se obtendra en cursos mas avanzados, en donde se pueda mos- 
trar que, si b es un numero real positivo y x cualquier numero real, entonces 

if 

se refiere a un numero real, y la grafica de/(x) = 2 v es como se indica en la figura 1. Se 
puede mostrar tambien que para alguna x irracional. If se puede aproximar tanto como 
se desee usando aproximaciones a los numeros racionales para x. Puesto que V2 = 
1.414213. . ., por ejemplo, la sucesion 

21.4 2 141 2 1414 

aproxima 2 V \ y cuando se usan mas decimales mejora la aproximacion. 


DEFINICION 1 

La funcion exponencial 


La ecuacion 


fix') — bf b > 0, b * 1 

| 

define una funcion exponencial para cada b constante diferente, llamada base. 

La variable independiente x puede asumir cualquier valor real. 


Asi, el dominio de /es el conjunto de todos los numeros reales positivos, se puede 
mostrar que el rango de / es e! conjunto de todos los numeros reales positivos. Se 
requiere que la base b sea positiva para evitar numeros imaginarios tales como (—2)' : . 
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Propiedades de la funcion exponencial 


Para ay b positivos, a <£■ \,b & l yxyy reales: 


Leyes de los exponentes; 


a' = a v si y s6lo si x = 
Para x # 0, entonces o' 


Uso de las propiedades de la funcion exponencial 


Solucion Exprese ambos lados en terminos de la misma base, y use la propiedad 2 para iguala' 
los exponentes. 


Exprese 4 y 8 como potencias de 2 


Propiedad 2 


Comprobacion 


Problem* sele 


Se consideraran ahora tres aplicaciones de las funciones exponenciales: crecimiento 
demografico, decaimiento radiactivo e interes compuesto. El crecimiento demografico 
y el interes compuesto son ejemplos de crecimiento exponencial, mientras que el decai¬ 
miento radiactivo es un ejemplo del crecimiento exponencial negativo. 

Nuestro primer ejemplo implica el crecimiento de poblaciones, de personas, ani- 
males, insectos y bacterias. Las poblaciones tienden a crecer exponencialmente y a 
tasas diferentes. Una manera conveniente y facil de entender la medida de la tasa de 
crecimiento es el tiempo de duplicacion (este es el tiempo que le toma a una poblacion 
duplicarse). En periodos cortos, se usa a menudo el modelo de crecimiento del tiempo 
de duplicacion para modelar al crecimiento demografico: 
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donde P = poblacion en el tiempo t 

P Q = poblacion en el tiempo t = 0 
d = tiempo de duplicacion 

Observe que cuando t = d, 

P = P 0 2 d/d = P 0 2 

y la poblacion es el doble de la original, como se espera. Se usara este modelo para 
resolver un problema de crecimiento demografico en el ejemplo 3. 


Crecimiento demografico 

Mexico tiene una poblacion aproximada de 100 millones de personas, y se estima que 
habra aumentado al doble en 21 anos. Si sigue creciendo a la misma tasa, ^cual sera la 
poblacion: 

(A) en 15 anos a partir de ahora? (B) en 30 anos a partir de ahora? 


Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 


Soluciones Se usa el modelo de crecimiento del tiempo de duplicacion 


P (millones) 



FIG UR A 4 P = 100(2' 2 '). 


P = P£ m 

Sustituyendo P Q = 100 y d = 21, se obtiene 

P — 100(2" 21 ) Vease figura 4. 

(A) Encuentre P cuando t ~ 15 anos: 

0 P= 100(2 15 ' 21 ) 

= 164 millones de personas Use calculadora. 

(B) Encuentre P cuando t = 30 anos: 


P = 100(2 3ft/21 ) 

P = 269 millones de personas Use calculadora 


La bacteria Escherichia coli ( E. coli) se encuentra naturalmente en los intestinos de 
muchos mamiferos. En un experimento de laboratorio, se encuentra que el tiempo de 
duplicacion para la E. coli es de 25 minutos. Si el experimento comienza con una po¬ 
blacion de 1 000 E. coli y no hay ningun cambio en el tiempo de duplicacion, ^cuantas 
bacterias estaran presentes: 

(A) en 10 minutos? (B) en 5 horas? 

Escriba sus respuestas con tres digitos significativos. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 Con el modelo de crecimiento del tiempo de duplication no se esperan resultados 

exactos para periodos largos. Segun el modelo de crecimiento del tiempo de dupli¬ 
cation del ejemplo 3, ^cual era la poblacion de Mexico durante el auge de la civili¬ 
zation azteca; es decir, hace 500 afios? ^,Cual sera la poblacion de Mexico en 200 
afios? Explique por que estos resultados no son realistas. Analice el resultado para 
encontrar los factores de la poblacion que no se han tornado en cuenta en el modelo 
de crecimiento del tiempo de duplication. 


La segunda aplicacion implica el decaimiento radiactivo, al que a menudo se hace 
referencia como crecimiento negativo. Los materiales radiactivos se usan extensamen- 
te en diagnostics y en terapias medicas, como fuentes de potencia en satelites y como 
fuentes de potencia en muchos paises. Si comenzamos con una cantidad A Q de un cierto 
isotopo radiactivo, la cantidad decaera exponencialmente en el tiempo. La tasa de de¬ 
caimiento varia de isotopo a isotopo. Una medida conveniente y facil de entender de la 
tasa de decaimiento es la vida media del isotopo (es decir, el tiempo que le toma decaer 
a la mitad de cierta materia). En esta section se usara el siguiente modelo de decai¬ 
miento de vida media: 

O' 

■ n' 

donde A = Cantidad al tiempo t 

A v = Cantidad al tiempo t = 0 
h = Vida media 

Observe que cuando t = It, 

4 = Ao 2-*» = Ao 2~' = ^ 

y la cantidad dC isotopo es la mitad de la original, como se espera. 



EjEMP Decaimiento radiactivo 

El isotopo radiactivo del galio 67( 67 Ga) usado en el diagnostico de tumores malignos, 
tiene una vida media de 46.5 horas. Si se empieza con 100 miligramos dd isotopo, 
t.cuantos miligramos quedaran despues de: 

(A) 24 horas? (B) una semana? 

Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 

Soluciones Se usa el modelo de decaimiento de vida media: 

A = = A 0 2-"" 

Tomando A g = 100 y h = 46.5, se obtiene 

A = 100(2~" 46 - : ') Vease fiqura 5 
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100 200 
Horas 

• : K A- 100(2 rtl!S ). 


(A) Encuentre A cuando t = 24 horas: 

A = 100(2 _24 46S ) 

= 69.9 miligramos Use calculadora. 

(B) EncuentreA cuando t - 168 horas (una semana = 168 horas): 

A = 100(2- 168 46 5 ) 

= 8.17 miligramos Use calculadora. 


El oro radiactivo 198( l9S Au) que se usa en las radiografias del higado tiene una vida 
media de 2.67 dias. Si se empieza con 50 miligramos del isotopo, ^cuantos miligramos 
quedaran despues de: 

(A) ^ dla? (B) una semana? 

Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 


La tercera aplicacion es en la ganancia de dinero por interes compuesto. Este tema 
le importa a la mayoria de las personas y es fundamental para la materia de matemati- 
cas financieras. 

Al redito que se paga por usar dinero de otra persona se le llama interes. Este por 
lo general se calcula como un porcentaje llamado tasa de interes de un capital en un 
periodo dado. Si al final del periodo de pago el interes obtenido se invierte nuevamente 
a la misma tasa, entonces, tanto el interes ganado como el capital, ganaran intereses 
durante el siguiente periodo de pago. El interes pagado al interes reinvertido se llama 
interes compuesto. 

Suponga que se depositan S1 000 en una cuenta de ahorros y prestamos que paga 
el 8 % de interes compuesto semestralmente. ^Cuanto dinero tendra ahorrado y cuanto 
debera despues de 2 anos? Los intereses compuestos semestralmente son los intereses 
que se depositan en su cuenta despues de un periodo semestral y que volveran a ganar 
intereses. La tasa de interns por periodo es la anual, 8 % = 0.08, dividido entre el 
numero de periodos compuestos por ano. Si A v A v A } y A 4 representan las nuevas can- 
tidades que se deben al final del primero, segundo, tercero y cuarto periodos, respecti- 
vamente, entonces • 

/ 0.08 \ 

A! = $1 000 + SI 0001 — 1 

= $1 000(1 + 0.04) 

A z = A,(l + 0.04) 

= [$1 000(1 + 0.04)](1 + 0.04) 

= SI 000(1 + 0.04) 2 p ( 1+ nj 

A, = A 2 (l + 0.04) 

= [$1 000(1 + 0.04) 2 ](1 + 0.04) 

= si oood + 0.04) 3 p ( 1 + .;)' 
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A a = /lj(l + 0.04) 

= [$1 000(1 + 0.04) 3 ](1 + 0.04) 

= SI 000(1 + 0.04) 4 p('i + 

^Cuanto cree que serian los ahorros y prestamos que debera despues de 6 anos? Si 
se supone 

A = $1 000(1 + 0.04) 12 

se observa un patron que esta generalizado en la siguiente formula de interes compues- 
to: 



Como el capital P representa la cantidad inicial de la cuenta y A representa la 
cantidad / afios despues, tambien se le llama P al valor actual de la cuenta y A al valor 
futuro de la cuenta. 


EJEMPLO 5 Interes compuesto 

Si se depositan $5 000 en una cuenta que paga el 9% de interes compuesto diariamente, 
^cuanto tendra en su cuenta en 5 anos? Aproxime su respuesta al centesimo mas cer- 
cano. 


Solueion Se usa la formula del interes compuesto como se muestra: 

A (d6lares) 



Anos 

como se muestra en la figura 6. 
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Si se invierten $1 000 en una cuenta que paga el 10% de interes compuesto mensual- 
mente, ^cuanto habra en la cuenta despues de 10 anos? Aproxime su respuesta al cente- 
simo mas cercano. 


Visualization de inversiones con un dispositivo de graficacion 

Use un dispositivo de graficacion para comparar el crecimiento de una inversion de 
$ 1 000 al 10% de interes compuesto mensualmente con una inversion de S2 000 al 5% 
de interes compuesto mensualmente. ^Cuando tendran las dos inversiones el mismo 
valor? 


Solucion 

sooo 


;: 



Tnlerseccitin 


H5<3.qqq5Bi waumsi 


Se usa la formula de interes compuesto para expresar el valor futuro y, de la primera 
inversion pory, = 1 000(1 + 0.10/12) 12 *, y el valor futuro y 2 3 4 5 6 de la segunda inversion 
pory. = 2 000(1 + 0.05/1 2) >2x , donde x es el tiempo en anos. Se grafican ambas fun¬ 
ciones y se utiliza la rutina de intersection de un dispositivo de graficacion para con- 
cluir que las inversiones tienen el mismo valor cuando x * 14 anos como se muestra en 
la figura 7. Despues de ese tiempo la inversion de $1 000 tendra un valor mayor. 


FIGURA 7 - 

Use un dispositivo de graficacion para determinar si una inversion de $5 000 al 6% de 
interes compuesto trimestralmente tiene el mismo valor que una inversion de $4 000 al 
10% de interes compuesto diariamente. 


Respuestas a los problemas seleccionados 



2. x = -1 

3. (A) 1 320 (B) 4 100 000 = 4.10 X 10'’ 

4. (A) 43.9 mg (B) 8.12 mg 

5. $2 707.04 

6. 5 anos, 6 meses 
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EJERCICIO 

A _ 


4-1 


En los problemas del 1 al 10 construya una tabla para valores 
enteros de x sobre el intervalo indicado y grafique la funcion. 

2. y = 5'; [-2, 2] 

4. y ~ ( 3 ) x = 5 [-2, 2] 

6. fix) = — 5 X ; [-2, 2] 


v = 3': [-3, 3] 

= ( i r = 3-x. [_ 3i 3] 

5. g(x) = -3-‘; [-3,3] 


los problemas del 41 al 46, use una calculadora y calcule 
sus respuestas con cuatro digitos signiftcativos. 


41. 5 V ’ 

42. 

3 -'* 

43. it 3 * 

44. iT'* 


2 71 + 2-” 

3" - 

45. 

46. - 


c _ 


7. h(x) = 5(3'); [-3, 3] 8. /( x) = 4(5'); [-2, 2] 

9. y = 3" 43 - 5; [-6, 0] 10. >■ = 5*~ 2 + 4; [-4, 0] 


En los problemas del II a116, simplifique. 






16. (2*3>y 


En los problemas del 47 al 50, simplifique 

87. (6' + 6-*)(6* - 6~ x ) 48. (3 X - 3-')(3" + 3 ') 

49. (6" + 6 -*) 2 - (6* - 6~ x ) 2 50. (3‘ - 3~') 2 + (3' + 3"") 2 

Grafique cada funcion de los problemas del 51 al 54 constru- 
yendo una tabla de valores. 

Compruebe los problemas del 51 al 54 con an dispositivo de 
graficacion. 


B 


51. mix) = x(3“") 


52. hlx) = x(2 x ) 


En los problemas del 17 al 28 despeje x. 


5 3x = S 4 '-- 
.-¥f. T = 7 2,+3 
21. (I - x) 5 = (2x — l) 3 
2" = 4' +1 
25X25 X * 1 = 125 2 * 

27. If = 3 3 "-‘ 


iX. 10 3 3 " = 10 5 '- 6 
20. 4 5 "-" 1 = 4“ 6 
flf9 = lx + 2) 3 
24: 9"- 1 = 3" 

26. 100’- 1 = 1 000 11 
28. 4"’ = 2 X+3 


Encucntre todos los numeros reales a talcs que a 2 = a' 2 . 
Explique por que csto no viola la segunda propiedadde las 
funciones exponenciales del cuadro de la pagina 358. 

Encuentre todos los numeros reales a y b tales que a b, 
pero a 4 = b 4 . Explique por que esto no viola la tercera 
propicdad de las funciones exponenciales del cuadro de la 
pagina 358. 


Grajique cada funcion de los problemas del 31 al 40 constru- 
yendo una tabla de valores. 


<3? Compruebe los problemas del 31 a! 40 con un dispositivo de 
graficacion. 

31. Git) = 3" 100 32. fit ) = 2" 10 33. y = 11(3 " /2 ) 

34. y = 7(2' 2 *) 35. glx) = 2~ M 36. fix) = 2 M 

37. y = 1 000(1.08)' 38. y = 100(1.03)" 

39. y = 2~*’ 40. y = 3~ x; 


53. fix) = 


2 X + 2 ~* 
2 


54. glx) = 


3* + 3 ~ * 
2 


En los problemas del 55 al 58: 

(A) Aproxime las raices reales de cada funcion con dos 
cifras decimales. 

(B) Investigue la conducta de cada funcion cuandox —> ~J~- 

y x —> y encuentre alguna aslntota horizontal. 

55. fix ) = 3' - 5 56. fix ) = 4 + 2"' 

57. /(x) = 1 + x + 10* 58. fix ) = 8 - x 2 + 2~ x 


APLICACIONES 

59. Juego. Una persona apuesta en la ruleta al rojo y al negro 
usando la estrategia Martingale. Es decir, coloca una 
apuesta de $2 al rojo, y la duplica una y otra vez hasta que 
gana. Entonces repitc cl proceso. Si el negro ocurre n veces 
en una fila, entonces L — 2" dolares perdidos en la n-csima 
apuesta. Grafique esta funcion para 1 < n < 10. Aunque la 
funcion esta definida solo para numeros positivos, los 
puntos en cste tipo de grafica usualmente se unen con una 
curva suave como una ayuda visual. 

60. Crecimiento bacteriano. Si una colonia de bacterias se 
duplica cada media hora, escriba una ecuacion que de el 
numero dc bacterias N de la colonia despues de t horas, 
suponga que la colonia tiene 100 bacterias en el inicio. 
Grafique la ecuacion para 0 £ t < 5. 


* Observe por favor que es nccesario usar un dispositivo dc graficacion 
para rcalizar estos ejcrcicios. Es opcional comprobarlos con un dispo¬ 
sitivo de graficacion. 


61. Crecimiento demografico. Debido a su corto tiempo de 
vida y a su rapida reproduccion, la mosca de fruta Droso¬ 
phila se usa cn algunos estudios geneticos. Raymond Pearl, 
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de la Universidad Johns Hopkins, porejemplo, estudio 300 
generaciones sucesivas de descendientes de un solo par de 
moscas Drosophila. En un laboratorio, eon comida y 
espacio suficientes, el tiempo de duplicacion para cierta 
poblacion es de 2.4 dlas. Si se empieza con cinco moscas 
machos y cinco hembras, <,cuantas moscas se espera que 
habra en: 

(A) una semana? (B) dos semanas? 

62. Crecimiento demografico. Si Kcnia ticne una poblacion 
aproximada de 30 000 000 de personas y el tiempo de 
duplicacion es de 19 anos, y si el crecimiento continua a la 
misma tasa, encuentre el numero de personas que habra 
en: 

(A) 10 anos. (B) 30 anos. 

Calcule sus repuestas con dos digitos significativos. 

63. Insccticidas. El uso del DDT esta prohibido en muchos 
paises debido a que sus efectos adversos duran mucho 
tiempo. Suponicndo que la vida media del DDT es de 12 
anos, y un granjero usa 25 libras, ^despues de cuanto tiempo 
permanecera aun activo 

(A) 5 anos? (B) 20 anos? 

Calcule sus repuestas con dos digitos significativos. 

64. Trazas radiactivas. El isotopo radiactivo del tecnecio 
99m( 99n 'Tc) se usa en las imagenes del cerebro. Este isotopo 
tiene una vida media de seis horas. Si se usan 12 
miligramos, ^cuantos quedaran despues de: 

(A) 3 horas? (B) 24 horas? 

Calcule sus repuestas con tres digitos significativos. 


65. Finanzas. Suponga que se invierten $4 000 en una cuenta 
al 11% de interes compuesto semanalmente. ^Cuanto 
dinero habra en la cuenta en: 

(A) j ano? (B) 10 anos? 

Calcule sus respuestas al centesimo mas cercano. 

66 . Finanzas. Suponga que se invierten $2 500 en una cuenta 
al 7% de interes compuesto trimestralmente. ^Cuanto 
dinero habra en la cuenta en: 

(A) ? ano? (B) 15 anos? 

Calcule sus respuestas al centesimo mas cercano. 

* 67. Finanzas. Una pareja acaba de tener un bebe. Cuanto 

tendran que invertir ahora al 8.25% de interes compuesto 
diariamente, con el fin de tener dentro de 17 anos $40 000 
para la educacion del nirio? Aproxime su repuesta al dolar 
mas proximo. 

* 68. Finanzas. Una persona desea reunir $15 000 en efectivo 

para comprarse un carro dentro de cinco anos. ^.Cuanto 
debe tener en la cuenta si esta paga el 9.75% de interes 
compuesto semanalmente? Aproxime su respuesta al dolar 
mas cercano. 

* Finanzas. i,Una inversion de $10 000 al 8.9% de interes 
compuesto diariamente dara mayor rendimiento al final 
de un trimestre, que una inversion dc $10 000 al 9% de 
interes compuesto trimestralmente? Explique. 

Una cantidad de $5 000 se invierte al 13% de interes 
compuesto semestralmente. Suponga que una segunda 
inversion de $5 000 obtiene una tasa de interes r compuesto 
diariamente. <,Para que valores de r, aproximados al decimal 
mas cercano de un porcentaje, es mejor la segunda inversion 
que la primera? Analice. 


SECCION 


4-2 


La funcion exponencial de base e 



Funcion exponencial de base e 

Repaso de las aplicaciones de crecimiento y decaimiento 
Interes compuesto continue 

Una comparacion del fenomeno del crecimiento exponencial 


Hasta ahora el numero xc ha sido probablemente el nurnero irracional mas importante 
que se ha encontrado. En esta seccion se presentara otro numero irracional, e , que 
tambien es muy importante tanto para las matematicas como para sus aplicaciones. 


• Funcion 
exponencial 
de base e 


La siguiente expresion es importante en el estudio del calculo y, como se vera despues, 
tambien esta relacionada estrechamente con la formula del interes compuesto analiza- 
da en la seccion anterior: 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 (A) Calcule el valor de [1 + (1 lm)] m para m = 1,2, 3,4, 5. ^Estan aumentando o 

disminuyendo estos valores conforme aumenta ml 

(B) ^Cual es el entero positivo mis pequeno m tal que [1 4- (1 lm)] m es mayor que 
2.5? i,Es mayor que 2.7? ^Es mayor que 2.9? 


TABLA 1 

m 

-IS 

+ 

1 

2 

10 

2.59374 . . 

100 

2.70481 . . 

1 000 

2.71692 .. 

10 000 

2.71814 .. 

100 000 

2.71827.. 

1000 000 

2.71828.. 


Curiosamente, calculando el valor de la expresion para valores muy grandes de m 
(vease tabla 1), parece que [1 + (1 !m)] m tiende a un numero cercano a 2.7183. En un 
curso de calculo se muestra que cuando m aumenta sin Hmite, el valor de [1 + (1 lm)] m 
tiende a un numero irracional llamado e. Del mismo modo que un numero irracional 
como Jt y V2 que no tienen final, ni una representacion decimal repetitiva (vease sec- 
cion 1 -1), tampoco e tiene un final ni una representacion decimal repetitiva. Para 12 
cifras decimales, 


\ 2 e tl 

_l—)—|—|—|—|-1—► 

Vzr==T77 ; 8 281 8 28 459] - 2-101234 

Quien descubrio exactamente al numero e sigue siendo un tema de discusion. Se 
dice que fue el gran suizo matematico Leonhard Euler (1707-1783), quien calculo e 
con 23 cifras decimales usando [1 + (\im)] m . 

La constante e parece ser una base ideal para una funcion exponencial, ya que en 
calculo y algunas operaciones de matematicas avanzadas aparecen en su forma mas 
simple usando esta base. A esto se debe que, como en seguida se vera, se usa e extensa- 
mente en expresiones y formulas de modelos de fenomenos del mundo real. 


DEFINICION 1 Funcion exponencial de base e 

Para un numero real x, la ecuacion 


A*) = e* 


define a la funcion exponencial de base e. 


Funciones 
exponenciales de base e. 


La funcion exponencial de base e se usa con tanta frecuencia que a menudo se 
hace referencia a ella como la funcion exponencial. Las graficas de y = e' y y = e~ x se 
muestran en la figura 1. 


y 
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EXPLORACION V ANALISIS 2 Se uso un dispositivo de graficacion para graficar las funciones f(x) = 3 1 , g{x) = 2 1 

y h(x) = e x en la figura 2. ^Donde se intersectan las grdficas? ^Cual grafica esta 
entre las otras? ^Cual grafica esta sobre las otras cuando x > 0? ^Cuando x < 0? 
Analice el comportamiento de las tres funciones cuando x —» » y cuando x — > —o t. 



Graficacion de las funciones exponenciales 


Grafiquey = 4 — e xl2 . 

Solucion Utilice una calculadora para construir una tabla para valores enteros de x. Despues 
trace y una los puntos con una eurva suave (vease figura 3). 


FIGURA 3 y = 4-e^. 




T 


X 

y 

-4 

3.86 

-3 

3.78 

-2 

3.63 

-1 

3.39 

0 

3 

1 

2.35 

2 

1.28 

3 

-0.48 

4 

-3.39 


Observe que como x tiende a — *>, los valores de e 1 ' 2 tienden a 0 y los valores de 4—e*' 2 
tienden a 4. La recta y = 4 es una asintota horizontal de la grafica. 


Grafiquey = 2e?’ 2 - 5. 
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• Repaso de las 
aplicaciones de 
crecimiento y 
decaimiento 


EJEMPLO 2 


Soluciones 


Probiema seleccionado 2 


EJEMPLO 3 


La mayoria de los problemas de crecimiento y decaimiento exponencial se modelan 
usando funciones exponenciales de base e. Aqui se muestran dos aplicaciones y en el 
ejercicio 4-2 se muestran algunas otras. 


Medicina-Crecimiento bacteriano 

El colera es una enfermedad intestinal causada por la bacteria del colera que se multi¬ 
plica exponencialmente por la division de celulas modelada por 

N = N 0 e' im 


donde N es el numero de bacterias presentes despues de t horas y N u es el numero de 
bacterias presentes cuando t = 0. Si se empieza con una bacteria, 6 cuantas bacterias 
habra en: 


(A) 5 horas? (B) 12 horas? 

Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 

(A) Utilice N 0 = 1 y t = 5: 

N = N 0 e' 3861 

_ e I.386(5) 

= 1 020 

(B) Utilice A 0 = 1 y r = 12: 

N = N 0 e' 3861 

= g l.38602) 

= 16 700 000 


Grafique el modelo del crecimiento exponencial para la bacteria del colera sobre el 
intervalo indicado: 


N = e 1 - 386 ' 0 s ts5 


Calculo de fechas con el carbono 14 

El bombardeo de rayos-cosmicos de la atmosfera produce neutrones, los que al regresar 
reaccionan con el nitrogeno y producen carbono 14 radiactivo. El carbono 14 radiactivo 
penetra en los tejidos de todos los seres vivos a traves del dioxido de carbono, el cual es 
absorbido primero por las plantas. Mientras que la planta o el animal este vivo, el nivel 
de carbono 14 en el organismo se mantiene constante. Una vez que el organismo mue- 
re, el carbono 14 disminuye de acuerdo con la ecuacion. 

A = A „-OOOOI24r 
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donde A es la cantidad de carbono 14 presente despues de t anos y A 0 es la cantidad 
presente en el tiempo t = 0. Si 1 000 miligramos de carbono 14 estan presentes en un 
inicio, ^cuantos miligramos estaran presentes en: 

(A) 10 000 anos? (B) 50 000 anos? 

Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 

Soluciones Sustituyendo A n = 1 000 en la ecuacion de decaimiento, se tiene 

A = 1 OOOe- fl00fll24 ' Vease figura 4. 

(A) Encuentre A cuando t = 10 000: 

A = 1 000<?“° 000124(10 000) 

= 289 miligramos 

(B) Encuentre A cuando t = 50 000: 

A = 1 000*r° 000124(50 000) 

— 2.03 miligramos 

En los ejercicios 4-5 se dara mayor informacion acerca del calculo de fechas con carbo¬ 
no 14, ya que aqui se dara mayor importancia a encontrar t despues de haber obtenido 
informacion sobre A y A 0 . 


o 3 Con relation al ejemplo 3, ^cuantos miligramos de carbono 14 deben estar presentes en 
un inicio para tener 10 miligramos despues de 20 000 anos? Calcule sus respuestas con 
cuatro digitos significativos. 


La constante e aparece naturalmente en el estudio del interes compuesto. Regresando a 
la formula del interes compuesto analizada en la seccion 4-1, 

/ 'Y 

A = H 1 4 — I Interes compuesto 

V nf 

recuerde que P es el capital inicial invertido a una tasa anual r compuesta de n periodos 
en un aiio, y A es la cantidad en la cuenta despues de 1 anos. Suponga que P, r y t son 
constantes y n se incrementa sin limite. ^Aumentara la cantidad/1 sin limite o tendera a 
algun valor limitante? Se efectuara un experimento con calculadora antes de abordar el 
problema general. Si P = $100, r = 0.08 y t = 2 anos, entonces 
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La cantidad A se calculo para diversos valores de n en la tabla 2. Observe que la ganan- 
cia mas grande parece encontrarse entre el periodo anual y el semestral. En consecuen- 
cia, la ganancia disminuye conforme aumenta n. De hecho, parece que A tiende a 
aproximarse algo a $117.35 cuando n es muy grande. 


TABLA 2 


Frecuencia compuesta 

n 

^ io# K 08 ) 

Anualmente 

i 

$116.6400 

Semestralmente 

2 

116.9859 

Trimestralmentc 

4 

117.1659 

Semanalmente 

52 

117.3367 

Diariamente 

365 

117.3490 

Cada hora 

8 760 

117.3501 


1 '/ v + \ 

n a 9 ' ’ Tj - O 

loc L « 0 <^ ‘ ‘‘ 


( . 


11 n 


Lot-' ( ^ 'A 

->2) ' ^ 

40 ' 

b X 4 2_ 

^OCO - 

2.' ^ 

f. CP' ' 

Z r / 

X' 

40 c -2 

1 

(d 


Ahora se retomara el problema general para ver si se puede determinar que pasa 
con A = P[ 1 + ( rin)]"' cuando n aumenta sin limite. Una pequena manipulation 
algebraica de !a formula del interes compuesto proporcionara una respuesta y un resul- 
tado importante en matematicas financieras. 



* = 


/ 

A = P\\ 

\ 

/ 




1 \ C nJr)n 

— J 

n/r/ 


Cambio algebraico. 



7 i i 

m" 

= p 


1 


Sea m = n/r. 


La expresion dentro del corchete parece familiar. Recuerde de la primera parte de 
esta section que 


K! 


1 

1 tiende a e conforme m tiende a =* 


Puesto que r es constante, m = n/r tiende a conforme n tiende a <*. Asi, 

/ r 

3 I 1 + — 

V « 


/ r , 

P\\ H-tiende a Pe n conforme n tiende a * 


y se ha llegado a la formula del interes continuo compuesto, una formula importante 
muy usada en negocios, bancos y economia. 
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EJEMPLO 4 


Solucion 


Problema seleccionado 4 


• Una comparacion 
del fenomeno del 
crecimiento 
exponencial 


Formula del interes continuo compuesto 

Si el capital P se invierte a una tasa anual r compuesta continuamente, entonces la 
cantidad A en la cuenta en t anos esta dada por 

A = Pe" 

La tasa anual r esta expresada en fomaa decimal, 


Interes compuesto continuo 

Si se invierten SI00 a una tasa anual del 8% de interes compuesto continuamente, 
,;,que cantidad, aproximada al centesimo mas cercano, estara en la cuenta despues de 2 
anos? 


Use la formula del interes compuesto continuo para encontrar A cuando P = S100, r = 
0.08 yt = 2: 


A = Pe n 

= $ 100e <ao8,<2) 8% es equivalente a r - 0.08. 

= $117.35 

Compare este resultado con los valores calculados en la tabla 2. 


^Que cantidad tendra una cuenta despues de 5 anos si se invierten $ 100 a una tasa anual 
del 12% de interes compuesto anualmente? ^Trimestralmente? ^Continuamente? Aproxi- 
me sus respuestas al centesimo mas cercano. 


La formula del interes compuesto continuo se puede utilizar para modelar el crecimien¬ 
to demografico a corto plazo. Si se supone que la poblacion P crece continuamente a 
una tasa anual r, entonces la poblacion A despues de t anos esta dada por A = PeP. 


Las ecuaciones y graficas dadas en la tabla 3 comparan algunos modelos de crecimien¬ 
to muy usados. Estos se dividen basicamente en dos grupos: el crecimiento sin limite 
y el crecimiento limitado. Despues de cada ecuacion y grafica se indica una breve 
e incompleta lista de areas en las que se usan los modelos. Solo se senalo aquellos ca- 
sos que se ban desarrollado extensamente y en los que se quisiera profundizar en el 
futuro. 
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TABLA 3 Crecimiento y decaimiento exponenclal 


Descripcion Ecuacion Grafica Usos 


Crecimiento sin limite y = ce h 

c, k > 0 


Decaimiento cxponencial y = ce h 

c, k > 0 


Crecimiento limitado y = c(l - e - *') 

c, k > 0 


Crecimiento logistico 


M 

1 + ce~ kl 
c, k, M > 0 



Crecimiento de la poblacion a corto plazo 
(personas, bacterias, etcetera); crecimiento 
de dincro a un interes compuesto continuo. 


Decaimiento radiactivo; absorcion dc luz en 
agua, vidrio, etcetera; presion atmosfcrica. 


y 




Habilidades de aprendizaje, ultimas ventas: 
crecimiento de la compania; circuitos 
elcctricos. 


Crecimiento de la poblacion a largo plazo; 
epidemias; ventas de nuevos productos; 
crecimiento de una compania. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1 . Y 



X 

y 

-4 

- 4.73 

-3 

— 4.55 

-2 

- 4.26 

-1 

- 3.79 

0 

-3 

1 

- 1.7 

2 

0.44 

3 

3.96 


x 
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3. 119.4 mg 

4. AnualmenteSI76.23:trimestralmenteSI80.61;continua- 
mcnte: SI82.21 


EjERCICIO 4"2 

A _ 


19. Mix) = e** + e-* 2 


20. Cix) = 


e 1 + e~' 
2 


En los problemas del I al 6, construya una tabla para valores 
enteros de x sobre el intervalo indicado y grafique la funcion. 


21 . 


N = 


200 

1 + 3e~‘ 


22 . 


N = 


100 

1 + e- 


—' Compruebe los problemas 
graficacion. 

1. y = -«*; [-3, 3] 

3. y = 10e 02 *; [-5,5] 

5. fit) = 100e~ 01 '; [-5,5] 


del l al 6 con un dispositivo de 

2. y = [-3, 3] 

4. y = 100e° ljr ; [-5, 5] 

6. g(0= lOe-**; [-5, 5] 


En los problemas del 23 al 28, simplifique. 

„ 3x 2 e~ 2x ,, 5xV* - 4xV* 

*•- 7 - "• —?— 

25. {e x + e~') 2 + (e x — e~ x ) 2 

26. e x (e~ x + 1) — e~ x (e x + 1) 


En los problemas del 7 al 12, simplifique. 

7. e^e-^ 8. ie'f 9. {(ff 

f x e* "* ■'* 

10 . e-f 11 . — 12 . — 

(A) Explique cual es el error del razonamiento siguicnte 
acerca de la expresion [1 + (1 hn )]”’; Cuando m es 
muy grande, 1 + (1/m) tiende a 1. ya que 1/m tiende 
a 0 y 1 elevado a cualquicr potencia es 1, asi [ 1 + (1/ 
rn)] m tiende a 1. 

(B) i,Que numero es [1 + (1/m)]" 1 cuando m —> oc? i 

(A) Explique cual es el error en el siguiente razonamiento 
sobre la expresion [1 + (I/m)]": Si b > 1. entonces la 
funcion exponencial If —> ac conforme .v —> ■« y 1 + 
(1/m) es mas grande que 1, de manera quc [1 + (1/ 
m)]" 1 tiende a infinito conforme m 

(B) i,A que numero tiende [I + (1/m)]" cuando m *>? 


e x ie x — e *) + e x (e x + e~ x ) 

21 - 

„„ e x (e x + e~ x ) - (e x - e x )e x 

28. - 

En los problemas del 29 a! 32, resuelva cada ecuacion [Re- 
cuerde: e 1 0.] 

29. 2xe- x = 0 30. (x - 3)e x = 0 

31. x 2 e x - Sxe 1 = 0 32. 3xe~ x + x 2 e~ x = 0 


c 


Una de las funciones mas importantes en estadistica es la fun¬ 
cion de densidad normal de probabilidad 


fix) = 


1 i -ii-urme 

crV2ir 


B_:_ 

En los problemas del 15 al 22, grafique cada funcion constru- 
yendo una tabla de valores. 

Compruebe los problemas de! 15 al 22 con un dispositivo de 
graficacion. 

15. y = 2 + e x ~ 2 

17. y = «TW 


donde p es el promedio y o es la desviacion estdndar. La grd- 
fica de esta funcion es la curva en ' forma de campana " a la 
que se refieren los instructores cuando dicen estar ajustando a 
una curva. 

Grafique las funciones relacionadas que se dan en los proble¬ 
mas 33 y 34. 

* 


16. y = -3 + e 
18. y = e* 


33. fix) = e 
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35. Dada f(s) = (1 + .y)'\ s + 0: 

(A) Termine las tablas siguientes con cuatro cifras decima- 
les. 

(B) i A que tiende (1 + s) 1 " conforme s tiende a 0? 


8 

f(s) 

8 

f(») 

-0.5 

4.0000 

0.5 

2.2500 

-0.2 

3.0518 

0.2 

2.4883 

-0.1 


0.1 


-0.01 


0.01 


-0.001 


0.001 


-0.0001 


0.0001 



36. Remltase al problema 35. Grafique f(s) = (1 + s)' 1 para s 
en [-0.5, 0) U (0. 0.5], 

Losproblemas del 37 al 40 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. 

Es una prdctica comun en muchas aplicaciones de matemati- 
cas para aproximar apropiadamente a las funciones no poli- 
nomiales con los polinomios seleccionados. For ejemplo, los 
polinomios en los problemas del 37 al 40. llamadospolinomios 
de Taylor, se pueden usar para aproximar a la fund on expo- 
nencial fix) = e'. Para ilustrar en forma grafica esta aproxima- 
cion, grafiquefix) = e' en cada problema y al polinomio indicado 
en la misma ventana de vision, -4 <x £4 y~S £y £50. 

37. Pfx) = 1 + x + Jjt 2 

38. P 2 (;c) = 1 + x + i* 2 + Lx 3 

39. Pfx) = 1 + V + ^ + £x 4 

40. P,(x) = 1 + x 2 + gx 3 + ^x* + 

Investigue el comportamiento de las funciones f(x) = xie\ 
fix) = x 2 /e' ! y fix) = x 2 /e x conforme .t->»yr-> — oo, y 
encuentre alguna aslntota horizontal. Generalice a funciones 
de la forma,= x"/e' donde n es cualquier entero positivo. 

Investigue el comportamiento de las funcionesg,(x) = xe', 
g 2 (x) = x 2 e’ y g 3 (.v) = rV cuando x —> x y x —»—<*, y en¬ 
cuentre alguna asintota horizontal. Generalice a funciones 
de la forma g n (x) = x"e\ donde n es cualquier entero positivo. 

* * 

APLICACIONES ' ’ 

43. Crecimiento demografico. ^Si la poblacion mundial en 
la actualidad es de aproximadamente 6 mil millones de 
personas, y si la poblacion crece en forma continua a una 
tasa anual del 1.7%, ^cual sera la poblacion en 10 anos? 
Calcule la respuesta con dos digitos significativos. 

44. Crecimiento demografico. ^Si la poblacion actual de 
Mexico es de alrededor de 100 millones de personas, y si 
la poblacion crece continuamente a una tasa anual del 2.3%, 


i,cual sera su poblacion en 8 anos? Calcule la respuesta 
con dos digitos significativos. 

45. Crecimiento demografico. En 1996 la poblacion de Rusia 
era de 148 millones de personas, y la de Nigeria de 104 
millones. Si las poblaciones de Rusia y Nigeria crecen 
continuamente a tasas anuales de -0.62% y 3.0%, 
respectivamente, ^cuando tendra Nigeria una poblacion 
mayor que la de Rusia? 

^ 46. Crecimiento demografico. En 1996 la poblacion de Ale- 
mania era de 84 millones de personas y la de Egipto de 64 
millones. Si las poblaciones de Alcmania y Egipto crecen 
en forma continua a tasas anuales de —0.15% y 1.9%, 
respectivamente, ^cuando tendra Egipto una poblacion 
mayor a la de Alemania? 

47. Ciencia espacial. Los isotopos radiactivos, asi como las 
celdas solares, se utilizan para suministrar energia a ve- 
hiculos espaciales. Los isotopos pierden potencia gradual- 
mente debido al decaimiento radiactivo. En cierto vehiculo 
espacial la fuente de energia nuclear tenia una potencia de 
salida de P watts despues de t dias de uso, dada por 

P = 75e“ 00033 ' 

Grafique esta funcion para 0 < t < 100. 

48. Ciencias de la Tierra. La presion atmosferica P, en libras 
por pulgada cuadrada, disminuye exponencialmente con 
respecto a la altitud h, en millas sobre el nivel del mar, 
dada por 

P = 14.7e“ a21 * 

Grafique esta funcion para 0 5 h <, 10. 

49. Biologia marina. La vida marina depende de las plantas 
microscopicas que existen en la zona fotica, una zona que 
esta a una profundidad en donde es visible aproximada¬ 
mente el 1% de la luz de la superficie. La intensidad de la 
luz / respecto de la profundidad d, en pies, para uno de los 
mares mas claros en el mundo, el Mar Sargasso en Las 
Antillas, se puede aproximar por 

I = / o e _00094 “ 

donde / 0 es la intensidad de luz en la superficie. i,Q u 6 
porcentaje de la luz apreciable en la superficie se distingue 
a la profundidad de: 

(A) 50 pies? (B) 100 pies? 

50. Biologia marina. Remitase al problema 49. En ciertas 
aguas con gran cantidad de sedimento, la zona fotica puede 
estar a solo 15 a 20 pies de profundidad. En ciertas bahias 
oscuras, la intensidad de la luz d pies bajo la superficie 
esta dada aproximadamente por 

/ = /oe-° 2M 

^Que porcentaje de la luz de la superficie es visible a una 
profundidad de: 

(A) 10 pies? (B) 20 pies? 

51. Crecimiento del dinero. Si se invierten $5 250 en una 
cuenta que paga el 11.38% de intercs compuesto conti- 
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nuamente, ^cuanto dinero habra en la cuenta despues 
de: 

(A) 6.25 anos? (B) 17 anos? 

52. Crecimiento del dinero. Si se invierten $7 500 en una 
cuenta que paga el 8.35% de interes cornpuesto con- 
tinuamente, ( ;cuanto dinero habra en la cuenta despues de: 

(A) 5.5 anos? (B) 12 anos? 

53. Crecimiento del dinero. Barron’s, un ncgocio nacional y 
de finanzas semanales, publico lo siguientc “los depositos 
ahorrados rinden” para ccrtificados de cucntas de deposito 
a 2 1 anos: 

Ahorros Gill 8.30% (CC) 

Ahorros y prestamos Richardson 8.40% (CQ) 

Ahorros dc Estados Unidos 8.25% (CD) 

donde CC represcnta el interes cornpuesto en forma 

continua, CQ el interes cornpuesto trimestral y CD cl interes 
cornpuesto diariamente. Calcule el valor de SI 000 
invertidos en cada cuenta despues de 2 j anos. 

54. Crecimiento del dinero. Remitase al problema 53. Otra 
emision de Barron, de certificados de depositos a un ano 
incluyen: 

Ahorros Alamo 8.25% (CQ) 

Ahorros Lamar 8.05% (CC) 

Calcule el valor de $10 000 invertidos en cada cuenta 
despues de un ano. 

55. Valor actualizado. Un prometedor pagare pagara S30 000 
al vcncimiento despucs de 10 anos a partir de ahora. G Cuanto 
estaria dispuesto a pagar por el pagare ahora si este gana 
valor a una tasa del 9% de interes cornpuesto continuamente? 

56. Valor actualizado. Un prometedor pagare pagara $50 000 
al vcncimiento despucs de 5 - 2 anos a partirde ahora. <,Cuan- 
to estaria dispuesto a pagar por el pagare ahora si este gana 
valor a una tasa del 10% de interes cornpuesto continua¬ 
mente? 

57. La epidemia de SIDA. En junio de 1996 la Organizacion 
Mundial de la Salud estimo que en todo el mundo se han 
presentado 7.7 milloncs de casos de SIDA (Sindrome de 
Jnmunodcficiencia Adquirida) desde el comienzo de la 
epidemia. Suponiendo que la enfermedad se expande en 
forma continua a una tasa anual del 17%, calcule el numero 
total dc casos de SIDA que se presentaran en junio del ano: 

(A) 2000 (B) 2004 

58. La epidemia de SIDA. En junio de 1996 la Organizacion 
Mundial de la Salud estimo que 28 millones de personas en 
el mundo habian sido infectadas por el VIH (virus de inmu- 
nodeficiencia humana) desde que comenzo la epidemia del 
SIDA. Suponiendo que la infection del VIH se expande con¬ 
tinuamente a una tasa anual del 19%, calcule el numero total 
de personas que se habran infectado con el VIH en junio del 
ano: 

(A) 2000 (B) 2004 

59. Curva de aprendizaje. Con el fin de entrenar trabajadorcs 
para armar tableros de circuitos se envio un grupo a una 


compania de capacitacion de personal. En una experiencia 
pasada se encontro que la curva de aprendizaje para el 
empleado medio esta dada por 

N = 40(1 - e ~° l2 ') 

donde N es el numero de tableros armados por dia despues 
dc t dias de entrenamiento. Grafique esta funcion para 0 < 
t S 30. ,;Cual es, en promedio, el maximo numero de 
tableros que sc espera produzca un empleado en un dia? 

60. Publicidad. Una compania esta intentando dar a conocer 
un nuevo producto a tantas personas como sea posible 
mediante comerciales de television en una gran area 
metropolitana con 2 millones de posibles espectadores. Un 
modelo del numero de personas A', en millones, que conocen 
el producto despues de / dias dc publicidad se encuentra con 

A = 2(1 - e' 0037 ') 

Grafique esta funcion para 0 5 / S 50. <^Que valor tiene N 
cuando t aumenta sin limite? 

61. Ley de enfriamiento de Newton. Esta ley establece que 
la razon a la cual un objeto se enfria es proporcional a la 
difercncia de temperatura entre el objeto y su medio 
circundante. La temperatura T del objeto despues de t horas 
esta dada por 

T=T m + (T 0 -TJe- t - 

donde T m es la temperatura del medio circundante y 7j, es 
la temperatura del objeto en t = 0. Imagine una botella de 
vino que esta a la temperatura ambiente dc 72°F y se coloca 
en el refrigerador para enfriarla antes de una fiesta. Si la 
temperatura cn el refrigerador se mantiene a 40°F y k = 
0.4, encuentre la temperatura del vino, al grado mas 
cercano, despues dc 3 horas. (En el ejercicio 4-5 se 
encuentra como detenninar k.) 

62. Ley de enfriamiento de Newton. Remitase al problema 
61. (,CuaI es la temperatura del vino, al grado mas cercano, 
despues de haber estado 5 horas en cl refrigerador? 

63. Fotografia. Una unidad dc flash electronico para una camara 
fotografica se activa cuando se descarga un capacitor 
mediante un filamento de alambre. Despues de que se utiliza 
el flash y se descarga el capacitor, el circuito (vease la figura) 
esta conectado y las batcrias generan una corriente para 
recargar el capacitor. Al tiempo que tarda el capacitor en 
recargarse se le conoce como tiempo de reciclamiento. Para 
una unidad de flash que utiliza una bateria de 12 volts, la 
carga q, en coulombs, en el capacitor, i segundos despues 
de que se ha iniciado el recargado esta dada por 

q = 0.0009(1 - <r 0 *) 

Grafique esta funcion para 0 < t ^ 10. Calcule la carga 
maxima en el capacitor. 
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64. Medicina. Un marcapasos electronico utiliza el mismo tipo 
de circuito que el flash del problema 63, pero esta disenado 
para que el capacitor se descargue 72 veces en un minuto. 
Para cierto marcapasos, la carga en el capacitor, t segundos 
despues de que empieza a recargarse esta dada por 

q = 0.000 008(1 - e~ 2 ') 

Grafique esta funcion para 0 < / if . Calcule la carga 
maxima en el capacitor. 

65. Administration de la fauna. Una manada de 20 venados 
cola blanca se introdujo a una isla en dondc nunca habia 
habido venados. Se estima que la poblacion creccra de 
acuerdo con la curva logistica 


sale de la ensambladora. La curva de aprendizajc para un 
aprendiz promedio esta dada por 

200 

^ _ 4 + 21e"° *' 

donde N es el nurnero de computadoras evaluadas por dia 
despues de t dias en el trabajo. Grafique la ecuacion para 0 
< t < 50. ^Cual es el maximo nurnero de computadoras que 
se espera puede evaluar un probador por dia, en promedio, 
despues del entrenamiento? 

67. Catenaria. Una linea de fuerzacuelga libre entre dos torres 
f de apoyo parece ser una parabola, pero en realidad es una 
curva llamada catenaria. Una catenaria ticne una ecuacion 
de la forma 


donde iVes el nurnero de venados que se espera habra en la 
manada despues de t anos. Grafique la ecuacion para 0 < t 
< 30. Calcule cl tamano de la manada que puede caber en 
la isla. 

66. Capacitacion laborai. Una compania que fabrica compu¬ 
tadoras contrato a un aprendiz para ensenarle a evaluar 
cierto modelo de computadora personal despucs de que 


e m + e~™ 


donde m es una constante. Grafique la ecuacion para 
m = 0.25. 

68. Catenaria. Grafique la ecuacion del problema 67 para 
m = 0.4. 


SECCION 



Funciones logaritmicas 



Definicion de una funcion logaritmica 

De la forma logaritmica a la forma exponencial, y viceversa 

Propiedades de las funciones logaritmicas 


5 Definicion de una Ahora se definira a un nuevo tipo de funciones, las llamadas funciones logaritmicas, 

como inversas de las funciones exponenciales. Debido a que las funciones exponenciales 
son uno a uno, existen sus inversas. Ahora se vera por que se puso especial interes en el 
concepto general de las funciones inversas de la seccion 2-6. Si ya se conoce bastante 
respecto de una funcion, entonces, con base en el conocimiento de inversas, en general, 
de manera automatica se sabra lo suficiente sobre la inversa. Por ejemplo, la grafica de 
/ -1 es la grafica de/reflejada con respecto a la recta y = x, y el dominio y el rango 
de/ -1 son, respectivamente, el rango y dominio de f 
Si se empieza con la funcion exponencial, 

/: y = 2* 

y se intercambian las variables x yy, se obtiene la inversa de f. 

/-■: x = 2 y 

Las graficas de/,/“' y la linear = x se muestran en la figura 1. Esta nueva funcion se 
llama funcion logaritmica de base 2. Como no se puede resolver la ecuacion x = 2 y 
para y usando las propiedades algebraicas analizadas hasta ahora, se usa un nuevo sim- 
bolo para representar a esta funcion inversa. 


v = log 2 x Que se lee como "log de la base 2 de x" 
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FIGUR 

de base 2. 


Asi. 


v = log, x es equivalente a x = 2 


esto es, log, x es el exponente al cual se debe elevar 2 para obtenerx. Simbolicamente, 
x = 2 y = 2^. 


Funcion logaritmica 
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En general, se define a la funcion logaritmica de base b como la inversa de la 
funcion exponencial de base b (b > 0, b + 1). 


DEFINICION 1 Definicion de una funcion logaritmica 

Para b > 0 y b 1, 


Forma logaritmica Forma exponencial 

y = log d x es equivalente a x = b' 

El logaritmo de base b dex es el exponente al cual se debe elevar b para obtenerx. 


y = log, 0 x es equivalente a 
y = log, x es equivalente a 




Recuerde: Un logaritmo es un exponente. 


x — 1 O' 
x = e v 


Es muy importante recordar que_y = Iog^x y x = b v definen la niisma funcion y, 
por !o tanto, se pueden usar alternativamente. 
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Graficas 

logaritmicas tlpicas. 


Puesto que el dominio de una funcion exponencial incluye todos los numeros reales 
y su rango es el conjunto de todos los numeros reales positivos, el dominio de una fun¬ 
cion logaritmica es el conjunto de todos los numeros reales positivos y su rango el con- 
junto de todos los numeros reales. Asi, log 10 3 esta definido, pero log |n 0 y log 10 (—5) 
no lo estan. Esto es, 3 es un valor del dominio logaritmico, pero 0 y - 5 no lo son. En la 
figura 2 se muestran las tipicas curvas logaritmicas. 


•, ; 1 ^q. ■ 

0 to' 1 


DOMINIO = (0, ») 
RANGO = (-<*, *,) 

(a) 


loo,, 

I 


DOMINIO = (0, =°) 
RANGO = (-*, <x) 

(b) 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Para la funcion exponencial/ = {(x, y) | y = (§)*}, grafique //' 1 y y = x en el 

mismo sistema coordenado. Analice los dominios y rangos defy su inversa. ^Por 
que otro nombre se conoce a/ -1 ? 


Aqui se vera como convertir formas logaritmicas a formas exponenciales equivalentes 

logaritmica a Y viceversa. 

forma exponencial, y 
viceversa 


3 1 Conversiones logaritmicas a exponenciales 


Cambie cada forma logaritmica a una forma exponencial equivalente: 


Soluciones 


(A) log, 8 = 3 

(A) log, 8 = 3 

(B) log,, 5 = i 

(C) log, tf) = -2 


(B) log,, 5 = 2 

es equivalente a 
es equivalente a 
es equivalente a 


(C) log, (i) = -2 


8 = 2 3 
5 = 25 1/2 


■ 2 -2 


Problema seleccionado 1 


Cambie cada forma logaritmica a una forma exponencial equivalente: 
(A) log 3 27 = 3 (B) log 36 6 =| (C) log 3 ( 5 ) = -2 


Conversiones logaritmicas exponenciales 

Cambie cada forma exponencial a una forma logaritmica equivalente: 
(A) 49 = V (B) 3 = V9 (C) j = 5" 1 
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Soluciones (A) 49 = 7 2 

es equivalente a 

log, 49 = 2 

(B) 3 = V9 

es equivalente a 

log,3 = ’ 

(C) I = 5-' 

es equivalente a 

log 5 (i) = -1 


Probiema seleccio ido 2 Cambie cada forma exponencial a una forma iogaritmica equivalente: 


(A) 64 = 4 3 (B) 2 = ^8 (C) ^ = 4~ 2 


Para comprender un poco mejor las funciones logaritmicas y su relation con las 
funciones exponenciales, se consideran algunos problemas en los que se quiere encon- 
trarx, b oy eny = \og h x, dando los otros dos valores. Todos los valores se eligieron de 
tal manera que se puedan resolver sin el uso de tablas o calculadora. 


EJEMPLO 3 Soluciones de la ecuacion y = log 6 x 

Encuentre x, b o y segun se indique: 

(A) Encuentre y.y = log 4 8 (B) Encuentre x: log 3 x = -2 

(C) Encuentre b: log A 1 000 = 3 

Soluciones (A) Escriba y = log 4 8 en una forma exponencial equivalente: 

8 = 4 V 

2 3 = 2 iv Escriba cada numero con la misma base 2 
2y = 3 Recuerde que br = br si y solo si m = n. 

y = \ 

Asi, f = log 4 8. 

(B) Escriba log 3 x = -2 en forma exponencial equivalente: 

x = 3" 2 

_ J _ 1^ 

" 3 2 ’ _ 9 

Asi, log, (l) = -2. 

(C) Escriba log A 1 000 = 3 en forma exponencial equivalente: 

1 000 = b 3 

10 3 = b 3 Escriba 1 000 como un numero elevado a la tercera potencia. 
b = 10 

Asi, log 10 1 000 = 3. 
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Encuentre x, b oy como se indica: 

(A) Encuentre y: y = log 9 27 (B) Encuentre x: log, x = —3 

(C) Encuentre b: log, 100 = 2 


• Propiedades de las 
funciones 
logantmicas 


Las propiedades conocidas de las funciones exponenciales imDlican propiedades co- 
rrespondientes de las funciones logantmicas. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Analice la conexion entre la ecuacion exponencial y la ecuacidn logaritmica, y ex- 

plique por que cada ecuacion es valida. 

(A) 2 4 2 7 = 2"; log 2 2 4 + log, 2 7 = lo^ 2" 

(B) 2 13 /2 5 = 2 s ; log, 2' 3 - log 2 2 5 = log 2 2 s 

(C) (2 6 ) 9 = 2 54 ; 9 log 2 2 6 = log 2 2 54 


Varias de las utiles y convincentes propiedades de las funciones logantmicas es- 
tan enumeradas en el teorema 1. 


Teorema 1 


Propiedades de las funciones logantmicas 

Si b, M y N son numeros reales positivos, b # 1. y p y x son numeros reales, 
entonces: 

1. log, 1=0 5. 

2 . log, b — 1 6. 

3. log, if = x 7. 

4. b ]og > x = x,x>0 8. 


log, MN = log, M + log, N 
log h -- = \og h M-\og h N 
log, M p = p log, M 

log, M = log, N si y solo si M — N 


Lasprimeras dos propiedades del teorema 1 se deducen directamente de la defini- 
cion de funcion logaritmica: 

log, 1=0 puesto que b° = 1 

log, b = 1 puesto que b l = b 

La terccra y cuarta propiedades parecen mucho mas complicadas de lo que son en 
realidad. Se deducen directamente del hecho de que las funciones exponenciales y 
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EJEMPLO 4 


Soluciones 


Problema seleccionado 4 


logaritmicas son inversas unas de las otras. Recuerde de la seccion 3-8, que si f es uno 
a uno, entonces/"' es una funcion uno a uno que satisface 

/-■ [/'(*)]=* y y[/-'«] 

Aplicando estas propiedades generates ayf.r) = b x y f~ ] (x) = log ft x, se ve que 

/-‘[/Ml « x /[/-'(*)] = x 
log, U(X)] = x & r ‘ w = X 

log. If = X b '°«•* = x 

Las propiedades 5 a 7 permiten convertir la multiplication en suma, la division en 
resta y los problemas de potencias y raices en multiplicaciones. Las pruebas de estas 
propiedades se basan en las propiedades de los exponentes. Un esquema de prueba de 
la quinta propiedad consiste en lo siguiente: Introduciendo exponentes en la prueba, se 
tiene 


u = log, M y v = log, N 

y estas se convicrten en las formas exponenciales equivalentes 

M = b" y N = b v 

Ahora, vea si se puede proporcionar las razones para cada uno de los pasos siguientes: 
log, MN = log, b u b v = log, b u+v = u + v = log, M + log, N 

Las otras propiedades se establecen de manera semejante (vease los problemas Illy 
112 en los ejercicios 4-3). 

Finalmente, la octava propiedad se deduce del hecho de que las funciones logaritmi¬ 
cas son uno a uno.' 

Ahora se ilustrara el uso de estas propiedades en varios ejemplos. 


Uso de las propiedades de los logaritmos 

Siniplifique usando las propiedades del teorema 1: 


/A) log, 1 (B) log 10 10 (C) log, 

(D) log 10 0.01 (E) 10 ,og » 7 (F) 

(A) log, 1=0 (B) log, 0 10 = 1 

(C) log e ^ +1 = 2x + 1 (D) Iog it> 0.01 = log,o 10- 2 = -2 

(E) 10 log "> 7 = 7 v (F) e 10 *''" = x 2 


Simplifique usando las propiedades del teorema 1: 
(A) log l0 10- 5 (B) log 5 25 (C) log 10 1 

(D) log, € m+n (E) lO 1 "*"' 4 (F) e '° sAx ‘ +]) 
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Soluciones 


Soluciones 


Uso de las propiedades de los logaritmos 

Escriba en terminos de formas logaritmicas mas simples: 


logi, 3x 

(B) 

logi- 

(C) 

log* x 1 

, mn 
log 4 — 
pq 

(E) 

logi (mn) 23 

(F) 

1 x " 

l°gfcy7i 


(A) 

logi 3* = logi 3 + log* •* 

log„ MN = log., M + log h N 

(B) 

log* j = logi * - logi 5 

M 

logi — = log, M log 0 N 

(C) 

logi x 1 = 7 logi x 

log t M p = p log 6 M 

(D) 

logi — = logi mn - log* Pq 

pq 

M 

logs — = log* M - log, N 


= logi m + logi n - (logi P + logi <?) 

= logi m + log* n - log* P ~ logi 9 

log, MN = log 6 M + log 6 N 

(E) 

logi (mn) 23 = § log* mn 

log 6 M p = p logs M 


= |(logi m + logi n) 

logi MN = log, M 4 - iog 6 N 

(F) 

x 8 

logi = logi X? - logi y m 

M 

log 6 — = log 6 M - log 6 N 


= 8 logi X - 4 logi y 

\og„ M P - p log tl M 


Escriba en terminos de formas logaritmicas mas simples, como en el ejemplo 5. 

r (m\ 3/s u il2 

(A) log*— (B) log* —i (C) log* — 
uv \ n j v 5 


Uso de las propiedades de los logaritmos 

Si log f 3 = 1.10 y log e 7 = 1.95, encuentre: 

(A) log, ( 3 ) (B) log, ^2l 

(A) log, (J) = log, 7 - log, 3 = 1.95 - 1.10 = 0.85 

(B) log, ^2l = log, (21)'« = \ log, (3 • 7) = 3 (log, 3 + log, 7) 

= 4(1.10 + 1.95) = 1.02 
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Problema seleccionado 6 Si log e 5 = 1.609 y log,, 8 = 2.079, encuentre: 

cl° 

(A) log e — (B) log^f 


El ejemplo y el problema siguientes, aunque artificiales de alguna manera, pro- 
porcionan una practica extra en el uso de las propiedades del teorema 1 . 


EJEMPLO 7 Uso de las propiedades de los logaritmos 

Encuentre x tal que log,x = ] log, 27 + 2 log,, 2 - log,, 3 sin usar una calculadora o una 
tabla. 


Solucion Primero se usan las propiedades del teorema 1 para expresar el lado derecho como el 
logaritmo de un solo numero. 


log* x = \ log, 27 + 2 log* 2 - log, 3 
= log* 71 m + log, 2 2 - log, 3 
= log* 9 + log, 4 - log, 3 
9 ■ 4 

= lo gi.— = tog, 12 


27*3 = 9 : 2 l = 4 
Propiedades 5 y 6 del teorema 1 


Asi, 


log, x = tog, 12 

Ahora se usa la propiedad 8 del teorema 1 para encontrarx: 


x = 12 


Encuentre x, tal que log. x = \ log, 8 + J log, 9 - log, 6 sin usar una calculadora o una 
tabla. 


PRECAUCION 


Se concluye esta section observando dos errores comunes: 



1- \° gh M * tog, M - log, N 
tog, N 


log, (M + N) r log, M + log, N 


log 

log M 
log »N 


log, N = log. —; 

N 

no se puede simplificar. 


log, M - log s N = log,, MN ; 

log. (M + N ) no se puede simplificar. 


2 . 
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Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 27 = 3 3 (B) 6 = 36 ,ri (C) | = 3' 2 

2. (A) log, 64 = 3 (B) log 8 2 = | (C) log, (^) = -2 

3. (A) y = \ (B) a: = 5 (0 6 = 10 

4 . (A) -5 (B) 2 (C) 0 (D) m + n (E) 4 (F) x 4 + 1 

5. (A) logs r - logs u ~ logs v (B) fflog* m - log s ") (O I logs u - 5 log, v 

6 . (A) 14.01 (con cuatro digitos significativos) (B) 0.1175 (con cuatro digitos significativos). 
1. x = 2 


EJERCICIO 4-3 

A _ 


-7 

Escribu los problemas del 45 al 58 en terminos de formas 
logaritmicas mas simples (vease el ejemplo 5). 


Reescriba los problemas del l al 8 en forma exponencial equi- 
valente. 

45. 

log* tibP 

46. 

logs 

1. 

log 3 81=4 

2. log 5 125 = 3 

47. 

m 2/3 

lo& — 

48. 

. « 3 
l0 & = 7 

3. 

log, 0 0.001 = -3 

4. log, 0 1 000 = 3 




5. 

log 8 , 3 = 1 

6. log, 2 = { 

49. 

log. = — 

VW 

50. 

logs = — 

W 

7. 

log,, 2 16 = -4 

8. log,, 3 27 = -3 


1 


1 




51. 

lo gs = ~i 

52. 

•ogs = 77} 

Reescriba los problemas del 9 al 16 en forma logon tmica equi- 


a 


M 

valente. 


53. 

log* Va 2 - y 2 

54. 

l0gsV« 2 + 

9. 

0.0001 = 10- 4 

10. 10 000= 10 4 

55. 

Vn 

56. 

m'n 3 

11. 

8 = 4 3 ' 2 

12. 9 = 27 2/3 

los V«’ 

log * v7 

13. 

4 = 32- 1,5 

14. | = 2- 3 

57. 

l08 *t^ 

58. 


15. 

7 = V49 

16. 4 = ^64 





En los problemas de! 17 al 30, simplifique cada expresion usan- 
do el teorema 1. 

17. log,* 1 

18. log 2 5 1 

19. logo, 0.5 

20. log, 7 

21 . log,e 4 

22 . log , 0 10 s 

23. log , 0 0.01 

24. log,,, 100 

25. log 5 ^5 

26. log 2 V 8 

27. e'°^ vx 

28. e ,08 - (r_l) 

29. e llos - x 

30. 10 _3IO8, "“ 



B 

Encuentre x, yob, como se indica en los problemas del 31 al 44 


31. log 2 x - 2 
33. log, 16 = y 
35. logs 16 = 2 
37. logs 1 = 0 
39. log, x = 3 
41. log,, 3 9 = y 
43. logs 1 000 = | 


32. log 3 x = 3 
34. log 8 64 = y 
36. logs 10 ~ 3 = -3 
38. logs b = 1 
40. log 8 * = 5 
42. log,„ (j) = y 
44. logs 4 = | 


En los problemas del 59 al 68, escriba cada expresion en ter¬ 
minos de un solo logaritmo con un coeficiente de 1. Ejemplo: 
log b u-- log h v = log b (ufv). 

59. 2 logs * “ logs y 60. log* m - 2 lo 8s n 

61. logs w ~ logs x - log* v 

62. log* w + logs x - log* y 

63. 3 logs x + 2 logs y ~ J logs z 

64. 3 log* w-3 logs x - 5 logs >’ 

65. 5(| logs “ “ 2 logs v) 66. 7(4 log* m + 5 logs «) 

67. 3 (2 logs x + 3 logs y) 68. |(4 logs x - 2 log* y) 

f En los problemas del 69 a! 76 escriba cada expresion en termi- 
1 nos de logaritmos de polinomios de primer grado. Ejemplo: 

<2x + IV s 

log s (3x _ 5) , = 3 log* (2x + 1) - 4 log* (3* - 5) 


69. log* [(x + 3) 5 (2a - 7) 2 ] 




71. logs 


(x + 10) 7 
(1 + 10 a ) 2 


70. log* [(5 a: - 4) 3 (3x + 2) 4 ] 


72. log, 


(x ~ 3 ) 5 
(5 + A ) 3 
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73. log, 


Vx + 1 


\/ Y - 1 

74. log,—— 


75. log, (x 4 + x 3 - 20x 2 ) 76. log, (x 5 + 5x i - 14x J ) 

En los problemas del 77 al 86, despeje x sin usar una calcula- 
dora o una tabla. 

77. log 2 (x + 5) = 2 log 2 3 

78. log , 0 (5 - x) = 3 log 10 2 

79. 2 log, x = log 5 (x 2 - 6x + 2) 

80. log (0 (x 2 - lx - 2 ) = 2 logio (x - 2 ) 

81. log, (x + 8 ) - log, x = 3 log, 2 

82. log 7 4x - log, (x + 1) = 5 log, 4 

83. 2 log 3 x = log, 2 + log 3 (4 - x) 

84. log, x + log 4 (x + 2) = 5 log„ 9 

85. 3 log, 2 + 5 log, 25 - log, 20 = log, x 

86 . 5 log, 4 - § log, 8 + 2 log, 2 = log, x 


Si log h 2 = 0.69, log h 3 = 1.10y log b 5 = 1.61, encuentre el 
valor de cada expresion en los problemas del 87 al 96. 


87. log, 30 
90. log,f 
93. log, ^2 

96. log, ^13 


88. log, 12 
91. log, 27 
94. log,V3 


89. log,f 
92. log, 16 
95. log, V09 


V 

c_ 

Grafique los problemas del 97 al 100. 

Compruebe los problemas del 97 al 100 con un dispositivo de 
graficacion, graficando la inversa de cada funcion. 


97. y = log 2 (x - 2) 

98. y = log, (x + 3) 

99. y - log 2 x — 2 

100. y = log-x + 3 

(A) Para /= {(x,y)\y = (ff = 2’'}, grafique/;/- 1 y y 
= x en el mismo sistema coordenado. 

(B) Indique el dominio y el rango de/y f~\ 

(C) iQpe otro nombre se puede usar para la inversa de/? 

(A) Para/= {(x,y) \y = (i)* = 3*'}, grafique// 1 y 
y = x en el mismo sistema coordenado. 

(B) Indique el dominio y el rango de/y/ -1 . 

(C) iQue otro nombre se puede usar para la inversa de/? 

Encuentre la inversa de cada funcion en los problemas del 103 
al 106. 

103. f{x) = 5 3 *-‘ + 4 

104. g(x) = d 2 *- 2 - 2 

105. g(x) = 3 log, (5x - 2) 

106. fix) = 2 + log, (5x - 3) 

Explique por que la grafica de la reflexion de la funcion 
y - 3* con respecto a la recta y = x no es la grafica de 
una funcion. 

Explique por que la grafica de la reflexion de la funcion 
y = 2 W con respecto a la recta y = x no es la grafica de 
una funcion. 

109. Escriba logx - log; 100 = -0.08r en una forma expo- 
nencial que no contenga logaritmos. 

110. Escriba log c x — log^ C + kt = 0 en una forma exponencial 
que no contenga logaritmos. 

Pruebe que log, (MIN) = log, M - log, Neon base en las 
hipotesis del teorema 1. 

Pruebe que log, M p = p log,. M con base en las hipotesis 
del teorema 1. 


sEcaor* 
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Logaritmos comunes y naturales 

Logaritmos comunes y naturales (definicion y evaluacion) 
Apiicaciones 


A John Napier (1550-1617) se le acredita la invencion de los logaritmos, cuyo origen se 
debe a su interes por reducir el esfuerzo en los calculos en la investigacion astronomica. 
Esta nueva herramienta de calculo fue aceptada de inmediato por el mundo cientifico. 
Ahora, con la disponibilidad de calculadoras economicas, los logaritmos han perdido 
gran parte de su importancia como dispositivos de calculo. Sin embargo, el concepto de 
logaritmos se ha generalizado debido a que su concepcion y las funciones logaritmicas 
se han usado ampliamente en ciencias teoricas y aplicadas. 
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* Logaritmos 
comunes y naturales 
(definicion y 
evaluacion) 


EJEMPLO 1 


Soluciones 


Problema seleccionado 1 


De todas las bases logaritmicas posibles, la base e y la base 10 se usan casi en 
forma exclusiva. Antes de poder usar logaritmos en ciertos problemas practicos, es 
necesario ser capaz de aproximar el logaritmo de cualquier numero positivo, ya sea 
de base 10 o de base e. E inversamente, si se da el logaritmo de un numero de base 10 
o de base e, se necesita poder aproximar el numero. Historicamente, se han usado ta- 
blas para este proposito, pero ahora se usan calculadoras, ya que son mas rapidas y se 
puede encontrar un mayor numero de valores del que se podria incluir en cualquier 
tabla. 

Los logaritmos comunes tambien llamados logaritmos de Briggsian, son los logaridnos 
de base 10. Los logaritmos naturales se conocen tambien como logaritmos neperianos, 
estos son los logaritmos de base e. La mayoria de las calculadoras tienen una funcion 
clave etiquetada como “log” y otra etiquetada como “In”. La primera representa un 
logaritmo comun y la segunda un logaritmo natural. De hecho, “log” y “In” se usan 
extensamente en la literatura matematica, y en todo momento se vera que se usa una u 
otra en el libro sin indicar una base, esto se debe interpretar de la manera siguiente: 


Notacion logaritmica 


l0g.T = l0g ju .V 

Logaritmo comun 

In x — log f x 

Logaritmo natural 


Uso de una calculadora para la evaluacion de logaritmos 

Use una calculadora para evaluar cada una con seis cifras decimales: 

(A) log 3 184 (B) In 0.000 349 (C) log (-3.24) 

(A) log 3 184 = 3.502973 

(B) In 0.000349 = -7.960439 

(C) log (-3.24) = Error 

<,Por que se indica un error en el inciso C? Se debe a que —3.24 no esta en el dominio 
de la funcion log. [Nota: Las calculadoras despliegan mensajes de error de varias ma- 
neras. Algunas usan una definicion mas avanzada de las funciones logaritmicas que 
implican numeros complejos. Una de ellas despliega un par ordenado que representa 
un numero complejo, como el valor de log (—3.24), en vez de un mensaje de error. Este 
mensaje se debe interpretar como una indicacion de que el numero introducido no esta 
en el dominio de la funcion logaritmica como se le ha definido.] 


Use una calculadora para evaluar cada una con seis cifras decimales: 
(A) log 0.013 529 (B) In 28.693 28 (C) In (-0.438) 


Cuando se trabaja con logaritmos comunes y naturales la practica comun es usar el 
signo igual “=” donde quizas lo mas apropiado sea utilizar el signo aproximadamente 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 


lEMpti 


Soluciones 


Probiema seleccionado 2 


igual Esto no es peijudicial siempre que se tenga en mente que en un enunciado tal 
como log 3.184 = 0.503, el numero en el lado derecho solo supone una precision de 
hasta tres cifras decimales y no es exacto. 


Las grdficas de las funciones f(x) = log x y g(x) = In x se muestran en el despliegue 
del dispositivo de graficacion de la figura 1. ^Cu&l gr&fica pertenece a cu&l funcion? 
Si en el despliegue parece que una de las funciones puede ser un multiplo constante 
de la otra, compruebe si es asi. Encuentre y analice la evidencia para su respuesta. 


2 



Evaluation de logaritmos con calculadora 

Use una calculadora para evaluar cada expresion hasta con tres cifras decimales: 


(A) 

(A) 

(B) 

(C) 


log 2 
log 1.1 


(B) log-^j- 


(C) log 2 - log 1.1 


log 2 
log 1.1 



7.273 

0.260 


log 2 - log 1.1 = 0.260 Observe que ^ # log 2 — log 1.1, pero log = 

log 1.1 1.1 

log 2 — log 1.1 (vease el teorema 1, de la seccion 4—3). 


Use una calculadora para evaluar cada una hasta con tres cifras decimales: 
(A) Srrk (C) In 3 — In 1.08 


Ahora se abordara el segundo probiema: Dado el logaritmo de un numero, en¬ 
cuentre el numero. Para resolver este probiema, se usan directamente de las relaciones 
logaritmicas y exponenciales analizadas en la seccion 4-3. 
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Relaciones logaritmicas y exponenciales 

log x = y es equivalente a x = 10' 

In .r = y es equivalente a x - e' 



EjEMPLO 3 Despeje a x de log^ x = y 

Encuentre x con tres digitos significativos, dados los logaritmos indicados. 


(A) 

log x = -9.315 

(B) lnx = 2.386 

Soluciones (A) 

log x = -9.315 



x = 10- 9315 

Cambio a una forma exponencial equivalente 


= 4,84 X 10 -10 

Observe que la respuesta se despliega en notation cientifica en la calculadora. 
(B) In x = 2.386 

X = e 2 - 386 Cambio a una forma exponential equivalent. 

= 10.9 


onad 3 Encuentre x para cuatro digitos significativos, dados los logaritmos indicados. 
(A) In x = -5.062 (B) log x = 12.0821 


Apfitaciorses Se consideraran ahora tres aplicaciones que se resolvieron usando logaritmos comunes 
y naturales. La primera aplicacion se relaciona con la mtensidad del sonido; la segunda 
con la intensidad de un terremoto; y la tercera, con la teoria del vuelo de un cohete. 

Intensidad del sonido El oido humano es capaz de oir el sonido en un rango increible de intensidades. El 

sonido mas fuerte que una persona saludable puede oir sin dano en el timpano tiene una 
intensidad de un billon (1 000 000 000 000) de veces la del sonido mas suave que pue¬ 
de percibir. Trabajar directamente con numeros con un rango tan amplio como este es 
muy incomodo. Puesto que el logaritmo de base mas grande que 1, de un numero au- 
menta mucho mas lentamente que el numero mismo, con frecuencia se usan los 
logaritmos para crear escalas comprimidas mas convenientes. La escala de decibeles 
para la intensidad del sonido es un ejemplo de tal escala. El decibel, llamado asi por el 
inventor del telefono, Alexander Graham Bell (1847-1922), se define como sigue: 

/ 

D = 10 log— Escala de decibeles 


(1) 
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donde D es el nivel de decibeles del sonido, / es la intensidad del sonido medida en 
watts por metro cuadrado (W/m 2 ) e I a es la intensidad del sonido mas pequefio audible 
que una persona promedio, joven y saludable puede escuchar. Este ultimo se estandariza 
a 7 0 = 10" 12 watts sobre metro cuadrado. En la tabla 1 se enumera algunas intensidades 
de sonidos tipicos de fuentes familiares. 


TABLA 1 

In^msldades Hpfraj del sonic! 



Intensidad del sonido, YV/m 2 

Sonido 


1.0 X 10" 12 

Umbral del oido 

5.2 X 10"'° 

Cuchicheo 

3.2 X 10 6 

Conversacion normal 

8.5 X 10" 4 

Trafico pesado 

3.2 X 10 3 

Taladro 

1.0 X 10° 

Umbral del dolor 

8.3 X 10 2 

Avion de reaccion con posquemador 


Intensidad del sonido 

Encuentre el numero de decibeles de un cuchicheo con intensidad de sonido de 5.20 X 
10" 10 watt por metro cuadrado. Calcule la respuesta hasta dos cifras decimales. 

Solucion Se usa la formula de decibeles (1): 


D 


10 log - 
‘a 


5.2 X 10“ 


-‘°i»r |0 .„ 

• 10 log (5.2 X 10 ! ) 

= 10(log 5.2 + log 10 2 ) 


= 10(0.716 + 2) log 5.2 = 0.716 

= 27.16 decibeles 


Encuentre el numero de decibeles de un taladro con intensidad de sonido de 3.2 x 10 3 
watt por metro cuadrado. Calcule la respuesta hasta dos cifras decimales. 
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EXPLORATION Y ANALISIS 2 Imagine que usa una hoja de cuadricula grande, con lineas horizontales y verticales 

separadas por | de pulgada, para graficar las intensidades de sonido de la tabla 1 en 
el eje x y el decibel correspondiente en el ejey. Suponga que cada j de pulgada en el 
eje x representa la intensidad del menor sonido audible (10" 12 W/m 2 ), y que cada 
unidad de | de pulgada en el eje y representa un decibel. Si el punto correspondiente 
a un avion de reaction con posquemador esta graficado en una hoja cuadriculada, i& 
que distancia esta este del ejex? del ejey? (jDe la primera respuesta en pulgadas 
y la segunda en millas!) Analice. 


Intensidad 
de un terremoto 


TABLA 2 

La d? 

Richter 

Magnitud 
en la escala 
de Richter 

Poder de 
destruccidn 

M < 4.5 

Pequena 

4.5 < A/< 5.5 

Moderada 

5.5 <M<6.5 

Grande 

6.5 <M< 7.5 

Mayor 

7.5 < M 

Maxima 


La energia liberada por un terremoto, medida en joules, es aproximadamente de 100 
mil millones (100 000 000 000) de veces la energia liberada por un terremoto de poca 
intensidad. En los pasados 150 anos muchas personas de diversos paises ban desarro- 
llado diferentes escalas para medir las magnitudes de los terremotos, de tal manera que 
su severidad pueda ser comparada facilmente. En 1935, el sismologo de California 
Charles Richter desarrollo una escala logaritmica que lleva su nombre y se usa amplia- 
mente en Estados Unidos. La magnitud M en la escala de Richter* esta dada como 
sigue: 


Escala de Richter (2) 

.1 /l 

donde E es la energia liberada por el terremoto, medida en joules, y £ 0 es la energia 
liberada por un terremoto de muy leve intensidad que se ha estandarizado como: 

E 0 = 10 440 joules 

El poder destructive de los terremotos de acuerdo con las magnitudes de la escala de 
Richter esta indicado en la tabla 2. 


Intensidad de un terremoto 

El terremoto de San Francisco en 1906 libero aproximadamente 5.96 X 10 16 joules de 
energia. ^Cual fue su magnitud en la escala de Richter? Calcule su respuesta hasta dos 
cifras decimales. 


Solucion Se usa la formula de la magnitud (2): 


2 

“ 3 

* Originalmente, Richter definio la magnitud de un terremoto en terminos de logaritmos de la amplitud de 
onda sismica maxima, en mil6simas de milimetro, medidas en un sismografo estandar. La formula 2 da 
esencialmente la misma magnitud que obtuvo Richter para un terremoto dado, pero en terminos de los 
logaritmos de la energia liberada por este. 


E 

log — 


log ; 


5. 96 X IQ 16 

io 4 - 40 
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2 

= t log (5.96 X 10 11 - 5 ) 

2 

= - (log 5.96 + log 10 11 ’ 6 ) 
2 

= - (0.775 + 11.6) 

= 8.25 


El terremoto de 1985 en Chile libero aproximadamente 1.26 X 10 15 joules de energia. 
(,Cual fue su magnitud en la escala de Richter? Calcule su respuesta con dos cifras 
decimales. 


Intensidad de un terremoto 

Si la energia liberada por un terremoto es 1 000 veces la de otro, ^cuanto mas grande es 
en la escala de Richter la lectura del mas grande comparada con la del mas pequeno? 


Solucion Sean 



y 



las ecuaciones de Richter para los terremotos pequeno y grande, respectivamente. Sus- 
tituyendo £, = 1 000 £ p en la segunda ecuacion, se obtiene 


M 2 


2 

3 

2 

3 

2 

3 

2 


log 


1 OOOE'i 

E 0 


log 10 3 + log 



+ M, 


Asi, un terremoto con 1 000 veces la energia de otro tiene en la escala de Richter una 
lectura de dos veces mayor que la del otro. 


Si la energia liberada por un terremoto es 10 000 veces la de otro, ^cuanto mas grande 
es la lectura en la escala de Richter del mas grande comparado con el mas pequeno? 
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Teoria de vuelo 
de un cohete 


La teoria de vuelo de un cohete se utiliza en matematicas y fisica avanzada para mostrar 
que la velocidad v de un cohete al apagarse (cuando se le agota el combustible) esta 
dada por 


- i In — Ecuacion del cohete 

u 


(3) 


donde c es la velocidad de escape del motor del cohete, W, es el peso de partida (el 
combustible, la estructura y la carga util), y W b es el peso consumido (la estructura y la 
carga util). 

Debido a la resistencia atmosferica de la Tierra, la velocidad de un vehlculo de 
lanzamiento debe ser de al menos 9.0 kilometros por segundo con el fin de lograr la 
altitud minima necesaria para alcanzar una orbita fija. Es evidente que para aumentar la 
velocidad v, se debe incrementar la razon del peso W/W h o se debe aumentar la veloci¬ 
dad de escape c. La razon del peso se puede aumentar por el uso de combustibles 
solidos, y la velocidad de escape mejorando los combustibles, solidos o liquidos. 


Teoria de vuelo de un cohete 

En una etapa tlpica, el combustible solido de un cohete puede tener una razon de peso 
WJW h = 18.7 y una velocidad de escape c = 2.38 kilometros por segundo. ^Alcanzarla 
este cohete una velocidad de lanzamiento de 9.0 kilometros por segundo? 

Solucion Usando la ecuacion de cohete (3): 


= 2.38 In 18.7 

= 6.97 kilometros por segundo 

La velocidad de lanzamiento del vehiculo es mucho menor que los 9.0 kilometros por 
segundo necesarios para llegar a la orbita. A esto se debe la utilization de etapas multi¬ 
ples de lanzamiento (el peso muerto de la etapa anterior se puede tirar al oceano cuando 
se inicia la siguiente etapa). 


Un vehiculo de lanzamiento que usa combustible llquido, como una mezcla de hidro- 
geno liquido y de oxigeno liquido, puede producir una velocidad de escape de c = 4.7 
kilometros por segundo. Sin embargo, la razon del peso WJ W b debe ser pequena, de 
alrededor de 5.5 km/s para algunos vehiculos y debida al incremento del peso estructu¬ 
ra] por el combustible liquido. ^.Cuanto mas o cuanto menos que los 9.0 kilometros por 
segundo se necesitan para que el vehiculo logre alcanzar la orbita? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) -1.868 734 (B) 3.356 663 (C) No es posible 

2. (A) 14.275 (B( 1.022 (C) 1.022 

3. (A) x = 0.006 333 (B) .v = 1.21 X 10 12 4. 95.05 decibeles 5. 7.80 6. 2.67 

7. Menor de 1 km/s 
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EJERCICiO 
A _ 


4-4 


C 


En los problemas del 1 al 8, evalue con cuatro cifras decimoles. Encuentre el error: 


1. log 82 734 

2. log 843 250 

1 < 3 

3. log 0.001 439 

4. log 0.035 604 

J-C-L 

5. In 43.046 

6. In 2 843 100 

27 27 

-i-<I 

27 ^ 9 

(i) 3 < (l) 2 

7. In 0.081 043 

8. In 0.000 032 4 

En los problemas del 9 al 16, evalue x con cuatro digitos signi- 
ficativos, dado que: 

log (j) 3 < log (^) : 

9. logx = 5.3027 

10. log x = 1.9168 

3 log 5 < 2 log 5 

3 <2 

11. log x * -3.1773 

12. logx= -2.0411 


13. In x = 3.8655 

14. lnx = 5.0884 

Encuentre el error: 

IS. In x = -0.3916 

16. In x = -4.1083 



Divida ambos lados entre 27. 


Divida ambos lados entre log I 


B _ 

En los problemas del 17 al 24, evalue con ires cifras decimoles. 


log 2 

18. 

log 2 

log 1.15 

" log 1.12 

In 3 

on 

In 4 

In 1.15 

zu. 

n ~ In 1.2 

In 0.5 

22. 

In 0.1 

-0.21 

■* “ -0.0025 

In 150 

In 3 

24. 

log 200 
log 2 


En los problemas del 25 al 32, evalue x con cinco digitos signi- 
ficativos. 


3 > 2 

3 log 5 > 2 log \ Multiplique ambos lados por log i 

log (j) 3 > log (|) 2 

(i) 3 > (j) 2 
\>\ 

1 > 2 Multiplique ambos lados por 3. 

La funcion f(x) = logx aumenta muy lentamente cuandox 
—> pero la funcion compuestag(x) = log (logx) aumenta 
aun mas lentamente. 

(A) Ilustre estc hecho calculando los valores de ambas 
funciones para diversos valores grandes de x. 

(B) Determine el dominio y el rango de la funcion g. 

(C) Analice las graficas de ambas funciones. 


25. 

Jt = 

log (5.3147 X 10 12 ) 


26. 

X = 

log (2.0991 X 10 17 ) 


27. 

X — 

In (6.7917 X 10-' 2 ) 


28. 

X = 

In (4.0304 X 10-*) 


29. 

log 

x = 32.068 523 

30. log x = -12.731 64 

31. 

In x 

= -14.667 13 

32. In x = 18.891 143 


La funcion fix) = In x aumenta muy lentamente cuando 
x —> x , pero la funcion compuestag(x) = In (lnx) aumenta 
aun mas lentamente. 

(A) Ilustre este hecho calculando los valores de ambas 
funciones para diversos valores grandes de x. 

(B) Determine el dominio y el rango de la funcion g. 

(C) Analice las graficas de ambas funciones. 


Grafique cada funcion de los problemas del 33 al 40. 

Compruebe los problemas del 33 al 40 con tin dispositivo de 
graficacion. 


33. >• = In x 

34. 

y = —In x 

35. y = jin xj 

36. 

H 

c 

II 

>% 

37. y = 2 In (x + 2) 

38. 

y = 2 In x + 2 

39. >• = 4 In x - 3 

40. 

>■ = 4 In (x — 3) 


En los problemas del 45 al 48, use un dispositivo de graficacion 
para encontrar las coordenadas de todos los puntos de inter- 


section 

con dos cifras decimales. 

45. 

fix) 

— In x, g(x) = O.lx — 0.2 

46. 

fix) 

= log x, g(x) = 4 - X 2 

47. 

fix) 

= In x, g(x) = x' n 

48. 

fix) 

= 3 ln(x—2), g(x) = 4e~* 
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Los problemas del 49 al 52 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. 

Los polinomios en los problemas del 49 al 52, se llaman 
polinomios de Taylor, se puede usar para aproximar la fun- 
cion g(x) = In (1 + x). Para ilustrar graficamente esta aproxi- 
macion. grafique en cada problema a g(x) = In (1 + x) y al 
polinomio indicado en la misma ventana de vision, -1 <. x 5 3 
y -2ZyZ2. 

49. f>,( x) = x-{x i 

50. P 2 (x) = x — 5 jc 2 + jr* 

51. Pfx) = x - jjc 2 + Jr® - \x “ 

52. Pfx) = x — jx 2 + jx* - ^ x 4 + ^j: 5 


APUr.AC.ONCS 

53. Sonido. /.Cual es el nivel de decibeles de: 

(A) el umbral del oido, 1.0 X 10 12 watt por metro 
cuadrado? 

(B) el umbral del dolor, 1.0 watts por metro cuadrado? 
Calcule las respuestas con dos dlgitos significativos. 

54. Sonido. ^Cual es el nivel dc decibeles de: 

(A) una convcrsacion normal, 3.2 X 10 6 watts por metro 
cuadrado? 

(B) un avion de propulsion con un posquemador de 8.3 X 10 2 
watts por metro cuadrado? 

Calcule sus respuestas con dos digitos significativos. 

55. Sonido. i,Si la intensidad de sonido de una fucnte es 1 000 
veccs la de otro, cuanto mayor es el nivel de decibeles del 
sonido mas fuerte comparado con el del sonido mas bajo? 

56. Sonido. <,Si la intensidad de sonido de una fuente es 10 000 
veces la de otro, cuanto mayor es el nivel de decibeles 
del sonido mas fuerte comparado con el del sonido mas 
bajo? 

57. Terremotos. El terremoto mas intenso registrado hasta la 
fecha ocurrio en Colombia en 1906, libero una energia de 
1.99 X 10 17 joules. ^Cual fue su magnitud en la escala de 
Richter? Calcule la respuesta con una cifra decimal. 

58. Terremotos. En 1964, en Anchorage, Alaska, ocurrio un 
gran terremoto que libero 7.08 X 10 10 joules de energia. 
i,Cual fue su magnitud en la escala de Richter? Calcule la 
respuesta hasta una cifra decimal. 

59. Terremotos. En 1933, en Long Beach, California, hubo 
un terremoto de 6.3 grados de intensidad en la escala de 
Richter, y en 1964 en Anchorage, Alaska, ocurrio otro de 
8.3 grados dc intensidad en la misma escala. ^Cuantas veces 
mas intenso fue el terremoto de Anchorage que el de Long 
Beach? 


60. Terremotos. Generalmente, la intensidad de un terremoto 
debc ser superior a los 5.6 grados en la escala de Richter 
para causar un dano grave. ^Cuantas veces mas intenso 
fue que el gran terremoto de Colombia ocurrido en 1906, 
que registro una magnitud de 8.6 grados en la escala de 
Richter? 

61. Vehfculos espaciales. Un cohete nuevo de combustible 
solido tiene una razon de peso de W/W. = 19.8 y una 
velocidad de escape c = 2.57 kilometres por segundo. 
iCual es su velocidad de agotamiento? Calcule la respuesta 
con dos cifras decimales. 

62. Vehiculos espaciales. Un cohete de combustible liquido 
tiene una razon de peso de M / /M / h = 6.2 y una velocidad de 
escape c = 5.2 kilometres por segundo. ^Cual es su 
velocidad de agotamiento? Calcule la respuesta con dos 
cifras decimales. 

63. Quimica. La concentracion del ion de hidrogeno de una 
sustancia se rclaciona con su acidez y basicidad. Debido a 
que las concentraciones del ion de hidrogeno varian en un 
rango muy amplio, sc usan los logaritmos para crear una 
escala de pH comprimida, que se define como sigue: 

pH = -log [H*] 

donde [H' ] es la concentracion del ion de hidrogeno, en 
moles por litre. El agua pura tiene un pH de 7, lo cual 
significa que es neutra. Las sustancias con un pH menor 
de 7 son acidas, y las que ticnen un pH mayor que 7 son 
basicas. Calcule el pH de cada una de las sustancias 
siguientes. dada la concentracion indicada del ion de 
hidrogeno. 

(A) Agua de mar, 4.63 X lO"’ 

(B) Vinagre, 9.32 X 10 ~ 4 

Indique tambien si es acido o basico. Calcule sus respuestas 
hasta una cifra decimal. 

64. Quimica. Refiriendose al problema 63, calcule el pH de 
cada una de las substancias siguientes, dada la concen¬ 
tracion indicada del ion de hidrogeno. Indique tambien si 
es acido o basico. Calcule las respuestas con una cifra 
decimal. 

(A) Lechc, 2.83 X 10 ~ 7 

(B) La paja del cultivo, 3.78 X 10 ~ 6 

65. Ecologia. Refierase al problema 63. En muchos lagos de 
Canada y Estados Unidos se extinguieron algunas formas 
de fauna debido al aumento en la acidez del agua de lluvia 
y de la nieve causadas por las emisiones de bioxido de 
azufre de la industria. Si el pH de una muestra de agua de 
lluvia es 5.2, <^cual es su concentracion de iones de 
hidrogeno en moles por litre? Calcule la respuesta hasta 
una cifra decimal. 

66 . Ecologia. Refierase al problema 63. Si el agua de lluvia 
normal tiene un pH de 5.7, ^.cual es su concentracion de 
iones de hidrogeno en moles por litre? Calcule la respuesta 
con una cifra decimal. 
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seccign 4-5 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas 

Ecuaciones exponenciales 
Ecuaciones logaritmicas 
Cambio de base 


Las ecuaciones que implican funciones exponenciales y logaritmicas, tales como 

2 3x ~ 2 = 5 y log (x + 3) + log x = 1 

se llaman ecuaciones exponenciales y logaritmicas, respectivamente. Las propieda- 
des de los logaritmos desempenan un papel central en su solucion. 

Los ejemplos siguientes ilustran el uso de las propiedades de los logaritmos en la solu¬ 
cion de las ecuaciones exponenciales. 


Solucion de una ecuacion exponencial 

Despeje .r de 2 3 * -2 = 5 con cuatro cifras decimales. 


Solucion ^Como se puede despejarx del exponente? jUsando logaritmos! Puesto que la funcion 
logaritmo es uno a uno, si dos cantidades positivas son iguales, sus logaritmos son 
iguales. Vease el teorema 1 en la seccion 4-3. 


2 ix ~ 2 = 5 


log 2^- 2 = log 5 
(3x — 2) log 2 = log 5 


3x - 2 

x 


log 5 
log 2 


H 2+ 

1.4406 


log_5\ 
1°I 2/ 


Tome el logaritmo comun o natural de ambos lados. 

Use log t N” = p log^ N para sacar 3x - 2 de la posicion 
del exponente. 


Recuerde: ' J ^ J t loq 5 - log 2. 
log 2 

Con cuatro cifras decimales 


FICURA 1 


Un dispositivo de graficacion proporciona un enfoque altemativo. Se grafican las fun¬ 
ciones y\ = 2 3 * -2 y y 2 = 5 y se usa la rutina de interseccion, como se indica en la fi- 
gura 1. 


s 



: : 

InUl"54C 

X=l.H l i06 

j-r 

HZ? ..V=S ■ 


0 
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Despeje x de 35 1 21 = 7 con cuatro cifras decimales. 


Interes compuesto 

Una cierta cantidad de dinero P (capital) se invierte a una tasa anual r de interes com¬ 
puesto anualmente. La cantidad de dinero A en la cuenta despues de t anos, suponiendo 
que no hay retiros, esta dada por 

/ rV' 

A - P\ 1 + - i = P(1 + rV n = 1 para interes compuesto anual 

V nj 

c'.Calcule cuantos anos aproximando al ano mas cercano pasaran para que se duplique si 
se invirtio a un 6% de interes compuesto anualmente? 

Solucion Para encontrar el tiempo de duplicacion, se reemplaza A por 2 P en la ecuacion A = 
P{ 1.06)' y se despeja t. 


2 P = P( 1.06)' 


2 = 1.06' 

Divida ambos lados entre P. 

log 2 = log 1.06' 

Tome el logaritmo comun o natural de ambos lados 

= t log 1.06 

Observe como se han usado las propiedades de los 

log 2 
log 1.06 

logaritmos para sacar t del exponente. 

= 12 anos 

Aproxime al ano mas cercano 


Repita el ejemplo 2, cambiando la tasa de interes al 9% compuesto anualmente. 


Presion atmosferica 

La presion atmosferica P, en libras por pulgada cuadrada, para ;t millas sobre nivel del 
mar esta dada aproximadamente por 

P = 14.7e -a21 * 

i A que altura la presion atmosferica sera la mitad de la presion al nivel del mar? Calcu- 
le la respuesta con dos digitos significativos. 

Solucion La presion al nivel del mar es la presion en x = 0. Asl, 

P = 14.7e° = 14.7 

La mitad de la presion al nivel del mar es de 14.7/2 = 7,35. El problema consiste ahora 
en encontrar a * tal que P = 7.35; es decir, se despeja x de 7.35 = 14.7e _0 - 21r : 
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7.35 
0.5 
In 0.5 


14.7c” a21 " 

e ~o. 2 ix Divida ambos lados entre 14.7 y simplifique 

no , Debido a que la base es e, se toma el logaritmo natural de 

In p 

ambos lados. 

— 0.21 a: In e = 1 


x 


In 0.5 
- 0.21 


■ 3.3 millas Con dos digitos significativos 


Usando la formula del ejemplo 3, encuentre la altitud en millas de manera que la pre- 
sion atmosferica sea un octavo de la presion al nivel del mar. Calcule la respuesta con 
dos digitos significativos. 


La grafica de 


e' + c 


0 ) 


FICURA 2 Catenaria. 


es una curva llamada catenaria (figura 2). Un cable uniforme suspcndido entre dos 
puntos fijos es un ejemplo fisico de esta curva. 



Solucion de una ecuacion exponencial 

f De la ecuacion dada (1), encuentre x para y = 2.5. Calcule la respuesta con cuatro cifras 
decimales. 


e x + e~ 


Solucion 


V = 


2.5 = 


e* + e T 


5 = e* + e~ x 

5e* = e 1 ' + 1 Multiplique ambos lados por e- 
e 2 " — 5e" +1=0 Esta es una ecuacion cuadratica en e‘. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


t 


• Ecuactones 

loyar;tmicas 


EIEMPLO 5 


Solucion 


Sea u = e*; entonces 


u 2 - 5u + 1 = 0 

5 ± V25 - 4(1)(1) 
“ 2 

= 5 ± V21 
2 


e' 


In e* 


x 


5 ± V21 
2 

, 5 ± V2i 
in ~— 

, 5 ± V2l 
ln ^~ 

-1.5668, 1.5668 


Reemplace a u con e' y despeje x. 


Tome el logaritmo natural de ambos lados (ambos 
valores del lado derecho son positivos). 

log B IT = x. 


Dado v = (e 1 - e x )/2, encuentre t para v = 1.5. Calcule la respuesta con tres cifras 
decimales. 


Sea^ = e 2 * + 3e* + e x 

(A) Intente encontrar x cuandoj = 7 con el mdtodo usado en el ejemplo 4. Expli- 
que la dificultad que surge. 

(B) Use un dispositivo de graficacion para encontrar a x cuando y = 7. 


En seguida se ilustrara la solucion de diversos tipos de ecuaciones logaritmicas. 


Solucion de una ecuacion logaritmica 

Resuelva log (x + 3) + log x = 1, y compruebe. 

Use primero las propiedades de los logaritmos para expresar el lado izquierdo como un 
solo logaritmo, despues convierta a la forma exponencial y despejex. 

log (x + 3) + log x = 1 

log [x(x + 3)] = 1 Combine el lado izquierdo usando log M + log N = log MN. 

x{x + 3) = 10 1 Cambie a la forma exponencial equivalente. 
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x 2 + 3x — 10 = 0 Escriba en la forma ax 2 + bx + c = 0 y resuelva. 

(x + 5)(jc - 2) = 0 

x = —5, 2 

Comprobacion x = -5: log (-5 + 3) + log (-5) no estadefinido porque el dominio de la funcion log 
es (0, «>). 

x = 2: log (2 + 3) + log 2 = log 5 + log 2 

= log (5 ■ 2) = log 10 = 1 

Asl, la linica solucion para la ecuacion original es x = 2. Recuerde, se deben verificar 
las respuestas en la ecuacion original para ver si se debe descartar alguna de estas. 


Resuelva log (x — 15) = 2 - log x, y compruebe. 


Solucion de una ecuacion logaritmica 

Resuelva (In x) 2 = In x 2 . 

No hay propiedades logantmicas para simplificar (In x) 2 . Sin embargo, se puede sim- 
plificar In x 2 , obteniendo una ecuacion que involucre a In x y a (In x) 2 . 


Esta es una ecuacion cuadratica en In x 
Cambie todos los terminos diferentes de cero al lado 
izquierdo y factorice. 

-2 = 0 
In x = 2 
x = e 2 

Verificar que x = 1 y x = e 2 son soluciones de la ecuacion original se le deja al lector. 

Un dispositivo de graficacion proporciona un enfoque alternativo. Se grafican las 
funcionesy, = (In x) 2 y y 2 = In x 2 y se usa la rutina de interseccion como se indica en la 
figura 3. Observe que x = 7.389 es una aproximacion del valor de e 2 , que es una de las 
soluciones de la ecuacion original. De manera que se pueda usar un dispositivo de 
graficacion para resolver muchas ecuaciones complicadas que involucran a las funcio- 
nes exponencia! y logaritmica y que no se pueden resolver por los metodos algebraicos 
de los ejemplos 1-6. Vease el ejercicio 4-5. 



(lnx ) 2 = lnx 2 
= 2 In x 

(In x ) 2 — 2 In x = 0 
(In x)(ln x — 2 ) = 0 
In x = 0 o In x 
x = 

= 1 


Resuelva log x 2 = (log x) 2 . 
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PRECAUCION 


Solucion 


Observe que 


(log,*) 2 # log^ 2 


(log D x) 2 = (log b x)(log 0 x) 
log 5 x 2 = 2 log t , x 


Intensidad de un terremoto 

Recuerde de la seccion 4-4 que la magnitud de un terremoto en la escala de Richter esta 
dada por 



Despeje E en terminos de los otros simbolos. 

2 E 

"■j 108 1; 

, E 3 M 

log — = —— Multiplique ambos lados por 

Efy 2 

£ 

— = 10 3M/2 Cambie a la forma exponenciai. 
Eo 

E = £ o 10' w/2 


Resuelva la ecuacion de un cohete de la seccion 4-4 para W h en terminos de los otros 
simbolos: 


v = cln 




i,Como se podria encontrar el logaritmo de un numero positivo en una base distinta de 
10 o e? i,Por ejemplo, como se encontraria log 3 5.2? En el ejemplo 8 se evaluo este 
logaritmo con un proceso directo. Despues se desarrollo una formula de cambio de 
base para encontrar estos logaritmos en general. Por consiguiente, incluso se podra 
recordar con mas facilidad el proceso de la formula. 


Evaluacion de un logaritmo de base 3 

Evalue log 3 5.2 con cuatro cifras decimales. 
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Solucion Seay = log, 5.2 y proceda como sigue: 


log, 5.2 = y 

5.2 = 3 y 

Cambie a la forma exponencial. 

In 5.2 = In 3 y 

Tome el logaritmo natural (o logaritmo comun) en ambos lados. 

= y In 3 

log, M- - p log c M 

In 5.2 

y In 3 

Despeje y. 


Reemplace y con log, 5.2 del primer paso, y con una calculadora evalue el lado derecho: 

log, 5.2 = = 1.5007 

In 3 


s Evalue log fl 5 0.0372 con cuatro cifras decimales. 


Para desarrollar una formula de cambio de base para bases positivas arbitrarias, 
con ninguna base igual a 1, se procede como en el ejemplo anterior. Sea y = log fc N, 
donde N y b son positivos y b + 1. Entonces 


log s N = y 


N = b> 

log„ N = log„ b- 
= y log a b 
_ log Q A' 

y log a b 


Escriba en la forma exponencial. 

En cada lado lome el logaritmo en otra base positiva a, a * 1. 
loa c Vf* - p log 1 M 

Despeje y. 


Reemplazando a y con log 4 N del primer paso, se obtiene una formula de cambio de 
base: 


En palabras, esta formula expresa que el logaritmo de un numero para una base dada es 
el logaritmo del numero en una base nueva dividido entre el logaritmo de la base vieja en 
la base nueva. En la practica, generalmente se elige a e o a 10 como la base nueva para 
que se pueda evaluar con calculadora los logaritmos necesarios (vease el ejemplo 8). 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Si b es cualquier numero real positivo diferente de 1, la formula de cambio de base 

implica que la funcion y = log^ x es un multiplo constante de la funcion natural 
logaritmica; es decir, log^x = k In x para alguna k. 
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(A) Grafique las funciones y = In x, y = 2 In x, y — 0.5 In x y y = -3 In x. 

(B) Escriba cada funcion del inciso A en la forma y = log 6 x encontrando la base b 
con dos ciffas decimales. 

(C) ^Cada funcion exponencial y = b* es un multiplo constante dey = e*? Explique. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. x = 0.2263 2. Es mas del doble en 9 aiios, pero no alcanza a ser el doble en 8 aiios. 

3. 9.9 millas. 4. x = 1.195 5. x = 20 6. x = 1,100 7. ^ = W,e~” c 

8 . 4.7486 


EJERti 


4-5 


A _ 

Resuelva los problemas del l al 12 con ires dlgiios significati- 
vos. 

1. 10-' = 0.0347 2. 10* = 14.3 3. lO 3 ' 4 ' = 92 

4. 10 5 '- 2 = 348 5. e x = 3.65 6. e~ x = 0.0142 

7. e 2 ”-' = 405 8 . e 3 ** 5 = 23.8 9. 5* = 18 

10. 3' = 4 11. 2~ x = 0.238 12. 3~ x = 0.074 

Resuelva los problemas del 13 al 18 exactamente. 

13. log 5 + log x = 2 14. log x - log 8 = 1 

15. log x + log (x - 3) = 1 

16. log (x — 9) + log 100* = 3 

17. log (* + 1) — log (* - 1)= 1 

18. log ( 2 * + 1 ) = 1 + log (x - 2 ) 


33. (In x) 3 = In x* 34. (log x ) 3 = log x* 

35. In (In x) = 1 36. log (log x) = 1 

37. *'° s ' = lOOx 38. 3'° SJr = 3x 

En los problemas del 39 al 40: 

(A) Explique la dijicultadpara resolver con exactitud la ecua- 
cion. 

(B) Determine el niimero de soluciones graficando las funcio¬ 
nes de cada lado de la ecuacion. 

e* n = 5 In x ln(ln x) + In x = 2 

En los problemas del 41 al 42: 

(A) Explique la dificultadresolviendo la ecuacion exactamente. 
^ (B) Use un dispositivo de graficacion para encontrar todas 
las soluciones hasta tres cifras decimales. 

3' + 2 = 7 + x - e~‘ e x '* = 5 log x + 4 In x 

Evalue los problemas del 43 a! 48 con cuatro cifras decimales. 


B 

Resuelva los problemas del 19 al 26 con tres digitos significa- 
tivos. 

19. 2=1.05' 20.3 = 1.06' 

21. e-'- 4 ' = 13 22. e 032 ' = 632 

23. 123 = 500e-° 12 ' 24. 438 = 200e 025 ' 

25. £?-'■ = 0.23 26. e'“ = 125 

Resuelva los problemas del 27 al 38 exactamente. 

27. log x - log 5 = log 2 - log (x — 3) 

28. log ( 6 * + 5) - log 3 = log 2 - log x 

29. In x = In (2x - 1) - In (x - 2) 

30. In (x + 1) = In (3x + 1 ) - lnx 

31. log (2* + 1) = 1 - log(x- 1) 

32. 1 - log (x - 2) = log (3x + 1) 


43. log 5 372 44. log 4 23 45. log 8 0.0352 

46. logj 0.005 439 47. Iog 3 0.1483 48. log l2 435.62 

c_ 

En los problemas del 49 al 56 para la variable indicada en 
terminos de los simbolos restantes. Use el log natural para 
resolver las ecuaciones exponenciales. 

49. A = Pe" despeje a r (finanzas) 

/ r 

50. A = PI 1 + —1 despeje a t (finanzas) 

51. D = 10 log—despeje a/(sonido) 

4 

52. t = —!(ln/l - ln/l 0 ) despeje a A (decaimiento) 

k 

53. M = 6 - 2.5 log — despeje / (astronomia) 

’n 
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5 A. L = 8.8 + 5.1 log D despeje D (astronomla) 

g 

55. / = — (1 — e K,/L ) despeje t (circuitos) 

R 

56. S = R —— -- —- despeje « (anualidad) 


Las siguientes combinaciones de funciones exponenciales de- 
finen cuatro de las seis funciones hiperbolicas, una clase im- 
portante de funciones en calculo y matematicas avanzadas. 
Resuelva los problemas del 57 al 60 para x en terminos de y. 
Estos resultados se usan para definir las funciones hiperbolicas 
inversas, otra clase tambien importante de funciones en calcu- 
loy matematicas avanzadas. 


57. y = 
59. y = 


e x + e '* 
2 

e' - e-’ 


e x + e 


58. 


60. 


y ~ 

y ~ 


2 

e x + e~‘ 
e x - e~ M 


Los problemas del 61 al 76 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. 

En los problemas del 61 al 64, se usa un dispositivo de 
graficacion para graficar cada funcion. [Sugerencia: Comienza 
usando la formula de cambio de base.] 

61. y = 3 + log 2 (2 - x) 62. y = log 3 (4 + x) - 5 

63. y = log,* - log 2 * 64. >• = log,* + log 2 * 

En los problemas del 65 al 76, se usa un dispositivo de 
graficacion para aproximar hasta dos cifras decimoles cual- 
quier solucion de la ecuacion en el intervalo 0 £ * S 1. Ningu- 
na de eslas ecuaciones se puede resolver exactamente usando 
el proceso algebraico paso por paso. 


65. 2~* - 2* = 0 
67. *3' -1=0 
69. e~* — x = 0 
71. *t?* — 2 = 0 
73. In * + 2* = 0 
75. In * + e x = 0 


66 . 3”* - 3* = 0 
68 . x2 x — 1=0 
70. xe 2 * —1=0 
72. e~ x -1 k = 0 
74. In * + x 2 = 0 
76. In * + * = 0 


APLICACIONES 

77. Interes compuesto. ^Cuantos anos, aproxime al mas 
cercano, pasaran para que se duplique una suma de dinero 
si se invierte al 15% de interes compuesto anualmente? 
Use la formula A = P[ 1 + (r/n)]"'. 

78. Interns compuesto. ^Cuantos anos, aproxime al mas 
cercano, pasaran para que se cuadruplique una suma de 
dinero si se invierte al 20 % de interes compuesto anual¬ 
mente? Use la formula A = P[ 1 + (r/n)]" 1 . 

79. Interns compuesto. iA que tasa de interes anual compuesto 
continuamente se tendran que invertir $1 000 para que se 


incrementen a S2 500 en 10 anos? Use la formula A = 
Pe". Calcule la respuesta con tres digitos significativos. 

80. Interns compuesto. ^Cuantos anos tendran que pasar para 
que S5 000 se incrementen a $8 000 si se invierte a una 
tasa de interes compuesto continuamente del 9% anual? 
Use la formula^ = Pe". Calcule la respuesta con tres digi¬ 
tos significativos. 

81. Astronomi'a. El brillo de las estrellas se expresa en terminos 
de magnitudes en una escala numerica que aumenta 
conforme disminuye el brillo. La magnitud m esta dada 
por la formula 


m = 6 — 2.5 log j- 

donde L es el flujo de luz de la estrella y L (J es el flujo de 
luz de las estrellas mas debiles visibles al ojo desnudo. 

(A) ^Cual es la magnitud de las estrellas mas debiles 
visibles a simple vista? 

(B) ^Cuanto tiempo mas brilla una estrella de magnitud 1 
que una estrella de magnitud 6 ? 

82. Astronomia. Es necesario un instrumento optico para 
observar las estrellas mas alia de la sexta magnitud el limite 
de vision ordinario. Sin embargo, los instrumentos opticos 
aun tienen sus limitaciones. La magnitud L. limite de 
cualquier telescopio optico con lentes de diametro D, en 
pulgadas, esta dada por 

L = 8.8 + 5.1 log D 

(A) Encuentre la magnitud limite para un telescopio 
reflector casero de 6 pulgadas. 

(B) Encuentre el diametro de un lente que tendria una 
magnitud limite de 20 . 6 . 

Calcule sus respuestas con tres digitos significativos. 

83. Poblacion. Un rnodelo matematico para el crecimiento 
demografico mundial sobre periodos cortos de tiempo esta 
dado por 


P = Pee" 

donde P es la poblacion despues de t anos, P 0 es la poblacion 
en t = 0 , y se supone que la poblacion crece continuamente 
a una tasa anual r. ^Cuantos anos, aproxime al mas cercano, 
pasaran para que la poblacion mundial se duplique si crece 
continuamente a una tasa anual del 2 %? 

84. Poblacion. Refierase al problema 83. Iniciando con una 
poblacion mundial de 4 mil millones de personas y supo- 
niendo que la poblacion crece continuamente a una tasa 
anual del 2 %, ^cuantos anos, aproxime al mas cercano, 
pasaran para que la poblacion crezca de manera que cada 
persona solo pueda disponer de 1 yarda cuadrada de tierra? 
La tierra esta formada por aproximadamente 1.7 X 10 14 
yardas cuadradas. 
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85. Arqucologia: fechamicnto con carbono 14. En tanto una 
planta o un animal esten vivos, el carbono 14 se mantiene 
en una cantidad constante en sus tejidos. Sin embargo, una 
vez que la planta o el animal mucrcn, la cantidad dc carbono 
14 comienza a disminuir por el dccaimiento radiactivo de 
acucrdo con la ccuacion 

A = /V 0 - 000124 ' 

dondc A cs la cantidad despucs dc t anos y A 0 es la cantidad 
cuando t = 0. Calcule la edad de un craneo dcscubicrto cn 
un sitio arqueologico si aun contiene el 10% de la cantidad 
original de carbono 14. Calcule la respuesta con tres digitos 
significativos. 

86 . Arqueologia: fechamiento con carbono 14. Refierase al 
problema 85. (,Cual es la vida media del carbono 14? Es 
decir, (.cuanto tiempo tardara cn dccaer la mitad dc una 
mucstra dc carbono 14? Calcule la respuesta con tres digitos 
significativos. 

87. Fotografia. Un flash electronico para una camara se activa 
cuando se descarga un capacitor por un fiiamento de 
alambre. Despues que se acciona el flash el capacitor se 
descarga, el circuito (vease la figura) se conecta y la bateria 
genera una corriente para recargar al capacitor. El tiempo 
que el capacitor tarda en recargarse se llama tiempo de 
reciclado. Para un flash en particular se usa una bateria de 
12 volts, la carga q , en coulombs, t segundos despues de 
que comienza a recargar esta dada por 

q = 0.0009(1 - e~ n -') 

(,En cuantos segundos alcanzara el capacitor una carga de 
0.0007 coulomb? Calcule la respuesta con tres digitos 
significativos. 


* * 89. Ley de enfriamiento de Newton. Esta ley establece que 
la razon a la que un objeto se enfria cs proporcional a la 
difcrcncia cn la temperatura entre cl objeto y su medio 
circundante. La temperature del objeto T, t horas despues 
esta dada por 

T = T m + (T q — T m )e~ k ‘ 

dondc T n _ cs la temperature del medio circundante y 7j. es 
la temperatura del objeto cn t = 0. Suponga que una botella 
dc vino a una temperatura ambiente dc 72°F sc pone a 
enfriar en un reffigerador a 40°F antes dc una ccna. Dcspues 
dc una hora sc cncucntra que la temperature del vino es dc 
61.5°F. Encuentre la constante k, con cifras decimales, y el 
tiempo, con una cifra decimal, en que la temperatura del 
vino descendera de 72 a 50°F. 

* 90. Biologia marina. La vida marina depende de una planta 

microscopica que existe en la zona fotica, una zona que 
esta a una profundidad en la que pcrmanccc casi cl 1% dc 
la luz dc la supcrficic. La intensidad de la luz se reduce de 
acucrdo con la funcion exponcncial 

/ = he-* 

donde 1 es la intensidad d en pies bajo la superficie e f es 
la intensidad en la superficie. La constante k se llama 
coeficiente de extincion. En Lago de Crista! en Wisconsin 
se encontro que la mitad de la luz de la superficie perma- 
necia a una profundidad de 14.3 pies. Encuentre k y la 
profundidad de la zona fotica. Calcule las respuestas con 
tres digitos significativos. 

* 91. Administration de la fauna. Sc lleva una manada de 20 

venados cola blanca a una isla costcra donde antes no habia 
venados. Se predicc que su poblacion aumentara segun la 
curva logistica 



88 . Publicidad. Una companta trata de dar a conocer un nuevo 
producto a tantas personas como sea posible mediante 
publicidad por television en un area metropolitana grande 
con 2 millones de posibles espectadores. Con un modelo 
para el numero de personas N, en millones, que conozcan 
el producto despues de t dlas de publicidad se encontro 
que era de 


N= 2(1 - e -003 ’ 1 ) 

(.Cuantos dias, aproxime al mas cercano, debe durar la 
campana, para que al menos un 80% dc los posibles 
espectadores conozca cl producto? 


N = 


100 

1 + 4e~ ,,i ' 


donde N es el numero de venados que habra aumentado la 
manada despues de i anos. ((En cuantos anos. aproxime al 
ano mas cercano, habra 50 venados cn la manada? 

• 92. Capacitacion laboral. Una fabrica de computadoras 
contrata a un empleado para que aprenda a probar cicrto 
modelo de computadora personal despues dc que sale dc 
la.llnea de ensamble. La curva de aprendizaje para un 
empleado promedio esta dada por 


N = 


200 

4 + 21e"°" 


dondc N es el numero de computadoras probadas por dia 
despues de t dias de trabajo. (.Cuantos dias, aproxime al 
dia mas cercano, le tomara a un empleado promedio probar 
40 computadoras por dia? 



Repaso del capitulo 4 


333 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 4 El crecimiento de las funciones crecientes 

Tanto la funcion exponencial 2* como la funcion logaritmica log, x son funciones crecientes: sus graficas se 
elevan conforme aumentax, Ademas, estas aumentan sin limite, pero de diferentes maneras. La funcion exponencial 
crece con rapidez, mientras que la funcion logaritmica aumenta muy lentamente. Calculando los valores de la 
funcion, y analizando sus graficas, se puede conocer la manera en que aumentan varias funciones crecientes. 

(A) Las funciones f(x) = 2 X y g(x) = x 3 son crecientes, pero para valores grandes de x,f aumenta mucho mas 
rapido que g. Ilustre este hecho calculando los valores de ambas funciones para varios valores grandes dex. 
Grafique ambas funciones y determine el numero de puntos de interseccion. 

(B) Las funciones h(x) = In x y k(x) = x 1 ' 4 son crecientes para x > 0, pero para valores grandes de x, h aumenta 
mucho mas lentamente que k. Ilustre este hecho calculando los valores de ambas funciones para varios 
valores grandes de x. Grafique ambas funciones y determine el numero de puntos de interseccion. 

(C) Las siguientes 12 funciones aumentan sin limite para x > 1. Pongalos en orden iniciando con la funcion que 
aumenta lentamente y terminando con la funcion que aumenta con rapidez: Vx, 2\ log x, e'\ x 6 , x In x, e\ 
x° In (In x), e 1 ", 2x, In x. 


Repaso del capitulo 4 

4 I FIIMOOKE \ 1XPONINCIAU3 


La ecuacion f(x) — b\ b > 0, b =£ 1, define una funcion 
exponencial de base b. El donhnio dc/es (-o°, ao) y el rango 
es (0, =«). La grafica de una funcion exponencial es una curva 
continua que siempre pasa por el punto ( 0 , 1 ) y tiene cl eje x 
como una asintota horizontal. Si b > 1, entonces b x aumen¬ 
ta conforme aumenta x, y si 0 < b < 1 ,entonces b' dismi- 
nuye conforme aumenta x. La funcion/es uno a uno y tiene 
inversa. Se tienen las siguientes propiedades de la funcion 
exponencial: 

1. a ’a ' = «" v 

(eY = — 

bj b• 

2 . «•' = a si y solo si x = v. 

3. Para x + 0, entonces a x — b x si y solo si a — b. 

Las funciones exponenciales se usan para describir diversos 
tipos de crecimiento. 

1. El crecimiento demografico puede ser modelado con el mo- 
delo del crecimiento de tiempo de duplicacion P = P 0 2'*, 
donde P es la poblacion en el tiempo t, P 0 es la poblacion en 
el tiempo t = 0 y d es el tiempo de duplicacion (el tiempo 
necesario para que la poblacion se duplique). 

2. El decaimiento radiactivo se puede modelar con el modclo 
del decaimiento de la vida media A = ^4 0 (2)''' ,l = 

donde A es la cantidad en el tiempo t, A g es la cantidad en 
el tiempo t = 0 y h es la vida media (el tiempo que tarda 
en decaer la mitad de la materia). 


3. El aumento de dinero en una cuenta que paga interes 
compuesto esta descrito por A = P{ 1 + r/n)‘", donde P es 
el capital, r la tasa anual, n el numero de periodos en un 
ano, y A es la cantidad en una cuenta despues de t anos. 
Tantbien se le llama P al valor actual y A al valor futuro 
de la cuenta. 


4 2 LA FUNCION tAFONtHClAL Ot c 

C’uando m se aproxima a '^.la expresion (1 + 1 im)"’ se aproxima 
al numero irracional e * 2.718 281 828 459. La funcion/(x) 
= e* sq llama funcion exponencial de base e. Las funciones 
de base e se usan para modelar diferentes tipos de crecimiento 
y decaimiento exponencial, incluyendo el crecimiento de dinero 
en cuentas que pagan un interes compuesto continuo. Si se 
invierte un capital P a una tasa r anual compuesta continua- 
mente, entonces el capital A en la cuenta despues de t anos esta 
dada por A = Pe". 


.) ! f t.v-K fONt' LOCAKi r MIC ■ 

La funcion logaritmica de base b se define como la inversa 
de la funcion exponencial de base b v se denota pory = log^x. 
Asi, y = log A x si y solo si x = b'\ b> 0, b + 1. El dominio de 
una funcion logaritmica es (0, y cl rango es ( — x . =»)• La 
grafica de una funcion logaritmica es una curva continua que 
siempre pasa por el punto (l. 0) y tiene al eje y como asintota 


(a-')-' = a xy (abY = a x b x 


a 

— = a x ~ r 
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vertical. Se tienen las siguientes propiedades de las funciones 
logantmicas: 

1 . log, 1 = 0 

2 . log, b = 1 

3. log, b x •- x 

4. b'° e ' x = x, x > 0 

5. log, MN = log, M + log, N 

M 

6 . log, — = log h M - log, N 

A 

7. log, M p = p log, M 

8 . log, M = log, A' si y solo si M = N 


Los logaritmos de base 10 se llaman logaritmos comunes y se 
denotan por log x. Los logaritmos de base e se conocen como 
logaritmos naturales y se denotan por In x. Asi. log x = y es 
equivalente ax = 10 ''y In x = y es equivalentc a x = e>. 


Las aplicaciones siguientes implican los logaritmos: 

1. El decibel se define por D = 10 log (///„), donde D es el 
nivel de decibel del sonido, I es la intensidad del sonido 
e /„ = 10 12 watts por metro cuadrado es un nivel estan- 
darizado del sonido. 

2. La magnitud M de un terremoto en la escala de Richter 
esta dada por M = j log (ElE n ), donde E es la energla 
liberada por cl terremoto y E () = lO 4-10 joules es un nivel 
estandarizado de la energia. 

3. La velocidad v de un coliete con posquemador esta dada 
por la ecuacion dc cohete v = c In (W/IVX donde c es la 
velocidad del escape, IV el peso de la partida y lV b el peso 
del posquemador. 


Varias tccnicas para resolver ecuaciones exponenciales, como 
2 >-’ = 5 y ecuaciones logaritmicas, como log (.v 4 - 3) + 
log x = 1, se ilustran con ejcmplos. La fdrmula de cambio de 
base, log, N - (log tj AVllog, b ), relaciona a los logaritmos de 
dos bases diferentes que sc pueden calcular, mediante una cal- 
euladora que cvaltie logaritmos con bases diferentes de e o 10 . 


Ejercicio de repaso del capitulo 4 

Al resolver losproblemas de este capitulo revise v compntebe 
sas respites tas con las se que dan al final del libro.Aht estan todas 
las respuestas a los problemas de repaso. Despues de cada res- 
puesta liay un numero en tipo italico que indica la seccion a la 
que corresponde el problema que se esta analizando. Si se pre- 
sentan dudas repase las secciones correspondientes en el texto. 

A _ 

1. Escriba en forma logarilmica usando la base 10: m = 10" 

2. Escriba en forma logaritmica usando la base e: x = e- 

Escriba los problemas 3 y 4 en forma exponencial. 

3. log x - y 4. In y - x 

En los problemas 5 y 6. simplifique. 


En los problemas del 7 al 9 despeje x exactamente. No use 
caletdadora ni labia. 


B ___ 

En los problemas del 14 al 24 despeje x exactamente. No use 
calculadora ni tabla. 


14. 

In (2x - 

1) = 

In (x + 3) 



15. 

o' 

(JO 

Sx 

1 

3) = 

: 2 log (x - 

1) 


16. 

e x ’~ 3 = i 

,2x 


17. 

4'" 1 =2'"' 

18. 

2x 2 e~ x = 

18C 

-X 

19. 

log„ 4 16 = x 

20. 

log, 9 = 

-2 


21. 

= f 

22. 

log., e‘- = 

: 5 


23. 

]0 l “ s "' r = 33 

24. 

o 

II 

* 

c 






Rvalue los problemas del 25 at 2H con cuatro digitos significa- 
tivos usando una calculadora. 

25. In it 26. log (— e) 

e* + 

27. -it 1 " 2 28. --- 


7. log 2 x = 3 8 . log, 25 = 2 9. log 3 27 = x 

En los problemas del 10 al 13 despeje x con tres digitos signi- 
ficativos. 

10. 10'=17.5 11. e > — 143 000 

13. log x — 2.013 


En los problemas de! 29 al 38 despeje x con ires digitos signi- 
ficativos. 

29. x = 2(10*■•'“) 30. x = log, 23 

31. In x = -3.218 32. * = log (2.156 x 10" 7 ) 


33. 


In 4 
In 2.31 


12. In x = -0.015 73 


34. 25 = 5(2') 
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35. 4 000 = 2 500(e° ,2 *) 36. 0.01 = e' 005 ' 

37. 5 2 ‘ ■’ = 7.08 38. — - * = 1 

2 

En los problewas del 39 al 44 despeje x exactamente. No use 
calculadora ill tablet. 

39. log 3 a 3 — log 9 a: = 2 

40. log x - log 3 = log 4 - log ( x + 4) 

41. In (x + 3) - In a- = 2 In 2 

42. In (2a + I) - In (a — 1) = 1ha 

43. (log a) 3 = log a" 44. In (log a) = 1 

En los problewas 45 y 46. simplifique. 

45. ( e ' + !)(<r r - 1) - e x (e' x - 1) * 

46. (e x + (?■')(«■' — e x ) — (e x — e ') 2 

Grafique each funcion de los problewas del 47 al 50. 

Compruebe los problewas del 47 al 50 con un dispositivo de 
graftcacion. 

47. y = 2*"' 48. /(t) = 10e -008 ' 

100 

49. y = In (a + 1) 50. N = -— 

1 + 3e 


I 


Si la grafica de v = e* se refleja con rcspccto a la recta y = 
a. se obtiene la grafica de la funcion y = In x. Analicc las 
fiinciones que se oblienen reflejando la grafica dey = e' 
en el eje x v en el eje v. 

(A) Explique por quo la ecuacion e~ ,:y = 4 In (a + l)tiene 
exactamente una solucion. 

(B) Encucntrc la solucion de la ecuacion con tres ciffas 
decimates. 



Aproxime todas las raices reales de/(A) 
con tres cifras decimates. 


4 - x 2 + In x 


? 54. Encuentre las coordenadas de los puntos de interseccion 
de /(a) = 10 ' 3 y g(x) = 8 log x con tres cifras dccimales. 


En los problewas del 55 al 58 despeje la variable que se indiea 
en terwinos de los simbolos restantes. 

55. D = 10 log — despeje l (intensidad del sonido) 


56. v = 


V2tt * 


despeje x (probabilidad) 


57. a = — - In — despeje / (intensidad de los rayos X). 

rC 1 q 


58. r = P 


l - (l + 0 


despeje n (finanzas) 


Encuentre la inversa de cada funcion en los problewas 59 y 60. 


59. /(A) = 2 In (a - 1) 
e x — e * 


60. /(a) = • 


61. Escriba In y = -5/ + In c en forma exponencial libre de 
logaritmos: despues despejey en terminos de los simbolos 
restantes. 

62. Para/= {(a,v) | v = log, a|, grafique/y/ 'en el mismo 
sistema coordenado. ^Cuales son los dominios y los rangos 
de/y/ '? 

Explique por que no sc puede usar 1 como base logaritmica. 
Pruebe que log^ (M/N) = log () M — log (i N. 


65. Crecimiento demografico. Muchos paises tienen una tasa 
de crecimiento demografico dc 3% (o mas) por ano. ( ',A 
esta tasa, cuantos anos tardara en duplicarsc una poblacion? 
Use cl modelo de crecimiento compuesto anual P = P n ( 1 
+ r)'. Calcule la respuesta hasta ties digitos significativos. 

66 . Crecimiento demografico. Repita el problcma 65 que usa 

el modelo de crecimiento compuesto continuamentc P = 

P e" 
r o L • 

67. Fechamiento con carbono 14. (.Cuantos anos tardara el 
carbono 14 en disminuira 1 % de la cantidad original despues 
de la muerte de una planta o animal? Use la formula A = 
^(,-000(11241 c a ] cu ] e i a respuesta con tres digitos signi¬ 
ficativos. 

68 . Medicina. Una celula de leueemia que se invecta en un 
raton saludable. se dividira en dos celulas en aproxima- 
damente ' 2 dia. Al finalizar el dia estas dos celulas se 
dividiran en cuatro. La duplicacion continuara hasta que 
se hayan formado mil millones de celulas; despues el animal 
muere con el cuerpo invadido de celulas leuccmicas. 

(A) Escriba una ecuacion que de el numero .V de celulas 
leucemicas despues de t dias. 

(B) (.Cuando. aproxime al dia mas cercano, morira el 
raton? 

69. Crecimiento del dinero. Suponga que se invierte S I a una 
tasa anual del 3% dc interes compuesto continuamente desde 
el nacimiento de Cristo. (,Que cantidad habria en la cuenta 
en el ano 2000? Calcule la respuesta con dos digitos signi¬ 
ficativos. 

70. Valor actual. Despejando a P de A = Pt" se obtiene P = 
Ae~ rl , que es el valor actual de la cantidad A obtenido 
despues de r anos si el dinero se invierte a una tasa r dc 
interes compuesto continuamente. 

(A) Grafique P = 1 000(e-° l>s '). 0 5 t Z 30. 

(B) (.A que tiende P cuando r tiende a infinito? [Conclu¬ 
sion: El mayor tiempo es hasta que la cantidad A se 
aicanza; el rnenor tiempo es su valor presente, como 
se espera.] 
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71. Tcrremotos. El terremoto que ocurrio en 1971 en San 
Fernando, California, libero 1.99 X 10 14 joules de energia. 
Calculc su magnitud en la escala de Richter con la formula 
M = \ log (E;E 0 ), donde E a = 10 4 40 joules. Calcule la 
respuesta con una cifra decimal. 

72. Terrcmotos. Refierase al problcma 71. ^Si la magnitud 
del terremoto ocurrido en San Francisco en 1906 hubiera 
sido de 8.3 en la escala de Richter, quanta energia hubie¬ 
ra liberado? Calcule la respuesta con tres digitos signifi- 
cativos. 

73. Sonido. ^Si la intensidad de una fuente de sonido es 
100 000 veces la de otro, ^cuanto mas grande es el nivel 
de decibeles del sonido mas fuerte comparado con el del 
mas suave? Use la formula D = 10 log (///„). 

74. Biologia marina. La intensidad de la luz al entrar al agua 
se reduce de acuerdo con la funcion exponencial 

I = 


donde / es la intensidad, d en pies bajo la superficie, I Q la 
intensidad en la superficie y k el coeficiente de extincion. 
Las medidas en el Mar de Sargasso en Las Antillas han 
indicado que esa mitad de la luz de la superficie alcanza 
una profundidad de 73.6 pics. Encuentre la luz k y la pro- 
fundidad a la cual permanecc el 1 % de la luz de la superficie. 
Calculc las respuestas con tres digitos significativos. 

75. Administracion de la fauna. Un lago formado por un 
dique contienc 1 000 peces. Se cspera que su poblacion 
aumente segun la curva logistica 


' 1 + 29e~‘ 

donde N es el numero de peces, en miles, que sc cspera 
habra despues de t aftos. El lago estara abierto a la pesca 
cuando el numero de peces sea de 20 000 . /Cuantos anos. 
aproxime al ano mas cercano, pasaran para que se alcance 
esta cifra? 


Ejercicio de repaso acumulativo de los capitulos 3 y 4 


Resuelva losprohlemas de este repaso acumulativo y comprue- 
be sus respuestas comparandolas con las que se incluyen al 
final del libro. A hi estan las respuestas a los problemas de re¬ 
paso. Despues de cada respuesta hay un numero en tipo italico 
que indica la seccion a la cual pertenece el problema que se 
esta analizando. Si tiene dijicultad para resolver algitn ejerci¬ 
cio, repose la seccion correspondiente en el texto. 

A _ 

1. Sea P(x) el polinomio cuya grafica sc muestra en la figura: 

(A) Suponga que P(x) tiene raices de enteros y coeficiente 
delantero 1 , encuentre la ecuacion de grado mas bajo 
que podria producir esta grafica. 

(B) Describa el comportamiento a la izquierda y a la 
derecha de P(x). 


P(x) 



3. Sea P(x) = 2(x + 2)(x - 3)(x - 5). ( T ,Cuales son las raiccs 
de P(x)j 

4. Sea P(x) = Ax' - 5x 2 — 3jc — 1. ^Como se puede saber si 
P{x) tiene por lo menos una raiz real entre 1 y 2? 

5. Sea P(x) = x- + x 2 - lOx + 8. Encuentre todas las raices 
racionales para P(x). 

6 . Descomponga en fracciones parciales: 

5x — 4 

(x - 2)(x + 1) 

7. Despejex: 

(A) y =■■ 10‘ (B) y = In x 

8 . Simplifique: 

e** 

(A) (2e‘r (B) — 

e " 

9. Despeje x exactamentc. No use calculadora. 

(A) log 3 x = 2 (B) log, 81 = x 

(C) log, 4=-2 

10. Despeje x con tres digitos significativos. 

(A) 10* = 2.35 (B) e 1 = 87 500 

(C) log x = -1.25 (D) In x = 2.75 

B__ 


2. En P(x) — 3x’ + 5x 2 — 18x — 3 y D(x) — x + 3, use La funcion/ resta la raiz cuadrada del elemento del domi- 

division sintetica para dividir P(x) entre D(x) y escriba la nio de tres veces, el logaritmo del elemento del domtnio. 

respuesta en la forma P(x) = D(x)Q{x) + R. Escriba una definicion algebraica de/ 
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Describa en forma verbal de funcion fix) = 100e 0 5t - 50. 

13. Si P(x) = 2.r' - 5 jt 2 4- 3x + 2, encucntrc P(fi usando el 
teorema del residuo y la division sintetica. 

14. Cual de los siguientes es un factor de 


(C) Trace la grafica de/ Dibuje las asintotas veriicales y hori- 
zontales con llneas discontinuas. 

Resuelva los problemas del 25 ul 34 para x exactamente. A fo 
use calciiladora. 


P(x) = x 25 - X 20 + x 15 + X 10 - X s + 1 
(A) x — 1 (B) x + 1 

15. Sea P(x) = x 4 — 8 .x 2 + 3 

(A) Grafique P(x) y describa verbalmentc la grafica, 
incluyendo el numero de intersecciones eon el eje x, 
el numero de puntos de retorno y su comportamiento 
a la izquierda y a la derccha. 

(B) Use el mctodo de biseccion para aproximar la inter¬ 
section con el eje x mas grande con una cifra deci¬ 
mal. 

16. Sea P(x) = x 4 + 2x 3 - 20.r - 30. 

(A) Encuentre el numero positivo mas pequeno y el entero 
negativo mas grande que, por el teorema 2 de la 
seccion 4-3, son sus limites superior e inferior, 
respectivamente, para las raices reales de P(x). 

(B) Use el metodo de biseccion para aproximarse a la raiz 
real mas grande de P(x) con dos cifras decimales. 

(C) Use un dispositivo de graficacion para aproximar las 
raices reales de P(x) con dos cifras decimales. 

17. Permita P(x) = 2.x 4 - 9X 3 + 10x 2 + x - 4. Encuentre Q(x) 
y R tales que P(x) = (x - 2) Q(x) + R. ^Que valor tiene 
Pi 2)1 

18. Encuentre las raices: racional. irracional e iniaginaria, exac¬ 
tamente para P(x) = 4a 3 - 20x 2 + 29x - 15. 

19. Encuentre todas las raices: racional, irracional e imaginaria, 
exactamente para P(x) = X 4 + 5x 5 + x 2 - 15.x - 12, y 
factorice a P(x) en factores lincales. 

20. Resuelva x 3 + 36 s lx 2 . Escriba las respuestas en la 
notation de desigualdad y del intervalo. 

21. Aproxime todas las soluciones reales con dos cifras decima¬ 
les: x s + 4x - 20 = 0 


25. V = 4 T * 4 26. 2x 2 e 1 + .xg- J = e"' 

27. e lru = 2.5 28. log, 10 4 = 4 

29. log 9 x = -§ 

30. In (x + 4) - In (x - 4) = 2 In 3 

31. In ( 2 .x 2 + 2 ) = 2 In ( 2 x - 4) 

32. log .x + log (x + 15) = 2 

33. log (In x) = — 1 34. 4 (In x ) 2 = In x 2 

En los problemas del 35 a! 39 despeje x con tres digitos signi- 
ficativos. 

35. x = log, 41 36. Inx = 1.45 

37. 4(2 J ) = 20 38. lOe -05 * = 1.6 


Grafique cada funcion de los problemas del 40 a143. 

Compruebe los problemas de! 40 al 43 con un dispositivo de 
graficacion. 

40. v = 3'-' 41. fix) = In (2 - x) 

42. A(/) = lOOe -03 ' 43. v = ~2e ' + 3 

Si la grafica de y = In x se rcflcja con respecto a la recta y 
= x, se obtiene la grafica de la funciony = e'. Analice las 
funciones que se obtienen reflcjando la grafica de v = lnx 
en el eje x y en el cjey. 

45. Explique por que la ecuacion e ' = In x tiene 
exactamente una solucion. 

(B) Use un dispositivo de graficacion para aproximar la 
solucion de la ecuacion con dos cifras decimales. 


22. Descomponga en fracciones parciales: 

3X 2 - x + 1 
x(x + l) 2 

23. Descomponga en fracciones parciales: 

x 2 + x — 2 
x 3 - x 2 + x 

24. Sea f(x) = 2x + 8 

x + 2 

(A) Encuentre el dominio y las intersecciones para/ 

(B) Enfcuentre las asintotas verticales y horizontales pa¬ 

ra/ 


c_ 

Si P{x) es un polinomio de cuarto grado con coeficicntes 
enteros, y si i es una raiz de P(x). ( ',puede P(x) tener raices 
irracionales? Explique. 

47. Sea P(x) = x 4 + 9x 3 - 500x 2 + 20 000. 

(A) Encuentre el multiplo entero positivo mas pequeno 
de 10 y el multiplo entero negativo mas grande de 10 
que, por el teorema 2 de la seccion 4-3, sean los limites 
superior e inferior, respectivamente, para las raices 
reales de P(x). 

(B) Aproxime las raices rcales de P(x) con dos cifras 
decimales. 
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48. Grafique/e indique cualquier asintota horizontal, vertical 
u oblicua con lineas discontinuas: 


f(x) = 


x 2 + Ax + 8 
x + 2 


caja mas la medida de su contorno es dc 10 pics (vcasc 
figura). Encuentre las dimensiones si los extrcmos dc la 
caja son cuadrados y su volumen es dc 8 pics eubicos. 
Encuentre las soluciones racionalcs exactamcme y las 
soluciones irracionales con una cifra decimal. 


49. Encuentre un polinomio de grado inferior con coeficien- 
te principal 1 que tenga raices - 1 (multiplicidad 2 ). 0 (mul- 
tiplicidad 3), 3 + 5f y 3 — 5/. Exprese la respuesta cn forma 
factorizada. ^Cual es el grado del polinomio? 

50. Encuentre todas las raices: la racional, irracional e imagina- 
ria, cxactamente para 

P(x) = X s - 4,ri + 3.r 5 + lO.r - I Ox - 12 
y factorice P(x) en factores linealcs. 

^ 51. Encuentre las raices racionales exactamente y las raices 
irracionales con dos cifras decimales para 



P(x) = + 4.r 4 + .v 3 - 1 Ijc 2 - 8.v + 4 

52. Descomponga cn fraccioncs parcialcs: 

,r 2 - 4,v + 11 
,r J - jc* + x 1 - 3x + 2 

53. Sea J(x) = 3 In (.v — 2). 

(A) Encuentre/ '(.v ).' 

(B) Encuentre el dominio y el rango de/y/ -1 . 

(C) Grafique J\ f y y — x en el mismo sistema 
coordenado. 

Vcrifiquc por graficacion ff 1 yy = x en una ventana de 
vision cuadrada con un dispositivo de graficacion. 

54. Use logaritmos naturales para resolver ir. 


58. Geometria. La diagonal de un rectangulo tiene 2 pies mas 
de largo que uno dc sus lados, y su area es de 6 pies 
cuadrados. Encuentre las dimensiones del rectangulo. 
Encuentre las soluciones racionales exactamente y las 
soluciones irracionales con una cifra decimal. 

59. Crecimiento demografico. Si Zaire tiene una poblacion 
de casi 40 millones de personas y cl tiempo que tarda en 
duplicarse es de 22 afios, encuentre la poblacion en: 

(A) 5 afios (B) 30 anos 

Calcule las respuestas con tres digitos signifieativos. 

60. Interes compuesto. ^Cuanto tiempo tardara en duplicarse 
una cantidad dc dincro inverlido que gana 7% de interes 
compuesto anualmcnte? Use el modelo de crecimiento com¬ 
puesto anual P = P t) { 1 + y calcule la respuesta con tres 
digitos signifieativos. 

61. Interes compuesto. Repita cl problema 60 usando el 
modelo de interes compuesto continuo P= P y". 


55. Resuelva In (v = 5.v + In A paray)- Exprese la respuesta en 
una forma que no contenga logaritmos. 


56. Resuelvay = 


e* — 2e s 
-para x: 


57. Mensajcria. Un scrvicio de mensajeria proporciona a sus 
clientcs cajas dc embarque rectangulares. F .1 largo de la 


62. Los terremotos. Si los terremotos ocurridos cn 1906 y 
1989. cn San Francisco, registraron 8.3 y 7.1 grados 
respcctivamcntc, cn la escala de Richter, ^cuanttis voces 
mas intenso fue el terremoto de 1906 que cl dc 1989? Use 
la formula M = | log ( E/E 0 ), dondc £„ = 10 JJ0 joules y 
calcule la respuesta con una cifra decimal. 

63. Sonido. Si el nivel de decibeles cn un concierto de rock cs 
de 88 . encuentre la intensidad del sonido en el concierto. 
Use la formula D = 10 log (7//), donde / = 10 " 12 watts 
por metro cuadrado y calcule la respuesta con dos digitos 
signifieativos. 
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5 Funciones trigonometricas 


Al parecer, las funciones trigonometricas tuvieron sus origenes en el estudio de la 
medicion indirecta de anguios de distancias y de ia “esfera celeste” asi como en las 
mediciones de las tierras inundadas por el Nilo realizadas por los griegos. La “tri- 
gonometria” se basa en la paiabra griega con que se denomina la medida de un 
triangulo, y fue usada por primera vez como titulo de un texto escrito por el mate- 
matico aleman Pitiscus en el 1600 d.C. 

Originalmente, la aplicacion de las funciones trigonometricas estaba restringida a 
los anguios y a la medicidn indirecta de distancias entre estos. Las restricciones 
fueron desaparecicndo de manera gradual, y ahora se cuenta con funciones 
trigonometricas de numeros reales. En la actualidad, las aplicaciones modernas 
abarcan muchos tipos de problemas que tienen poco o nada que ver con anguios o 
triangulos (aplicaciones que implican fenomenos periodicos tales como el sonido, 
la luz y las ondas electricas; los ciclos de un negocio y el movimiento planetario). 

En este libro no se seguira el enfoque tradicional, ya que se eomenzara con una 
introduccion a las funciones trigonometricas (funciones circulares) cuyos domi- 
nios son numeros reales; v despues se definiran las funciones trigonometricas cu¬ 
yos dominios son anguios. 


SECCION 



La funcion generadora 


Definicion de la funcion generadora 
Valores reales para numeros reales particulares 
La funcion generadora no es uno a uno 


• Definicion de l« 
funcion generadora 


V 



Las importantes definiciones de las funciones circulares que se presentan en la proxi- 
ma seccion se basan en una funcion W, llamada funcion generadora, cuyo dominio es el 
conjunto de todos los numeros reales y cuyo rango es el conjunto de puntos del circulo 
unitario; es decir, un circulo de radio 1 con el centra en el origen de un sistema 
coordenado rectangular. Su ecuacion es w 2 + v 2 = 1 (vease figura 1).* 

Una funcion generadora significa, “enrollar” una recta numerica real con origen 
en (1,0) alrededor del circulo unitario. el eje real positivo se enrolla en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj, el eje real negativo se enrolla en el sentido de las maneci- 
llas del reloj. De esta manera, cada numero real de la recta real se relaciona con un solo 
punto, llamado punto circular del circulo unitario, como se muestra en la figura 2. 


Circulo unitario. 

r 


4 

2 

1 1 j 3' 

(1,0) ... • f 

1 

2 

(i,°) r 

4 

l 

I 

2 

\ 

"V ’ 

\d,0) 

yo 

FIGURA 2 Funcion generadora. 
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-1 
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>2 

1 

r *2 

i 

-2 


* Ahora se usa a las variables u y v en lugar de x y y de tal manera que ,v pueda ser usada sin ambigiiedad 
como una variable independiente al definir las funciones generadora y circular. Ambas funciones usan al 
circulo unidad en sus definiciones. 
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Para localizar un punto circular asociado con un numero como 37 o — 105. la recta 
numerica se enrolla muchas veces alrededor del circulo. 

Una manera equivalente de relacionar los mimeros reales con puntos en el circulo 
unitario es pensar en terirunos de la longitudde arco, suponiendo que se sabe cual es la 
longitud de arco. Para encontrar el punto circular P que esta asociado con el numero 
real x, se empieza en A(l, 0) y se mueve |x| unidades a lo largo del circulo unitario, en 
sentido contrario al de las manecilias del reloj si x es positiva y en el sentido de las 
manecillas del reloj si es negativa. La longitud de arco AP es |x| (vease figura 3). 



Es iniportante poder encontrar las coordenadas (a, b) del punto circular P asocia¬ 
do con un numero real x dado, asi que se puede escribir W(x) = (a, b). En general, esto 
es dificil y requiere del uso de una calculadora. Sin embargo, para mimeros reales 
dados, con multiplos enteros de it/6, ir/4, tt/3 y it/2, se puede encontrar las coordena¬ 
das exactas de los puntos circulares correspondientes usando las sencillas propiedades 
geometricas de un circulo. 


Valorcs rcalcs pita 
numero? reale? 
partirulares 


Se comenzara la investigacion encontrando la circunferencia del circulo unitario. Pues- 
to que el radio r — 1,1a circunferencia es 

2'iir = 2 tt(1) = 2tt Circunferencia del circulo unitario 


Un cuarto, una mitad y tres cuartos de la circunferencia son, respectivamente, tt/2, tt y 
3Tr/2. Los puntos circulares correspondientes a estos mimeros reales en los ejes 
coordenados y, por consiguiente, sus coordenadas se determinan facilmente (vease fi¬ 
gura 4). 

VWO) = (1,0) 


V 



Puntos circulares en 
los ejes coordenados. 


Ki) =(0 - ■> 

W(1T) == (-1,0) 



W(2tt) = (1,0) 


O 


Siguiendo el mismo procedimiento, se puede encontrar las coordenadas de cual- 
quier punto circular en los ejes coordenados; es decir, de cualquLer punto circular que 
corresp onda a un numero real que sea un miiltiplo entero de tt/2. 
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ElfcMPLO 1 


Solucion 


Problema jeleccloruido T 


V 



FIGURA 5 Punto circular 
W(n{4). 


Determinacion de las coordenadas de los puntos circulares 

Encuentre las coordenadas de los puntos circulares: 

(A) W(- ir/2) (B) W(5 tt/2) 

(A) Empezando en el punto (1,0), se hace un cuarto de vuelta del circulo en el sentido 
de las manecillas del reloj (vease figura 4). En consecuencia, 

w(-f)-(0.-I) 

(B) Empezando en el punto (1,0) y en el sentido de las manecillas del reloj, se cuen- 
tan pasos de un cuarto del circulo, ir/2, 2 it/2, 317/2,4n/2, hasta llegar a 5ir/2. Asi, 
el punto circular esta en el eje vertical positivo, y se tiene 



= ( 0 . 1 ) 


Encuentre las coordenadas de los puntos circulares: 
(A) W(-ir) (B) W(3ir) 


Ahora se encuentran las coordenadas del punto circular M / (tt / 4). Puesto que it. 4 es 
la mitad del arco que une a (1,0) y (0, 1), el punto circular JP(it/ 4) debe estar en la recta 
v = u, como se muestra en la figura 5. Puesto que W(-u/4) esta en la recta v = it y en el 
circulo it 2 + v 2 = 1 , sus coordenadas (a, b ) deben satisfacer ambas ecuaciones. Esto es, 

a = b y a 2 + b 2 ~ 1 
Sustituyendo a por b en la segunda ecuacion. se tiene 

a 2 + a 2 = 1 
2 a 2 = 1 



o = -1/V2 se debe descartar, ya que 
W(n/4) esta en el primer cuadrante. 


a = r 


V2 


V2 


A1 usar la primera ecuacion, se ve que 

b “=iri 
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Por lo tanto. 


i 


Usando las propiedades dc simctria de un ci'rculo (el circulo unitario es simetrico 
con respeto a arnbos ejes y al origcn) se pueden encontrar facilmente las coordenadas 
de cualquier punto circular que se refleja a traves del eje vertical, el eje horizontal o el 
origen de H''('rr/4). 


Determinacion de las coordenadas de puntos circulares 

Encuentre las coordenadas de los puntos circulares: 


(A) W(5ir/4) <B) W( —tt/4) 

Soluciones (A) Empezando en (1,0) y contando pasos de un octavo de circulo en el sentido de las 
manecillas del reloj (<jt/4, 2tt'4, 3ir/4, 4^/4). 5tt/4 ). se encuentra que esta en el 
tercer cuadrante en el punto medio del circulo que esta entre (— 1, 0) y (0, -1), 
como se indica en la figura 6. Usando simctria con respecto al origen, se obtiene 


A = (_J _L 

i ) l V? V"2 


1 

J 
. 2? 
3ji 4 

A 

f°, D , , 

x l-i,, 

A. . 

1 

O 

W 

0, 0) 


_K ) 

I 

4 S— _i 1 1 

V 21 

V 2 ' 


(0, -1) 





(B) Empezando en (1, 0), se continua un octavo del camino alrededor del circulo 
unitario en el sentido de las manecillas del reloj y se termina sobre el cuarto 
cuadrante en el punto medio del circulo que esta entre (0, - 1) y (1,0), como se 
indica en la figura 6. Usando simetria con respecto al eje horizontal, se observa 
que 



Encuentre las coordenadas de los puntos circulares: 


(A) WQtJA) 


(B) VV(—7tt/4) 
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v 


( ai V- 

—^.(a b) 

It, 

3 

f 1 ' 

&\ 

3 

1, 0)' " 

*0,0) 

\ 





Punto circular 

WW3). 


Se continua con la investigation buscando las coordenadas del punto circular W(ttI 
3). Refiriendose a la figura 7, se divide al semici'rculo superior de (1,0) a (-1,0) en tres 
partes. Los puntos circulares fV(Tr/3) y W( 2'ir/3) son simetricos con respecto al eje v; 
por consiguiente, si Will'S) esta dada por las coordenadas (a, b), entonces IV(2i t/ 3) debe 
tener las coordenadas (-< 2 , b). La cuerda que une a 1^(217/3) con W(i;!2) tiene 2a unida- 
des de longitud. Usando la formula de la distancia (vease la section 2 - 1 ), se encuentra 
que la longitud de la cuerda que une a W( 0) con Wiir/J) esta dada por Via — l ) 2 + b 2 . 
Las dos cuerdas tienen la misma longitud, puesto que los arcos congruentes son cuerdas 
congruentes opuestas en el mismo clrculo. Asi, 

V(a - l) 2 + b 1 = 2a 


Elevando al cuadrando ambos lados, se obtiene 

(a — l) 2 + b 2 = 4 a 2 
a 2 — 2a + l + b 2 = 4 a 2 


a 2 + b 2 - 2a + 1 = 4a 2 

1 — 2(2 + 1 = 4u 2 a 1 t - 1 (iPor que?) 

4 a 2 + 2a — 2 — 0 
2 <a 2 + a - 1 = 0 


(2 a - l)(a + 1) = 0 
a = 2 0 a = —\ 

a ~ 5 Se debe descartar a = — 1. (^ Por que?) 

Se sustituye a <2 = 5 en a 2 + b 2 = 1 y se despeja b: 

1 

3 

4 

2 
V3 

~Z Se debe descartar b = - V 3/2 (<;Por que?) 



>«• 


Asi, 


Procediendo de manera similar, o usando simetria con respecto a la recta v = u, se 
obtiene 
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Coordenadas de los 
puntos circulares clave. 


EXPLORACION Y ANALISIS1 


Soluciones 


FIC-* 


Los resultados clave del analisis anterior para el primer cuadrante estan resumidos 
en la figura 8. 


V 



• • 


memorizar las rriaciones que se muestran en el primer 


Una efectiva ayuda a la memoria para recordar las coordenadas de los puntos cir¬ 
culares clave de la figura 8 se puede elaborar escribiendo las coordenadas de los 
puntos circulares W( 0), W( it/6), 1T(tt/4), W( tt/ 3) y W(tt/2), conservando este orden, 
de manera que cada numerador sea la ralz cuadrada de un mimero apropiado y cada 
denominador sea 2. Por ejemplo, W( 0) = (1,0) = (V4/2, VO/2). Describa al patron 
resultante. 


La razon para memorizar las coordenadas de los puntos circulares clave del pri¬ 
mer cuadrante es que usando estos, junto con la simetria del circulo unitario, se puede 
encontrar que las coordenadas de cualquier punto circular corresponden a cualquier 
multiplo entero de tt/6 , it/4, tt/3 y ir/2. 


Determinacion de las coordenadas de los puntos circulares 

Encuentre las coordenadas de los puntos circulares: 

(A) W(5ir/6) (B) W{- 2ir/3) 

(A) Observe que 5 tt/ 6 es tt/6 menor que tt = 6tt/6. Localice 5ir/6 en el sCgundo 
cuadrante, use la figura 8 y la simetria con respecto al eje vertical para encontrar 
W 7 /5 tt/6). (Vease figura 9.) 
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Funciones trigonometricas 


v 



t'iCURA 10 

"mhiciTi■) s. ir 


• La functor 
generadora no es 
uno a uno 


Teorema 1 


(B) Localice — 2tt/3 en el tercer cuadrante y use la figura 8 y la simctria con respecto 
al origcn para encontrar W(- 2ir/3). (Vease figura 10.) 


2tt 
W I- 

3 




Encuentre las coordenadas dc los puntos eirculares: 
(A) W(5rr/3) (B) W(-7ir/6) 


Es facil ver quc la funcion generadora no es una funcion uno a uno. A cada valor del 
dominio, un numcro real, lc corresponde exactamente un valor del rango, un punto en 
el circulo unitario. Sin embargo, a cada valor del rango, es decir a un punto en el circulo 
unitario, le corresponde un numero infinito de valorcs del dominio, los numeros reales. 
Por ejentplo, se ve que 


W (?) = ( °' ° 


Es decir, exactamente a cada valor del rango le corresponden ir/2 valorcs del dominio. 
Pero a cuantos valorcs del dominio les corresponde el valor del rango (0, l)? Cada vex 
que se da una vuclta alrededor del circulo unitario se recorren 2 it unidades cn cualquier 
direccion a partir dc (0, !), hasta regresar al punto de partida. Asi, si se quiere resolver 

W(x) = (0, 1) 


sc ticnc quc cscribir 


x = — + 2k— k cualquier entero 
2 

y hay un numcro infinito de valores del dominio de W que corresponde a los valores del 
rango (0, 1). En general: 


Una propiedad de la funcion generadora 

\ 

f 

Para todos los numeros reales x, 


,J.a. b) 

W(x) = W(x + 2hr) k cualquier entero* 


W(x) 



(1,0) 





* Piense en un punio ^tnen iendose alrededor del circulo unitario en cualquier direccion. /’recorre cada vex 
una distancia de 2n la circunfcrcncia del circulo, hasta que regresa al punto donde comenzo. 
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En secciones posteriores se hablara mas de las implicaciones de esta importante 
propiedad de la funcion generadora. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Resuelva la ecuacion del punto circular W(x) = (0, — 1), —2-ir < x ^ 2t r. 

(B) Describa una expresion que represente a todas las soluciones de W(x) = 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1- CA) (-1,0) (B) (-1,0) 

2. (A) (-1/V2. 1/V2) (B) (l/v'2, I/V'2) 

3. (A) (1/2,-V3/2) (B) (-V3/2, 1/2) 


cJERCICIO 
A _ 


5-1 


presion que represente a todas las soluciones para la ecuacion 
sin restricciones en x. 


En los problemas de! I al 12, encuentre las coordenadas para 
cada punto circular. Trace sus propias figuras (no vea la con- 
traportada del libro). 


1. Wf-ir) 

4. W(3tt) 

7. W(3it/2) 
10. W'(—3tt/2) 


2. W(0) 

5. W (— tt) 

8. W(tt/2) 
11. W(1 l-rr/2) 


3. 

6. W(-5tt) 

9. JV(-i7/2) 

12. W{-15tt/2). 


B 


En los problemas del 13 al 24, encuentre las coordenadas para 
cada punto circular. Trace sus propias figuras (no vea la con- 


traportada del lii 
13. W(ir/4) 

16. W(-ir/6) 

19. W(2ir/3) 

22. W(-7ir/6) 


14. W(-7r/3) 
17. W(—-it/3) 
20. W(11it/6) 
23. W(13ti74) 


15. W(ir/6) 

18. W(-tt/4) 
21. W(—3ir/4) 
24. W(— IOtt/3) 


Determine los signos de ay bpara las coordenadas (a, b) de ca¬ 
da punto circular indicado en los problemas del 25 al 34. De¬ 
termine primero el cuadrante en el que esta cada punto circular 
(Observaeion: tr/2 * 1.57 it - 3.14, 3st/2 ~ 4.71 y 2-jt = 6.28.] 

25. W(2) 26. W(l) 27. W(3) 

28. W(4) 29. W(5) 30. W(7) 

31. 2.5) 32. IV(—4.5) 33. W(-6.1) 

34. W(—1.8) 


En los problemas del 35 al 38, encuentre todas las soluciones 
para cada ecuacion con 0 s .< < 2 'tt, despues escriba una ex- 


W(;r) = (l,0) 36. M*) = (-1,0) 

3’ W(x) = (- 1/V2, 1/V2) W(x) = (I/V'2, - 1/V2) 

Describa en palabras por que W( je) = W(x + 4tt) para cada 
numcro real x. 

Describa en palabras por que W(x) = W(x — 6tt) para cada 
mimero real x. 


Si W(x) = (a, b), indique si las afirmaciones de los problemas 
del 41 a 146 son verdaderas (V) o fa Isas (F). Dibujar figuras le 
ayudara a decidir. 

41. W(x + it) = (-a, -b) 42. W(x + tt) = (a, b) 

43. W(-x) = (-a, b) 44. W(-x) = (a, -b) 

45. W(x + 2tt) = (a , b) 46. W(x + 2t t) = (-a.-b) 

En los problemas del 47 al 52. encuentre todas las soluciones 
x. — 2tt < x £ 2tt tales que: 


"■ WM -[7rrP2 


49. W'(.v) 




48. TO-(^,±) 

■&-f) 


51. W(*) = I ~ 


50. tV(.r> 

W(x) = (“V2’vl) 


52, 


Encuentre todas las soluciones para cada ecuacion de los pro¬ 
blemas 53 y 54. 


53. W(x) = W( tt/4) 


54. W(x) = W( 2ir/3) 
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5-2 


Definicion de las funciones circulares 

Valores exactos para numeros reales particulars 

Propiedades del signo 

Identidades basicas 

Evaluacion con calculadora 


En la seccion 5-1 se vio que la funcion generadora W relaciona cada numero real x con 
un par ordenado de numeros reales (a, b), las coordenadas del punto circular W(x). Se 
usa esta asociacion para construir las seis funciones circulares, tambien llamadas fun¬ 
ciones trigonometricas:* seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. 
Los valores de estas funciones para un numero real x estan denotados por sen x, cos x, 
tan x, cot x, sec x y esc x , respectivamente. Estos valores se expresan en terminos de las 
coordenadas del punto circular W(x) = (a, b) como se indica en la definicion 1. 


DEFINICION 1 Funciones circulares 

Si * es un numero real y (a, b) son las coordenadas del punto circular fV(x), en- 
tonces 


V 


sen x = b 

CSC x = 

b 

b* 0 


cos x = a 

sec .r = 

J_ 

a # 0 

W(x) 



a 


‘(1, 0) ’ 

tan x - — a =£ 0 
a 

cot X 

a 

’ ~b 

b± 0 



El dominio de las funciones seno y coseno es el conjunto de los numeros reales R. 
El rango de las funciones seno y coseno es [—1, 1], Este es el conjunto de numeros 
supuestos b. para el seno, y a, para el coseno, como el punto circular (a, b) que se 
mueve en el cfrculo unitario. El dominio de la cosecante es el conjunto de numeros 
realesx tales que h que esta en W(x) = (a, b) no es 0. Se hacen restricciones similares en 
los dominios de las otras tres funciones circulares. Se abundara en el tema de los domi- 
nios y los rangos de las seis funciones circulares en secciones subsecuentes. 


Usando los resultados de la seccion 5-1 , se puede evaluar cualquiera de las seis funcio¬ 
nes circulares con cxactitud, cuando estas existen, para multiplos enteros de los nume¬ 
ros reales it/ 6 , tt/4, tt/3 y n/2. La figura 8 en la seccion 5-1, que se debio memorizar, y 
las propiedades de simetria del circulo unitario son importantes en este proceso. Mas 


* Estrictamente hablando, la palabra irigcmometrica se usa cuando se esta tratando con dominios de angu- 
los, y la palabra circular cuando se esta tratando con dominios de numeros reales. No se insistira en esta 
dislincion y, frecuentemente. como cstablcce la convencion, se usara trigonometrica en ambos casos. 
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adelante se mostrara como se puede usar una calculadora para evaluar las funciones 
circulares con ocho o mas digitos significativos para numeros reales arbitrarios. Usted 
quiza se pregunte por que no se usa la calculadora directamente. La respuesta es que 
hay muchas situaciones en que es mas deseable trabajar con formas exactas, si se pue¬ 
de, que con las aproximaciones decimales correspondientes producidas por una calcu¬ 
ladora. 


Evaluation exacta de funciones circulares 

Evalue cada funcion circular exactamente para x = tt/3 


Solucion De la seccion 5-1 se sabe que 


a b 

2. yii 

Asi, 


(1. 0) 






Kf) 



b V3/2 


i yl 

2 ’ 2 

cv Vo 


[Vease figura 1.) 


V3 


it 1 1 2 

CSC 3 “ b ~ V3/2 “ V3 

nil 
sec — = - = t = 2 

3 a i 

it a \ 1 

COt — — ~ — —7=— = —= 

3 b V3/2 V 3 


Evalue cada funcion circular exactamente para x = tt/6. 


Evaluacion exacta de funciones circulares 

Evalue exactamente: 

(A) sen (5n/6) (B) cot(—n) (C) sec(— 2tt/3) (D) tan (7tt/4) 

Soluciones Trace una figura para cada parte, despues use la figura 8 de la seccion 5-1 y las propie- 
dades de simetria del circulo unitario. 


(A) 


a b 


n 

£ 2, i 

2 2 ' 

9 > 

* 5c 

K 

6 

0 . 


0,0) 



1 

2 
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(B) 



(C) 



cot (—it) 


a 

b 


0 


No esta definida 



-2 


(D) v 



Its b — 1/V2 

tan — = - =- 7 =- = - 1 

4 a 1/V2 


I 


Problema seleecionado . Evalue exactamente: 

(A) cos (5tt/6) (B) sen (— 3tt/4) (C) esc 3tt (D) tan(-"n73) 


Conforme un punto circular JV(x) se mueve de cuadrante en cuadrante, sus coordenadas 
(a, b ) experimentan cambios de signo. Por consiguiente, las funciones circulares tam- 
bien cambian de signo. Es importante saber el signo de cada funcion circular en cada 
cuadrante. La tabla 1 muestra el comportamiento del signo para cada funcion. No es 
necesario memorizar la tabla 1 , ya que el signo de cada funcion para cada cuadrante se 
determina facilmente a partir de su definicion (que se debe memorizar). 
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TABLA 1 Propiedades del signo 


Signo en el cuadrante 


* UIIUUI1 

circular 

I 

II 

Ill 

IV 


sen x = b 

+ 

+ 

— 

— 








a b 

a b 

cscx = Mb 

+ 

+ 

“ 


(-, +) 

{+, +) 

cos x = a 

+ 

— 

— 

+ 



sec x = 1 ia 

+ 

- 

— 

+ 

a b 

a b 

tan x = b/a 

+ 

- 

+ 

- 

(- “) 

(+,-) 

cot ,v = alb 

+ 

— 

+ 

— 




r * 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 (A) Determine el cuadrante para el cual tan x < 0 y sen x > 0. Dibuje diagramas 

y explique su razonamiento. 

(B) Determine el cuadrante para el cual cos x > 0 y cot x < 0. Dibuje diagramas y 
explique su razonamiento. 


* Identidades 
basicas 


Volviendo a las definiciones de las funciones circulares se observa que 

sen x = b y cos x = a 

se pueden obtener las siguientes relaciones utiles entre las seis funciones circulares: 


V 



W(x) 






; 

W(-A),. 


FIGURA 2 Propiedad de 
simetria. 


CSC X = - = - 

b senx 

(1) 

1 1 
sec x = = 

a cos x 

(2) 

a 1 1 

cot* * = = 

b bla tan x 

(3) 

b sen* 

tan x = - =- 

a cos x 

(4) 

a cos* 
cot x — — 

b sen x 

(5) 


Debido a que los puntos circulares W(x) y W(—x) son simetricos con respecto al 
eje horizontal (vease figura 2). se tienen las siguientes propiedades de signo: 


sen(-x) = —b = -sen* 

(6) 

cos (-*) = a = cos * 

(7) 

-b b 

(8) 

tan ( —x) =-= — = - tan * 

a a 
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Finalmente, debido a que (a, b) — (cos x, sen x) esta en el circulo unitario u 2 + v 2 
= 1, se sigue que 


(cos x) 2 + (sen x) 1 = 1 
la cual se escribe generalmente como 

sen 2 x + cos 2 x — 1 (9) 


donde sen 2 * y cos 2 * son las formas concisas de escribir (sen *) 2 y (cos *) 2 respectiva- 
mente. 


PRECAUCION 


(sen *) 2 sen * 2 
(cos *) 2 =£ cos x 2 


Las ecuaciones (1) a (9) se llaman identidades basicas. Estas valen para todos los 
reemplazos de * por numeros reales para los que estan definidos ambos lados de una 
ecuacion. Estas identidades basicas se deben memorizar junto con las definiciones de 
las seis funciones circulares, ya que el material se usa extensamente en los desarrollos 
que siguen. Observe que la mayor parte del capitulo 6 esta dedicado a las identidades 
trigonometricas. 

Se resumen las identidades basicas para una referencia conveniente en el teore- 
ma 1. 


Teorema 1 


Identidades trigonometricas basicas 

Para * cualquier numero real (en todos los casos se restringe a que ambos lados de 
una ecuacion esten definidos): 


0 ) 


Identidades reci'procas 

( 2 ) 


(3) 


/ 

CSC * 


1 


sec * = 


1 


cot * = 


sen * cos * 

Identidades del cociente 

(4) (5) 


tan x 


tan * = 


sen* 


cot* = 


cos * 


cos * sen * 

Identidades para negativos 

(6) (7) (8) 

sen (-*) = -sen* cos (-*) = cos* tan (—*) = -tan* 

Identidad pitagorica 

(9) 

sen 2 * + cos 2 * = 1 


___Li_ 

Uso de las identidades basicas 

Use las identidades basicas para encontrar los valores de las otras cinco funciones cir¬ 
culares, dado que sen * = — i y tan * > 0. 



5-2 Funciones circulares 


353 


Solucion 


Proljiijrri,! Seed 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Observe primero que el punto circular W(x) esta en el cuadrante 111, puesto que es el 
unico cuadrante en el cual sen x < 0 y tan x > 0. Despues encontramos cos x usando la 
identidad (9): 


sen' x + cos 2 x — 1 Identidad pitagorica (9) 

(- 5 > 2 + cos 2 x = 1 
cos 2 X = | 

V3 

cos x * — Ya que W(x) no esta en el cuadrante III. 

Ahora, a partir de los valores para senx y cosx, se pueden encontrar los valores para las 
otras cuatro funciones circulares usando las identidades (1), (2), (4) y (5): 

Identidad reciproca (1) 

Identidad reciproca (2) 

Identidad del cociente (4) 

Identidad del cociente (5) 

[Nota: se podria usar tambien la identidad(3).] 


CSC X — 


sec x = 


tan x 


cot x = 


senx 

2 


1 

l 

2 

cos X 

-V3/2 

V3 

senx 

1 

2 _ 

1 

cos X 

-V3/2 


cosx 

-V3/2 

V3 

senx 




En el ejemplo 3 es importante observar que se puede encontrar los valores de las 
otras cinco funciones circulares sin encontrar x. 


Use las identidades basicas para encontrar los valores de las otras cinco funciones cir¬ 
culares dando cos x = \iy/2> y cot x < 0. 


Dadas las condiciones de x en el ejemplo 3: sen x = - ^ y tan x > 0. Encuentre, 
usando las identidades basicas y los resultados del ejemplo 3, cada una de las si- 
guientes: 

(A) sen (-x) (B) sec (—x) (C) tan (—x) 

Justifique verbalmente cada paso en el proceso de su solucion. 


La evaluation de funciones circulares para otros numeros reales ademas de los multiplos 
enteros de -it/6, tt/4, tt/3 y tt/2 es dificil sin una calculadora. Usando matematicas avan- 
zadas, las calculadoras estan programadas internamente para evaluar estas funciones 
en forma automatica con un grado de precision de ocho o mas digitos significativos. 

Si se observa las teclas de funcion de su calculadora, se encontraran tres teclas 
marcadas 
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Estas teclas se usan para evaluar las funciones seno, coseno y tangente directamente. 
Un examen cuidadoso de las teclas de funciones de su calculadora le permitiran obser- 
var tambien que no hay teclas para la cosecante, secante y cotangente. ^Por que no son 
necesarias estas teclas? Debido a las identidades reciprocas (1) a (3), se pueden usar las 
teclas de las funciones para el seno, coseno y tangente, y despues usar la tecla de la 
funcion reciproca 


se obtiene esc x, sec jc y cot x. No use las teclas marcadas con sen" 1 , cos" 1 y tan para 
evaluar la esc, sec y cot, respectivamente. Usted vera el porque en la section 5-9. Algu- 
nos ejemplos pueden ayudar a clarificar el proceso de evaluation de las funciones cir¬ 
culates con calculadora. 


PRECAUCION Estableciendo el modo de la calculadora: Antes de empezar con los ejemplos y 
los ejercicios, lea el manual de instrucciones de su calculadora para determinar 
como ponerla en modo de radianes (rad). Es en este modo en el que se puede 
evaluar las funciones circulares para numeros reales. (Este proceso.se justifica en 
la seccidn 5-4 en que se analizan funciones trigonometricas con sus dominios de 
angulos.) Una causa de error frecuente cuando se usa una calculadora es olvidar 
ponerla en el modo correcto antes de empezar a hacer calculos que involucren 
funciones circulares o trigonometricas. ^ 


Soluciones 


Evaluacion con calculadora 

Evalue con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 

(A) sen 2 (B) tan (-1.612) (C) esc 3.2 

(A) sen 2 = 0.9093 

(B) tan (-1.612) = 24.26 

(C) esc 3.2 = -17.13 * 


nado 4 Evalue con cuatro digitos significativos usando calculadora: 
(A) cos 4 (B) sec 1.605 (C) cot (-3.133) 


ANALISIS Y EXPLORACION 3 Use una calculadora para evaluar cada uno de los siguientes enunciados, y explique 

los resultados que obtenga: 

(A) tan (rr/2) (B) cot 0 (C) sec (— tt/2) 
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Respuestas a los probiemas seleccionados 

1. sen (tt/6) = j, cos (tt/6) = V3/2, tan (tt/6) = 1/V3, esc (tt/6) = 2, sec (tt/6) = 2/\/3 
cot (tt/6) =\/3 

2. (A) -V3/2 (B) — 1/V2 (C) No esta definido (D) —V3 

3. sen x = — l/\/2. esc x = —\/2, sec x = \/2, tan x = — 1, cot x = — 1 

4. (A) -0.6536 (B) -29.24 (C) 116.4 


EJERCICIO 

En la figura 8 de la section 5-1 esta la definition de las fun- 
ciones circulares, y las identidades basicas que se deben me- 
morizar. Resuelva los probiemas de este ejercicio sin mirar la 
section de soluciones del libro. Dibuje la mayoria de las grafi- 
cas, si es necesario. 



A _ 

1. Escriba el valor de cada funcion circular en terminos de 
las coordenadas (a, b) del punto circular W(x). 

(A) cos x (B) esex (C) cot* 

(D) sec* (E) tan* (F) sen* 

2. Dado fV(x) = (a, b), identifique cada cantidad usando uno 
de los valores de las funciones circulares sen *, cos x y asi 
sucesivamente. 

(A) b (B) 1/a (C) b/a 

(D) Mb (E) a (F) alb 


En los probiemas del 3 al 20, encuentre el valor exacto de cada 
expresion (si esta existe) sin usar calculadora. 


3. cos 0 

4. sen 0 

5. sen (tt/6) 

6. cos (it/6) 

7. sen (ir/2) 

8. cos (tt/2) 

9. tan (it/3) 

10. cos (ir/3) 

11. tan (tt/2) 

12. cot 0 

13. sec 0 

14. cot (tt/4) 

15. sec (-rr/4) 

16. esc (tt/3) 

17. tan (tt/4) 

18. tan 0 

19. esc 0 

20. cot (tt/6) 

En los probiemas del 21 al 26. en cuales cuadrantes debe estar 
W(x) de manera que: 

21. cos x < 0 

22. tan x > 0 

23. sen j: > 0 

24. sec x > 0 

25. cot x < 0 

26. esc x < 0 

En los probiemas del 27 al 32. evaliie con cuatro digitos signi¬ 
ficativos usando una calculadora 

27. cos 2.288 

28. sen 3.104 

29. tan (-4.644) 

30. sec (-1.555) 

31. esc 1.571 

32. cot 0.7854 


B _ 

En los probiemas del 33 al 48, encuentre el valor exacto de 
cada expresion (si esta existe) sin usar calculadora. 


33. 

cos 

7T 

36. 

tan 

TT 

39. 

cot 

2 TT 

42. 

cot 

(-tt/3) 

45. 

sec 

(5tt/3) 

48. 

tan 

(5tt/4) 


34. sen(3ir/2) 
37. sen (3tt/4) 
40. tan (—3tr/2) 
43. cos (-tt/6) 
46. esc (4tt/3) 


35. cos (-tt/2) 
38. cos (2tt/3) 
41. tan (-tt/6) 
44. sen (—-rr/4) 
47. cot (— 3tt/4) 


En los probiemas del 49 al 52, encuentre el valor de cada uno 
de los digitos significativos. Use solo la figura que lo acompa- 
ha. la definition I y una calculadora si hay necesidad de mul- 
tiplicar o de dividir. Compruebe sus resultados evaluando 
directamente cada uno en una calculadora. 


49. 

(A) sen 0.4 

(B) cos 0.4 

(C) 

tan 

50. 

(A) sen 0.8 

(B) cos 0.8 

(<i 

cot 

51. 

(A) sec 2.2 

(B) tan 5.9 

(C) 

cot 

52. 

(A) esc 2.5 

(B) cot 5.6 

(C) 

tan 


b 
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En los problemas del 53 al 56, jen cuales cuadranles son ver- 
daderos los enunciados siguientes y por que? 

sen -v < 0 y cot x < 0 

cos x > 0 y tan x < 0 

cos x < 0 y sec x > 0 

sen x > 0 y esc x < 0 

6 Para cuales valores de x, 0 s 1 5 2xt. no esta definido cada 
uno de los problemas del 57 a! 62? 

57. cos x 58. sen x 59. tan x 

60. cotx 61. secx 62. esex 

l Como hacer para que el valor de la jitneion indicado en los 
problemas 63 y 64 vane conforme x varia en el intervalo indi¬ 
cado? [Sugerencia: Dibuje un circulo unitario y observe que 
W(x) = (a, b) = (cos x, sen x).J 


sen x: 

(A) [0,17/2] (B) [ir/2,iT] 

(C) [ir,3ir/2] (D) [3i7/2, 2i7] 

cos x: 


(A) [0.17/2] (B) [17/2.17] 

(C) [ 17 , 3ir/2] (D) [3i7/2, 2i?] 

Realice los problemas del (53 al 68 con cuatro dlgitos signifi- 
cativos usando una calculadora. 

65. sen (cos 0.3157) 66. cos (tan 5.183) 

67. cos [esc (-1.408)] 68. sec [cot (-3.566)] 

Use las identidades apropiadas para resolver los problemas 
de! 69 al 74. 

69. Encuentre sen (-x) si senx = — 

70. Encuentre cos (—x) si cosx = — r. 

71. Encuelitre tan (—x) si tan x = — V3. 

72. EncuentTe sec (-x) si sec x = 1. 

73. Encuentre cot (—x) si cot x = 5. 

74. Encuentre esc (-x) si esc x = - i. 


c_ 

Use las identidades para encontrar los valores de las otras 
cinco funciones circulares con la informacion dada en los pro¬ 
blemas del 75 al 80. 

75. cos x = - y tan x < 0 

2 

76. sen x = y cot x < 0 

2 

77. sen x = — —— y cos x < 0 

V2 " 


78. sec x = 2 y sen x < 0 

79. tan x = y/3 y sen x < 0 

80. cot x = — 1 y sen x > 0 

En los problemas del 81 al 86, encuentre el numero mas pe- 
queiio positivo x (en terminos de ttJ para el cual: 

81. cos x = --1 

V3 

82. sen x = —— 

2 

83. cot x = — V3 

84. tan x = -1 

2 

85. sec x = - j= 

V 3 

86. esc x = — V2 


En los problemas 87y 88, llene los espacios en bianco citando 


la identidad apropiada (I) a (9). 


87. Enunciado 

Razon 

, , /cos x'\ : 

cot X + 1 = +1 

sen x J 

(A) 

cos 2 x 

= —r~ + i 
sen x 

Algebra 

cos 2 x +sen 2 x 
_ sen 2 x 

Algebra 

I 

sen 2 * 

(B) 

=(—Y 

\senx/ 

Algebra 

= esc 2 X 

(C) 

88. Enunciado 

Razon 

, . /senxV 

tan 2 x + 1 = - + 1 

\cosxJ 

(A) 

sen 2 * 

* O+l 

C0S‘ * 

Algebra 

sen 2 * + cos 2 * 
cos 2 x 

Algebra 

1 

cos 2 x 

(B) 

■( ‘ )“ 

\COS * 1 

Algebra 

= sec 2 * 

(C) 
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APLICACIONf5 


Aproximacion de tt. Los problemas 93 y 94 se refieren a una 
sucesion de numeros generados como sigue: 


Si un poligono regular de n lados se inscribe en un circuit) de 
radio r, entonces se puede demostrar que el area del poligono 
esta dada por 


. i , in 

A = — nr- sen — 

2 n 

Calcule cada area exactamente, y despues con cuatro digitos sig- 
nificativos usando una calculadora si el area no es un entero. 

89. n = 12, r = 5 metros 

90. n = 4, r = 3 pulgadas 

91. n = 3, r = 4 pulgadas 

92. n = 8, r = 10 centimetres 



a , 

a 2 = a, + cos a, 
a, = a 2 + cos d : 


a„ +l = a„ + cos a n 


93. Sea a = 0.5, y calcule los primeros cinco terminos de la 
sucesion con seis cifras decimales. despues compare el 
quinto termino con tt/ 2 calculado hasta con seis cifras 
decimales. 

94. Repita el problema 93, comcnzando con a. = 1. 


5-3 



Angulos 

Mediciones en radianes y en grados 
De grados a radianes y viceversa 


En esta seccion se introducira el concepto de angulo y las dos unidades con que se 
miden, los grados y los radianes. 

( 

El estudio de la trigonometria comienza con el concepto de angulo. Un angulo se forma 
girando una media recta, llamada rayo, alrededor de su punto final. Un rayo m, llamado 
lado inicial del angulo, permanecc fijo; un segundo rayo n, llamado lado terminal del 
angulo, comienza en la posicion del lado inicial y gira alrededor del punto final comun 
V en di piano hasta que alcanza su posicion terminal. El punto final comun V es el 
vertice (vease figura 1). Una rotacion en sentido contrario al de las manccillas del reloj 
produce un angulo positivo, y una rotacion en el sentido de las manecillas del reloj 
produce un angulo negativo, como se muestra en las figuras 2(a) y (b). El tamano de la 
rotacion en cualquier direccion no esta restringida. Dos angulos diferentes pueden tener 


Angulo 6, angulo 

PVQo L V. 
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Angulos y rotacion. 


FIGURA Angulos cn 
posiciones estandar. 


• Mediciones ?n 
radianes y en grados 


DEFINICION 1 


Tipos dc angulos. 



los mismos lados iniciales y terminates, como se muestra en la figura 2(c). Tates angu¬ 
los se llaman coterminales. 

Se dice que un angulo en un sistema coordenado rectangular que esta en la posi¬ 
tion normal (o estandar) si su vertice esta en el origen y su lado inicial a lo largo del eje 
positivo x. Si el lado terminal de un angulo esta en la position estandar yaciendo sobre 
un eje coordenado, se dice que es un angulo de cuadrantal. Si el lado terminal no esta 
en un eje coordenado. entonces a menudo se hace referencia en terminos del cuadrante 
en el que esta (vease figura 3). 


y y v 



:v__ 

Lado 

lermina! 

Lado 

initial 

^__ . 

v: 

Lado 

terminal 

i 

Lado 

terminal 

rT v 

0 



0 es un angulo cuadrantal 9 es un angulo en el 0 es un angulo en el 

tercer cuadrante segundo cuadrante 

(a) (b) (c) 


Asi como los segmentos de recta se miden en centinietros, metros, pulgadas o millas, 
los angulos se miden en diferentes unidades. Las dos unidades mas comunmente usa- 
das para la medida de los angulos son los grados y los radiums.. 


Medicion en grados 

Se dice que un angulo formado por una rotacion completa tiene una medida de 
360 grados (360°). Un angulo formado por ^ de una rotacion completa se dice 
que tiene una medida de 1 grado (1 °). El simbolo 0 denota grados. 


Ciertos angulos tienen nombres especiales. La figura 4 muestra un angulo llano, 
un angulo recto, un angulo agudo y un angulo obtuso. 


180'’ 

_o 

Angulo llano 
rotacion i 

(a) 



Angulo recto Angulo agudo Angulo obtuso 

rotacior. (0= < 0 < 90 c ) (90° < 0 < 180°) 

(b) (c) (d) 
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EjEMPLO 1 


Solucion 


Problema seleccionado 1 


Dos angulos positivos son complementarios si su suma es de 9°: y suplementa- 
rios si su suma es de 180°. 

Un grado se puede ademas dividir usando la notacion decimal. Por cjemplo, 42.75° 
representa un angulo de 42 grados mas tres cuartas partes de 1 grado. Un grado tam- 
bien se puede dividir usando minutos y segundos, de la misma manera quc una hora se 
divide en minutos y segundos. Cada grado se divide en 60 partes iguales llamadas 
minutos, y cada minuto se divide en 60 partes iguales llamadas segundos. Simbolica- 
mente, los minutos se representan por' y los segundos por". Asi, 

I2°23'I4" 

es una manera concisa de escribir 12 grados. 23 minutos y 14 segundos. 

Los grados decimales (GD) son utiles en algunos casos y los grados-minutos- 
segundos (GMS) en otros. Ustcd dcbc ser capaz de ir de una forma a otra, como se 
muestra en el ejemplo 1. 


Precision de la conversion 

Si un angulo se mide al segrmdo n.as cercano, I k I'onna convertida a decimales no 
debe incluir mas de tres lugarcs decimals y vice versa. 


De la forma GMS a la forma GD y a la inversa 

(A) Convierta 21 °47' 1 2" a grados decimales. 

(B) Convierta 105.183° a la forma grado-nrinuto-scgundo. 

/ 47 12 \° 

(A) 21 y 47'12" = 121 + — + ——} = 21.787° 

\ 60 3600/ 


(B) 105.183° | = 105°(0.183-60)' 

| = 105° 10.98' 

| = 105°10'(0.98-60)" 


= 105°10'59" 


(A) Convierta 193° 17' 34" a la forma GD. 

(B) Convierta 237.615° a la forma GMS. 

\ 


Algunas calculadoras cientificas y de graficacion pueden convcrtir a las formas 
GD y GMS automaticamente. pero el proceso difiere en forma significativa entre los 
difercntes tipos de calculadoras. Verifique en el manual de su calculadora en particular. 
Los metodos de conversion delineados en el ejemplo 1 muestran el razonamiento de- 
tras del proceso, el cual, a veces es mas facil de usar que los metodos “automaticos” de 
algunas calculadoras. 
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DEFINICION 2 


Solucion 


Las medidas de angulos en grados se usan ampliamente en la ingenieria, levanta- 
miento de pianos y en la navegacion. Otra unidad de medida de angulos, llamada radian, 
se ajusta mejor a ciertos desarrollos matematicos, al trabajo cientifico y a las aplicacio- 
nes de la ingenieria. 


Mediciones en radianes 

Si se coloca el vertice de un angulo 0 en el centra de un circulo de radio r > 0, y 
la longitud del arco opuesto a 0 en la circunferencia es s, entonces 0 medido en 
radianes esta dado por 



Asi, un radian es el tamano del angulo central de un circulo que intersecta un 
arco de la misma longitud que el radio del circulo. [Nota: syr deben estar medi- 
dos en las mismas unidades. Observe tambien que 0 se usa de dos maneras: como 
el nombre de un angulo y como la medida del angulo. El contexto determina la 
election. Asi, cuando se escribe 0 = sir , significa que la medida del angulo 0 en 
radianes es sir.] 


Calculo de la medida de un angulo en radianes 

^Cual es la medida en radianes de un angulo central 0 opuesto a un arco de 24 metros en 
un circulo cuyo radio mide 6 metros? 

n s 24 metros . ,. 

0 = — =-= 4 radianes 

r 6 metros 
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^Cual es la medida en radianes de un angulo central 0 opuesto a un arco de 60 pies en 
un circulo de radio de 12 pies? 


Comentario. La medida radian es un numero sin unidades. Las unidades en las que 
se mide la longitud del arco y el radio se cancelan; por consiguiente, se esta dejando a 
un numero “sin unidades”, o puro. Por esta razon, la palabra “radian” se omite a menu- 
do cuando se trata con la unidad radian como medida de angulos a menos que se desee 
hacer un enfasis especial. 


✓ / 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 Analice por que la medida en radianes de un angulo es independiente del tamaiio del 

circulo que tiene al angulo como un angulo central. 


^Cual es la medida en radianes de un angulo de 180°? Un angulo central de 180° es 
subtendido por un arco que es la mitad de la circunferencia de un circulo. En conse- 
cuencia, si C es la circunferencia de un circulo, entonces la mitad de la circunferencia 
esta dada por 

C 2irr „ s rrr 

s = — =-= tt r y 0 = - = — = it rad 

2 2 r r 

De aqui que, 180° corresponde a tt* rad. Es importante recordar esto, ya que las medi- 
das en radianes de algunos angulos especiales se pueden obtener de esta corresponden- 
cia. Por ejemplo, 90° es 180°/2; por lo tanto, 90° corresponde a tt/ 2 rad. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Termine la tabla 1: 


TABLA 1 

Radianes 

ir/6 

ir/4 

-tr/3 

Till 

T7 3tt/2 

2tt 

Grados 

do 

US 

(cP 

90 

180 

3^0 


* La constante it tiene una larga e interesante historia; en seguida se enumeran algunas fechas importantes: 

= 3.16049... 

81 

3 < tr < 4 

3 —- < tt < 3 —(3.1408... < tt < 3.1428...) 

71 7 / 


1650 a.C. 

Papiros de Rhind 

370 a.C. 

Euclides 

240 a.C. 

Arquimides 

264 d.C. 

Liu Hui 

470 d.C. 

Tsu Ch‘ung-chih 

1674 d.C. 

Leibniz 


-tr« 3.14159 
355 


113 


= 3.1415929... 


it* 4(1 —^—L —-— 

3 5 7 


11 


= 3.1415926535897932384626 


(Esta y otras series se pueden usar para calcular tr con la 
precision deseada.) 

1761 d.C. Johann Lambert Mostro que it es un irracional (tr tiene una repcticion 

decimal no rcpetitiva e infinita.) 
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C'orrespondencias 
entrc radian y grado. 


EJEMPLO 3 


Solucion 


Los resultados dc la tabla I estan resumidos en la figura 5 para una facil referen¬ 
da. Estas correspondcncias y sus multiplos se usaran ampliamente en el trabajo que 
sigue. 



En general, se pucde usar la siguiente para convertir grados en radianes y vice- 
versa. 


Formulas de conversion entre grados y radianes 




ft - 18Q ° ft 

«rod , 'rad 

tt rad 


180° rr rad o 


e, = —e , 

ra>l | gQO grad 


[Nota: La proporcion de la izquierda es generalraente mas facil de recordar. Tam- 
bien se omiten las unidades en Ids calculos Kasta la respuesta final. Si su calcula- 
dora no tiene una clave marcada con it, use tt = 3.14159 ] 


Algunas calculadoras cientificas y de graficacion pueden convertir automaticamente 
radianes a grados y viceversa. Verifique el manual de su calculadora. 


Conversiones de grados a radianes 


(A) Encuentre la medida en radian, exactos y con tres digitos significativos, de un 
angulo de 75°. 

(B) Encuentre las medidas en grados, exactos y con cuatro digitos significativos. de 
un angulo dc 5 radianes. 

(C) Encuentre las medidas en radianes con dos cifras decimates de un angulo de 41°12'. 


(A) 


rad 


-it rad g 
180 ° e ' ld 


exacta con tres digitos significativos. 


= — (75) = — = 1.31 
180 12 


<B> 0 s , ri = 


exacta con cuatro digitos significativos. 

J*°L 0- = 1S ° (5) = ^°= 286.5° 

TT rad 7T TT 
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Conversion 

automatica. 


(C) 4 1 0 1 2 ' — 141+ —] —41.2 Primero cambie 41 : 12'a CD. 

I 60/ 

0 ra d = e s«d = (4L2) = °- 72 COn d0S CifraS decimales 

La figura 6 muestra las tres conversiones anteriores hechas automaticamente con una 
calculadora de graficacion. 


Problernn selecclonado 3 


(A) Encuentre los radianes, exactos y con tres digitos significativos. de un angulo de 
240°. 

(B) Encuentre los grados, exactos y con tres digitos significativos, de un angulo de 1 
radian. 

(C) Encuentre los radianes con tres digitos significativos de un angulo de 125°23'. 


Comentario. Se escribira 0 en lugar de 0 nrad y 0 rad cuando el contexto indique clara- 
mente si se trata con grados o radianes. 


Ingenieria 

Una banda conecta una polea de 2 pulgadas de radio con una polea de 5 pulgadas de 
radio. Si la polea mas grande gira 10 radianes, ,;,cuantos radianes gira la polea mas 
pequena? 

Solucion Se comienza dibujando la figura 7. 


FIGURA 7 



Cuando la polea mas grande gira 10 radianes, el punto P en esta circunferencia recorre- 
ra la misma distancia (la longitud del arco) que el punto Q en el circulo mas pequeno. 
Para la polea mas grande: 



r 


s = r0 = (5)( 10) = 50 pulgadas 


0 


~ ~ = 25 radianes 

r 2 


Para la polea mas pequena: 
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En el ejemplo 4, ^cuantos radianes gira la polea mas grande si la polea mas pequena 
gira 4 radianes? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 193.293° (B) 237°36'54" 2. 5 rad 

3. (A) y = 4.19 (B) — = 57.3° (C) 2.188 4. 1.6 rad 


5-3 


En todos los problemas, si la medida del dngulo se expresa por 
un numero que no estd en grudos, debe suponerse que esta en 
radianes. 

A _ 

Encuentre los grados en coda uno de los angulos de los pro¬ 
blemas del 1 al 6, tenga presente que el dngulo de una rotacion 
completa corresponde a 360° 

1. - rotacion 2. rotacion 

t f 

3 . ° rotacion 4. ’ rotacion 

5. | rotaciones 6. - rotacioncs 

Encuentre los radianes de un dngulo central 0 opuesto a una 
longitud de arco s de un eirculo de radio r, donde r y s estan 
dados en los problemas 7 al 10. 

7. /• = 4 centimetres, s = 24 centimetres 

8. r = 8 pulgadas, s = 16 pulgadas 

9. r = 12 pics, s = 30 pies 

10. r = 18 metros, s = 27 metros 

Encuentre los radianes para cada dngulo de los problemas del 
11 al 16. tenga presente que. el dngulo de una rotacion comple¬ 
ta corresponde a 2— radianes. 

11. rotacion 
13. ' rotacion 

4 

15. pj rotaciones 

B 

Encuentre los radianes exactamente , en terminos de tt, de cada 
dngulo en los problemas del 17 al 20. 

17. 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180° 

18. 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 360° 


19. -45°,-90°,-135°,-180° 

20. -90°,-180°,-270°,-360° 

Encuentre los grados exactos de cada dngulo en los problemas 
del 21 al 24. 


ir 2 it 

3"' 

4tt 5tt 
— , 2lr 

3 3 

22. 

tt -nr ir 2ir 
6’ 3’ 2'T 

5tt 

’T ,7r 

17 

— 2’" 17 ’ 

~~ 2 ’~ 2lT 

24. 

1 

t= IN 

1 

t= 1V 

1 

3tt 

4 ’ ~' n 


Convierta cada dngulo de los problemas del 25 al 28 a grados 
decimales con /res cifras decimoles. 

25. 5°51'33" 26. 14°18'37" 

27. 354°8'29" 28. 184°31'7" 

Convierta cada dngulo de los problemas del 29 a! 32 a la for¬ 
ma grado-minuto-segundo. 

29. 3.042° 30. 49.715° 

31. 403.223° 32. 156.808° 

Encuentre los radianes con tres cifras decimales para cada 
dngulo de los problemas del 33 aI 38. 

33. 64° 34. 25° 

35. 108.413° 36. 203.097° 

37. 13°25'14" 38. 56°11'52" 

Encuentre los grados con dos cifras decimales para cada dn¬ 
gulo de los problemas del 39 al 44. 

39. 0.93 
41. 1.13 
43. -2.35 


12. rotacion 

0 

14. 4 rotacion 
16. ^rotaciones 


40. 0.08 
42. 3.07 

44. -1.72 
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ladique si cada angulo en los problemas del 45 at 64 es un 
-ngulo que estd en el cuadrante I, II, III o IV o ex un angulo 
cuadrantal. Todos los angulos estan en la posicion normal 
■estandar) en un sistema coordenado rectangular. (Un dibujo 
puede ser de ayuda en algunos problemas.) 


45. 

OO 

□ 

46. 135° 

47. 

- 200 ‘ 

48. 

1 

OS 

O 

O 

49. 4 

50. 

3 

51. 

270° 

52. 360° 

53. 

-1 

54. 

-6 

«T 

56. 

2 -rr 

T 

57. 

7-rr 

~~6 

*‘7 

59. 

-IT 

60. 

Jr I <n 

po 1 

1 

61. 820° 

62. 

-565' 


13tt 

_ 23ir 




Describa verbalmente el significado dc un angulo central 
de 1 radian en un rirculo. 

Describa verbalmente el significado de un angulo de I 
erado. 


c 


;Cuales angulos de los problemas del 67 al 72 son coterminales 
con 30° si todos esum en la posicion normal (estandar) en un 
sistema coordenado rectangular? 

67. 390° 68 . 330° 69. 7 

6 

70. 71. -690° 72. 750° 

6 

l Cuales angulos en los problemas del 73 al 78 son coterminales 
con 3n/4 si todos estan en la posicion normal (estandar) en un 
sistema coordenado rectangular? 



76. -225° 




75. 135° 



79. La circunferencia de la Tierra. Los gricgos usaron la 
proportion s/C = 0°/36O°, donde s cs una longitud del arco 
en un circulo. 0° son los grados del angulo central 
correspondiente y C es la circunferencia del circulo (C = 
2w). Eratostenes (240 a.C.), para obtener su famoso 
calculo de la circunferencia de la Tierra, razono como sigue: 
E 11 Siena (ahora Asuan) durante el solsticio de veranc el 
ravo de Sol del mediodia caia directamente sobre su cabeza 


y se reflejaba en el agua de un pozo profundo en forma 
vertical. El mismo dia, al mismo tiempo. 5 000 estadios 
(aproximadamente 500 millas) al norte de Alejandria. los 
rayos del Sol cruzaban un polo vertical en un angulo de 
7.5°, como se indica en la figura. Realice el calculo de 
Eratostenes para la circunferencia de laTierra aproximando 
a los miles de millas mas cercanas. (El calculo mas reciente 
de la circunferencia ecuatorial es de 24 902 millas). 



80. Circunferencia de la Tierra. Repita el problema 79 cuando 
el Sol cruza el polo vertical en Alejandria a 7°12'. 

Circunferencia de la Tierra. En el problema 79, explique 
verbalmente como se determina 0 en la figura. 

Circunferencia de la Tierra. Explique verbalmente como 
el radio, area superficial y cl volumcn dc laTierra se pueden 
determinar con el resultado del problema 79. 

83. Medicion en radianes. <^Cual es la medida en radianesdel 
angulo mas grande formado por las manecillas de un reloj 
a las 4:30? Exprese la respuesta exactamente en terminos 
de tt. 

84. Medicion en radianes. ^Cual cs la medida en radianes del 
angulo mas pcqueno que forman las manecillas de un reloj 
a la 1:30? Exprese la respuesta exactamente en terminos 
de it. 

85. Ingenieria. ^.Cuantos radianes gira una polea de 10 
centimetros de diametro cuando se jalan 10 metros de la 
cuerda y no resbala? 

86. Ingenieria. <,Cuantos radianes gira una polea de 6 pulgadas 
dc diametro cuando sc jalan 4 pies de la cucrda y no resbala? 

87. Astronomia. i,Que angulo medido en radianes barre una 
linea del Sol a la Tierra en una semana? Suponga que la 
orbita de laTierra es circulary que un ano tiene 52 semanas. 
Exprese la respuesta en terminos de - y como un decimal 
con dos cifras decimales. 

88. Astronomia. <;,Dc cuantos radianes cs el angulo que barre 
una linea del eentro de la Tierra al ccuador en 9 horas? 
Exprese la respuesta en terminos dc tt y como decimal con 
dos cifras decimales. 
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89. ingenieria. La rucda dc una bicicleta dc rastrco ticnc 40 
centimetres dc diametro y la trascra 60. ^.Quc angulo cn 
radianes gira la rucda dclantera si la trascra gira 8 radiant’s? 

90. Ingenieria. En el problema 89, ^que angulo en radianes 
gira la rueda trasera si la delantera gira 15 radianes? 

Esfdcil calcular la hngitud del area en un circulo si el angulo 
central correspondiente esta dado en radianes y se conoce el 
radio del circulo (s = rB). Si el radio del circulo es grande y el 
angulo central es pequeno, entonces una hngitud de area se 
usa a menudo para aproximar a la longitud de la cuerda co¬ 
rrespondiente, como se muestra en la ftgura. Si la medida de 
un angulo esta dada en grados, convertir primero esa medida 



en radianes puede ayudar en la solucion de ciertos problemas 

Esta informacion sera iitil en los problemas del 91 al 94. 

91. Astronomia. El Sol esta aproximadamente a 9.3 X 10" 
mi lias de laTierra. Si el angulo subtendido porel diametro 
del Sol a la superficie de la Tierra es de 9.3 X 10 - rad 
aproximadamente, ^.cual es el diametro del Sol en miles de 
millas, aproxime a las mas cercanas en notacion decimal 
estandar? 

92. Astronomia. La Luna esta aproximadamente a 381 000 
kilometros de la Tierra. Si el angulo subtendido por el 
diametro de la Luna a la superficie de laTierra es de 0.0092 
rad C ,cual es el diametro aproximado de la Luna en la 
centena de kilometros mas cercana? 

93. Fotografia. El angulo de vision de un lente de largo alcance 
de 1 000 mm es de 2.5°. A 750 pies, (l cual es el ancho del 
campo de vision, aproxime al pie mas cercano? 

94. Fotografia. El angulo de vision de un lente de 300 mm es 
de 8 C . A 500 pies, ^cual es el ancho del campo de vision, 
aproxime al pie mas cercano? 


SECCION 
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Funciones trigonometricas 


Definicion de las funciones trigonometricas 
Evaluacion de las funciones trigonometricas con calculadora 
Definicion de las funciones trigonometrica forma alternas: 
Valores exactos para angulos especiales y numeros reales 
Resumen de valores de angulos especiales 


En esta seccion se defil.en las funciones trigonometricas con dominios de angulo, don- 
de los angulos pueden estar medidos en grados o radianes. Se muestra tambien como 
las funciones circularcs eslan relacionadas con las funciones trigonometricas para que 
usted pueda moverse facilmente de uno al otro, cuando sea necesario. 


• Definicion 
de las funciones 
trigonometricas 


Ahora usted esta listo para definir las funciones trigonometricas con dominios de angu¬ 
lo. Pucsto que sc ha definido a las funciones circulares con dominios en los numeros 
rcalcs, sc pueden aprovechar estos resultados y definir las funciones trigonometricas 
con dominios de angulo en terminos de las funciones circulares. A cada una de las seis 
funciones circulares se le ha asociado una funcion trigonometrica del mismo nombre. Si 
0 es un angulo, ya sea en radianes o grados, se le asignan valores al sen 0, cos 0, tan 0, 
esc 0, sec 0 y col 0 como se indica en la definicion 1. 
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DEFINICION 1 


EjEMPLO 1 


Solucion 


Funciones trigonometricas con dominios de angulo 

Si 0 es un angulo de x radianes, entonces el valor de cada funcion trigonomGtrica 
en 0 esta dado por su valor con el numero real x. 


Funcion 

Funcion 



trigonom^trica 

circular 

l 

! (O, b ) 

| 

sen 0 

= sen* 


L 

cos 0 

= cos X 


W{x) \ x unidades de 

\longitud de arco 

9f m \\ .a 

tan 0 

= tan x 


CSC 0 

= CSC* 


(1.0) 

sec 0 

= sec x 


cot 0 

= cot X 




Si 0 es un angulo medido en grados, convierta la medida en radianes y proceda 
como antes se indico. 

[Nota: Para reducir el numero de simbolos diferentes en ciertas figuras, se co- 
menzara por etiquetar los ejes u y v como los ejes a y b. respectivamente. Una 
expresion tal como sen 30° tambien denota al seno de un angulo que mide 30°.] 


La figura en la definicion 1 utiliza el hecho importante de que en un circulo unita- 
rio la iongitud de arco s opuesta a un angulo de x radianes tiene una longitud de x 
unidades, y viceversa; 


s = rd = 1 • x = .v 


Evaluacion exacta para angulos especiales 

Evalue exactamente sin calculadora: 

(A) sen (—radianesj (B) tan ^ — radianes j (C) cos 180° (D) esc (-150°) 


TT 


I 


(A) sen I — radianes i = sen — = — 


\ 6 


(B) tan | — radianes I = tan — = -1 
4 / 4 


\ 


3tt 


(C) cos 180° i = cos (tt radianes) i = cos tt = — ' 


/ 5rr 


(D) esc (-150°) i = esc -‘—radianes] i = esc — — =-2 


\ 6 


} 


5tt 
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Problems seleccionado 


• Evaluation 
de las funciones 
trigonometricas cor> 
■ '' • r ■ > r . 


PRECAUCION 


Teorema 1 


Evalue exactamente sin calculadora: 

(A) tan (-tt/4 radianes) (B) cos (2ir/3 radiancs) 
(C) sen 90° (D) sec (-120°) 


t C6mo se evaluan las funciones trigonometricas para angulos arbitrarios? Asi como se 
puede usar una calculadora para aproximar las funciones circulares para numeros rea¬ 
les arbitrarios, tambien se puede usar una calculadora para aproximar las funciones 
trigonometricas para angulos arbitrarios. 

La mayoria de las calculadoras tienen tres opciones de modos trigonometricos: el 
grado (decimal), radian o grados centesimales. 

77 

Un angulo recto = 90° = — radiancs =100 grados centesimales. 

2 

La unidad grados centesimales se usa en ciertas aplicaciones de ingenieria y no se 
usara en este libro. La siguiente es una precaucion ya senalada pero que conviene recal¬ 
car. 


Lea el manual de instrucciones de su calculadora para determinar como poner su 
calculadora en el modo de grados o radianes. Una causa frecuente de errores es 
olvidar poner la calculadora en el modo correcto antes de iniciar los calcuios que 
implican el uso de funciones trigonometricas. 


Usando una calculadora en el modo de grado o de radian, se pueden evaluar las 
funciones trigonometricas directamente para angulos medidos en grados o radianes sin 
tener que convertir primero de grados a radianes. (Algunas calculadoras trabajan solo 
con grados decimales, otras trabajan con grados decimales o en forma de grado-minu- 
to-segundo. Consulte su manual.) 

Generalizando las identidades reciprocas (expresadas primero en el teorema 1, de 
la seccion 5-2) se puede evaluar la cosecante, la secante y la cotangente. 


Identidades reciprocas 

Para x cualquier numero real o angulo medido en grados o radianes: 


esc x =- sen x j* 0 

sen* 


sec x = - cos x # 0 

cos JC 

1 


cotx = 


tan x 


tan x # 0 
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EJEMPLO 2 


Soluciones 


Problem,i seleccionado 2 


• Definition 
de las funciones 
trigonometricas: 
forma alterna 


Evaluacion con calculadora 


Evalue con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 


(A) 

cos 173.42° (B) sen (3 radianes) 

(C) tan 7.183 

(D) 

cot (— 102°51 0 (E) sec ( —12.59 radianes) (F) esc (—206.3) 

(A) 

cos 173.42° = -0.9934 

Modo grados (Degree en su calculadora) 

(B) 

sen (3 radianes) = 0.1411 

Modo radian 

(O 

tan 7.183 = 1.260 

Modo radian 

(D) 

r — — — — — — — — — ^ 

cot(-102°51') i = cot (-102.85°) ■ 

Modo grados (Algunas calculadoras 


= 0.2281 

necesitan grados decimales.) 

(E) 

sec (12.59 radianes) = 1.000 

Modo radian 

(F) 

esc (-206.3) = 1.156 

Modo radian 


Evalue con cuatro digitos significativos usando calculadora: 

(A) sen 239.12° (B) cos (7 radianes) (C) cot 10 

(D) tan (—212°33 r ) (E) sec (-8.09 radianes) (F) esc (-344.5) 


Para muchas aplicaciones que implican el uso de funciones trigonometricas, incluso 
aplicaciones de los triangulos. es util escribir la definicion 1 en la forma alterna [una 
forma que utiliza las coordenadas de un punto arbitrario (a, b) + (0, 0) en el lado 
terminal de un angulo 8 (vease figura 1)]. 

Esta forma alterna de la definicion 1 se encuentra facilmente insertando un circu- 
lo unitario en la figura 1. dibujando perpendiculares desde los puntos P y Q al eje 
horizontal (figura 2), y usando el hecho de que las razones de los lados correspondiem 
tes de triangulos seinejantes son proporcionales. 



FIGURA 1 Angulo 0. 


b 
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Funciones trigonometricas 


DEFINICION 1 
(FORMA ALTERNA) 


Haciendo r = d(0. P) y observando que d(0, 0) = 1, se tiene 
a ,, b' b 

sen U = sen x — b — — = — oy b siempre tienen el mismo signo. 

1 r 

a , a' a 

COS U = COS X — a — — = — ay a siempre tienen el mismo signo. 

1 r 

Los valores de las otras cuatro funciones trigonometricas se pucden obtener usando las 
identidades basicas. Por ejemplo 

sen 0 b/r b 

tan 0 =-= — = - 

cos 0 air a 

Abora se tiene una muy util forma alterna de la definicion 1. 


Funciones trigonometricas con dominios de angulo 

Si 0 cs un angulo arbitrario en la position estandar en un sistema coordenado 
rectangular y P(a , b) es un punto r unidades del origen en el lado terminal de 0, 
entonces: 


b b b 


£>(„ M / 0 


^ 0 

' u * lj / 

,A \ / 

/ v 

\ a r! . !/ 

a /no. b) 


\v 

U 

P(,i M 


sen 0 = 

b 

esc 0 



r 


cos 0 = 

a 

sec 0 


r 


tan 0 = 

a 0 

cot 0 


7 ^ vy wi * 

a b 


b ¥= 0 r = \a 2 + b 2 > 0; 

P(a, b) es un punto arbitrario 
en el lado terminal de 0. (a, b ) 
a * 0 * ( 0 , 0 ) 

b* 0 


Dominios: Conjuntos de todos los angulos posibles para los que se definen las 
relaciones. 

Rangos: Subconjuntos del conjunto de los numeros reales. 

(Los dominios y los rangos se definiran mas precisamente en la siguiente sec- 
cion.) 


[Nota: El triangulo rectangulo que se forma al dibujar una perpendicular de P(a. 
b) al eje horizontal se llama triangulo de referencia asociado con el angulo 0. A 
menudo se hara referencia a este triangulo.] 
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/ / 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 Analice por que, para un angulo dado 0, las relaciones de la definicion 1 son indepen- 

dientes de la election de P(a, b) en el lado terminal de 0 en tanto que ( a, b) + (0,0). 


Se debe memorizar esta forma altcrna de la definicion 1. Para auxiliar a la memo- 
ria, observe que r = 1, por eonsiguiente P(a, b) esta en el circulo unitario, y todos los 
valores de la funcion corresponden a valores obtenidos usando la definicion 1 para 
funciones circulares de la seccion 5-2. De hecho. usando la forma alterna de la defini¬ 
cion 1 junto con el enunciado original de la definicion 1 de esta seccion, se tiene una 
manera alterna de evaluacion de las funciones circulares: 


Funciones circulares y funciones trigonometricas 

Para x cualquicr mimero real: 

sen x = sen (.v radianes) cos x — cos (.r radianes) 

sec .v = sec (x radianes) esc x = esc (pc radianes) (11 

tan x = tan ( v radianes) cot v = cot (.v radianes) 


De manera que ahora se pueden evaluar las funciones circulares en terminos de las 
funciones trigonometricas, usando triangulos de referencia donde sea apropiado, o en 
terminos de puntos circulares y de la funcion generadora antes analizada. Cada enfoque 
tiene ciertas ventajas en situaciones particulares, y usted debe familiarizarse con el uso 
de ambos. 

Esto se debe a que a partir de las ecuaciones (1) se puede evaluar las funciones 
circulares usando una calculadora en el modo de radian (vease la seccion 5-2). General- 
mente, a menos que se quiera dar cierto enfasis, no se usara “rad” despues de un nume- 
ro real. Esto es, se interpretara a las expresiones tal como “sen 5.73” como el “valor de 
la funcion circular sen 5.73” o el “valor de la funcion trigonometrica sen (5.73 rad)” 
segtin el contexto en que ocurra la expresion o la forma que se desea acentuar. Se 
permanecera flexible y con frecuencia se cambiara entre el enfasis en la funcion circu¬ 
lar al enfasis en la funcion trigonometrica, dependiendo de cual de los dos proporcione 
mayor claridad en una situacion dada. 


Evaluacion de las funciones trigonometricas 

Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigonometricas para el angulo 
ilustrado 0 cuyo lado terminal contiene a P(—3,—4). Vease figura 3. 

b 

4 


I / ' 

- 4 )y 


h—► a 

5 
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Solucion 


(a, b) = (-3, -4) 

r = Va 2 + b 2 = V(-3) 2 + (-4) 2 = V25 = 5 


sen 0 

cos 0 

tan 0 


b -4 4 

r ~ 5 5 

a _ -3 _ _3 

r “ 5 5 

b _ -4 _ 4 
o _r 3 “ 3 


CSC 0 

sec 0 

cot 0 



_5 

4 

_5 

3 

3 

4 


Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigonometricas si el lado terminal 
de 0 contiene al punto (-6, -8). [Nota: Este punto esta en el lado terminal del angulo 
en e! ejemplo 3; de aqui que los resultados finales deben ser los mismos que los obteni- 
dos en el ejemplo 3.] 


Evaluacion de las funciones trigonometricas 

Encuentre el valor de cada una de las otras cinco funciones trigonometricas para un 
angulo 0 (sin encontrar 0) dado que 0 es un angulo del cuadrante IV sen 0 = - t. 

La informacion dada es suficiente para poder localizar un triangulo de referenda en cl 
IV cuadrante para 0, aunque no se conozca 0. Se traza un triangulo de referenda, que se 
etiqueta en la forma antes expresada (figura 4), y despues termine el problema como se 
indica. 


| 4 

5 ! 

V<‘-' - 4 > 


Lado terminal de 9 


Puesto que el sen 0 = b/r = - , puede hacer b = -4 y r = 5 
(r nunca es negativo). Si se puede encontrar a, entonces se 
puede determinar los valores de las otras cinco funciones. 


Use el teorema de Pitagoras para encontrar a: 


a 1 + (—4) 2 = 5 2 
a 2 = 9 
a = ^3 

= 3 o no puede ser negativo porque ft es un angulo del cuadrante IV. 


Usando (a, b) = (3, —4) y r = 5, se tiene que 
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Problems seL-.- "iiw. 


* Valores exatt-os 
para angulos 
especiales y num-eros 

' realt-s 


Angulos de 

cuadrantales. 


EJEMPLO 


Soluciones 


cos 0 = — 
r 


tan 0 = - 
a 



sec 0 


r 

a 


5 

3 



cot 0 = 


CSC 0 




5 

4 


Encuentre el valor de cada una de las otras cinco funciones trigonometricas para un 
angulo 0 (sin encontrar 0) dado que 0 es un angulo del cuadrante II y tan 0 = - j. 


Suponga que esta definida una funcion trigonometrica, se puede evaluar exactamente 
sin el uso de una calculadora o de una tabla (lo cual es diferente de encontrar los valores 
aproximados usando una tabla o una calculadora) para cualquier multiplo de entero de 
30°, 45°, 60°, 90°, rr. 6, tt/4, tt/3 o de tt/2. Con un poco de practica usted podra determi- 
nar estos valores mentalmente. En muchas situaciones es ventajoso trabajar con valores 
exactos en vez de con valores aproximados. 

Los angulos mas faeiles de tratar son los angulos cuadrantales, ya que estos an- 
gulos son nniltiplos enteros de 90° o tt/2. Es facil encontrar las coordenadas de un 
punto en los ejes coordenados. Para cualquier punto que no este en el origen, por con¬ 
venience se cscogen puntos de 1 unidad a partir del origen, como se muestra en la 
figura 5. 


b 



a ib 


(0,1) 

(-1,0) 

0.-0) 

r 

(0, -1) 


En cada caso r - X'a 2 + b 2 = 1, es un numero positivo, 


Funciones trigonometricas de angulos cuadrantales 

Encuentre: 

(A) sen 90° (B) cos tt (C) tan(-27r) (D) cot (-180°) 


En cada caso se visualiza la localizacion del lado terminal del angulo con respecto a la 
figura 3. Con un poco de practica se podra resolver mentalmente. 


(A) sen 90° 




(a, b) = (0, 1); r = 1 



(B) COS 77 




(o, b) = (-1, 0); r 


b 


a 
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i-1 

! a i -1 

(D) cot (-180°) [ =- | =— (a b) = ( 1, 0); r = 1 

i__i 

No definida 



Encuentre: 

(A) sen (3 tt/ 2) (B) sec(-Tr) (C) tan 90° (D) cot (—270°) 


EXPLORACION Y ANAUSIS 2 Observe en el ejemplo 5D que la cot (—180°) no esta definida. Analice otros angu- 

los medidos en grados para los que no esta definida la cotangente. <[Para que angulos 
medidos en grados no esta definida la funcion cosecante? 


Debido a que el concepto de triangulo de referenda que se introdujo en la defini- 
cion 1 (forma altema) desempena un papel importante en mucbo del material que si- 
gue, se retoma su definicion y se define el concepto relacionado de angido de referenda. 


Triangulo de referenda y angulo de referenda 

1. Para formar un triangulo de referencia para 0, dibuje una perpendicular 
desde un punto P(a, b) en el lado terminal de 0 al eje horizontal. 

2. El angulo de referencia a es el angulo agudo (siempre tornado positivo) 


entre el lado terminal de 0 y el eje horizontal. 



La figura 6 muestra varios triangulos de referencia y angulos de referencia corres- 
pondientes a angulos particulares. 
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Triangulos de 

referencia y angulos de referencia. 


Triangulo rectangulo 

30 c -60°. 


Angulo de 
referencia 


180“ 



Triangulo de 
referencia 


120 


(a) 

cr = 180 - 120'- = 60 



Triangulo de 
referencia 

/__ 

Angulo de" 

X 

II 

1 

-U 

referencia 

1 

1 

N 


-90“ 

(b) 

a = 181 = 45" 



(c) 

5ir 17 

a = — - it = — 
4 4 


rc /2 


0 n/6 = a 


/ I 


> 


(d) 

a = fl - 




Si el triangulo de referencia de un angulo dado es un triangulo rectangulo de 30°- 
60°, o un triangulo rectangulo de 45°, entonces se pueden encontrar las coordenadas 
exactas, diferentes de (0. 0), en el lado terminal del angulo dado. Con este fin. se obser- 
va primero que en los triangulos 30°-60°. se forma la mitad de un triangulo equilatero, 
como se indica en la figura 7. Como en un triangulo equilatero todos los lados son 
iguales, se puede aplicar el teorema de Pitagoras para obtener una util relacion entre los 
tres lados del triangulo original: 



c = 2a 

b = Vr’“- a 1 
— V(2 a) 2 — a 2 
= V30 5 = aV 3 


/ 

/ 30 J 
2a /(n/6) 


/ 60” 
/ \(n/3) 


a\ 3 


c 
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FIGURA 8 

45°. 


FIGURA 9 


De manera similar, usando el teorema de Pitagoras en un triangulo rectangulo de 
45°, se obtiene el resultado que se muestra en la figura 8. 


Triangulo rectangulo 



c = Va 2 + a 2 
= V2a 2 
= aV2 



a 


La figura 9 ilustra los resultados mostrados en las figuras 7 y 8 para el caso a = 1. 
Este caso es el mas facil de recordar. Todos los otros casos se pueden obtener a partir de 
este caso especial multiplicando o dividiendo la longitud de cada lado del triangulo de 
la figura 9 por la misma cantidad distinta de cero. Por ejemplo. si sc quiere que la 
hipotenusa de un triangulo rectangulo especial de 45° sea 1, simplemente se dividira a 
cada lado del triangulo de 45° entre como se muestra en la figura 9. 


Triangulos especiales de 30° 

-60° y 45° 

/ 30’ 
(n/6) 



2 / 

/ 

/ 

J 

l 60° 

/V 3 > r 

V3 

yC if' !y f 

r / 455 

V2 / (R/4) ! 

r 

1 

1 

' ||, l| i , 

1 - -,---- - u - 1 - 1 


Si un angulo o numero real tiene un triangulo de referenda de 30°-60° o 45°, se 
puede usar la figura 9 para encontrar las coordenadas exactas del punto final del lado 
terminal del angulo. Usando la definicion de las funciones trigonometricas, y la defini¬ 
tion 1 (forma altema), se podra encontrar el valor exacto de cualquiera de las seis 
funciones para el angulo indicado o para el numero real. 


Evaluation exacta 

Evalue exactamente usando los triangulos de referencia apropiados: 

(A) cos 60°, sen (tt/3), tan (tt/B) (B) sen 45°, cot (tt/4), sec (tt/4) 

Soluciones (A) Use el triangulo especial de 30°-60° con lados 1, 2 y V3 como triangulo de 
referencia, y use el angulo de 60° o tt/3 como el angulo de referencia (figura 10). 
Use los lados de! triangulo de referencia para determinar P{a. b) y r; despues use 
las definiciones apropiadas. 
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FIGUP 


ftC 



(o. b) = ( 1, \ 3) 

cos 60° 

/ r=2 


: 

2/ i 

|V3 

TT 

sen — 
3 

60° 

IT 

tan — 

\W 3 >h 

3 


£ _ 1 

r~ 2 

b V3 
r 2 

b V3 
a 1 


(B) Use el triangulo especial de 45° con lados 1,1 y V2 como el triangulo de referen¬ 
da, y use 45° o it/4 como el angulo de referenda (figura 11). Use los lados del 
triangulo de referencia para determinar P(a, b ) y r; despues use las definiciones 
apropiadas. 


L 

sen 45° = - 


(Up) (III 


/■ 

II 

kjI 

TT 

a 

1 

v V |1 

cot — 
4 

~~ b 

A* ! 

TT 

sec — 

r 

V/4) H . n 

1 

4 

a 


1 V2 
V2° 2 


E value exactamente usando los triangulos de referencia apropiados: 


(A) cos 45°, tan (tt/4), esc (tt/4) 

i£l 4 Vi 


(B) sen 30°, cos (rr/6), cot (tr/6) 


Antes de proceder, conviene observar desde un punto de vista geometrico multiplos 
de tt/3 (60°), tt/6 (30°) y tt/4 (45°). Estos se ilustran en la figura 12. 




3n _ 

6 ~ 2 



(b) Multiplos de n/6 (30 s ) 


2n _ k 
4 “2 



6 * _ 

4 2 


(c) Multiplos de n/4 (45°) 


(a) Multiplos de jt/3 (60°) 

Multiplos de angulos especiales. 
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EJEMPLO 7 


Soluciones 


Problema seleccionado 7 


Evaluacion exacta 

Evalue exactamente usando los triangulos de referencia apropiados: 

(A) cos (7tt/4) (B) sen (2tt/3) (C) tan 210° (D) sec (—240°) 

Cada angulo (o numero real) tiene un triangulo de referencia de 30°-60° o 45°. Locali- 
celo y determine {a, b) y r como en el ejemplo 6, y despues evalue. 


7tt 1 V2 

lA>cos T = ^1 0 T 


(B) sen 


2 Ti 

T 


V3 

2 




(C) tan 210° = ^ 0 ^ P) sec (-240°) = “ = " 2 




Evalue exactamente usando los triangulos apropiados: 

(A) tan(—ir/4) (B) sen 210° (C) cos (2 tt/ 3) (D) esc (-240°) 


Ahora el problema se invierte; esto es, suponga que esta dado el valor exacto de 
una de las seis funciones trigonometricas y suponga que el valor corresponde a uno de 
los triangulos especiales de referencia. <;,Puede encontrarse un 0 pequeno positivo para 
el que las funciones trigonometricas tienen este valor? El ejemplo 8 muestra como 
hacerlo. 






5-4 Funciones trigonometricas 


379 


Determination de angulos especiales 

Encuentre el 0 pequeno positivo medido en radianes o en grados para el que cada uno 
de los siguientes enunciados es cierto. 

(A) tan 0 = 1/V3 (B) sec 0 = -V 2 


FIGUF ' 


FIG i4 


Soluciones 


(A) tan 6 = - = — 7 = 

a V3 

Sea (a, b) = (V3, l)o(-\ / 3, — 1 ). El mas pequeno positivo 0 para el cual estoes 
cierto esta en el angulo del cuadrante I con el triangulo de referencia como esta 
dibujado en la figura 13. 


b 



0 = 30° o 7 
6 


V2 

= —- Porque r > 0 


a es negativo en los cuadrantes II y III. El 0 mas pequeno positivo se asocia con un 
triangulo de referencia de 45° en el cuadrante II como se muestra en la figura 14. 


b 


i 

1 

\V2 


1 ! 



1 

1 

1 

h 

45^ 

^ , 


-1 



0 = 135°o 


3tt 


i.blivna 


Encuentre el 0 positivo mas pequeno medido en radianes o en grados para el que cada 
uno de los enunciados siguientes es verdadero. 

(A) sen 0 = V' 3/2 (B) cos 0 = - 1/V 2 


Comentario. Despues de un poco de practica, las figuras de los triangulos de refe¬ 
rencia de los ejempios 7 y 8 se pueden visualizar mentalmente; sin embargo, cuando 
tenga duda, dibuje la figura. 
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TABLA 1 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 


TABLA 2 


La tabla 1 incluye un resumen de los valores exactos del seno. el coseno y la tangente 
para los valores de los angulos especiales de 0° a 90°. Algunas personas pueden memo- 
rizar estos valores, mientras que otras prefieren memorizar los triangulos de la figura 9. 
Usted haga lo que le parezca mas facil. 


Valores de angulos especiales 

6 sen 8 cos 8 


tan 0 


0° 

0 

1 

30° 

i 

I 

V3/2 

45° 

1/V2 0 V2/2 

l/V2o V2/2 

60° 

V'3/2 

1 

7 

90° 

l 

0 


0 

I/V 3 o vT/3 
1 

V3 

No definida 


Estos valores de angulos especiales se recuerdan facilmente para el seno y el cose¬ 
no, si se observa el patron inesperado al terminar la tabla 2 de exploracion y analisis 3. 


Llene la columna del coseno en la tabla 2 con un patron de valores que es similar a 
los de la columna del seno. Analice como estan relacionadas las dos columnas de 
valores. 


Valores de angulos especiales (ayuda para la memoria) 

8 sen 6 cos 8 


0° 

VO/2 = 0 

30° 

vI/2 = 5 

45° 

V2/2 

60° 

V'3/2 

90° 

V4/2 = 1 


La cosecante, la secante y la cotangente se pueden encontrar para estos angu¬ 
los especiales usando los valores de las tablas 1 o 2 y las identidades reciprocas del 
teorema 1. 

Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) -1 (B) -i (C) l (D) -2 

2. (A) -0.8582 <B) 0.7539 (C) 1.542 (D) -0.6383 (E) -4.277 (F) 1.137 

3. sen 8 = -j. cos 9 = - tan 0 = f, esc 6 = -f, sec 8 = -§, cot 8 = 3 

4. sen 8 = 5 , cos 8 = - 5 , esc 8 = |, sec 8 = cot 0 = —5 

5. (A) -1 (B) -I (C) No definida (D) 0_ 

6 . (A) cos 45° = 1/V2, tan(iT/4) = 1, esc (ti/ 4) = V2 
(B) sen 30° = {. cos (ir/6) = v'3/2, cot (tt/6) = V3 

7. (A) -1 (B) (C) -i (D) 2/V3 (E) V3 (F) 2 

8. (A) 60° o 77/3 (B) 135° o 3 tt/4 
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A _ 


41. sen (3tt/4) 


Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigono¬ 
metricas para un angulo 0 que tiene un lado terminal con el 
punto indicado en los problemas del I al 4. 


43. esc 150° 

45. tan(-4-rt/3) 
47. cos 510° 


42. cos (2tr/3) 
44. cot 225° 

46. sec (1 Itt/ 6 ) 
48. tan 690° 


1. ( 6 , 8 ) 2. (-3,4) 

3. (-1.V3) 4. (V3. 1 ) 

E value los problemas de15 al 14 con cuatro digitos significati- 
vos usando calculadora. Cerciorese de que su calculadora esta 
en el modo coirecto (grado o radian) para cada problema. 


Para cuales valores de 0. (1° s 0 < 360°, no esta definido cada 
uno de los problemas del 49 al 54. Explique por que. 

cos 0 sec 0 tan 0 

cot 0 esc 0 sen 0 


5. sen 25° 

7. cot 12 
9. sen 2.137 
11. cot (—431.41°) 
13. sen 113°27'13" 


6 . tan 89° 

8 . esc 13 
10. tan 4.327 
12. see (-247.39°) 
14. cos 235° 12 ’47" 


En los problemas del 15 al 26, evalue exactamente, usando los 
tridngulos de referenda donde sea apropiado, sin usar calcu¬ 
ladora. 


En los problemas del 55 al 60, encuentre el 0 mas pequeno 
positivo medido en gradosy radianes para el cual: 


55. cos 0 = 


-1 


-1 

57. sen $ = — 
2 


59. esc 0 = 


Vi 


56. sen 0 = 


-V5 


58. tan 0 = — V 3 
60. sec 0 = — V 2 


15. sen 0 ° 
18. cos 30° 
21. sec 45° 
24. cot 90° 


16. cos 0 ° 
19. sen45 c 
22. cot 45° 
25. tan 90° 


17. tan 60° 
20 . esc 60° 
23. cot 0° 
26. sec 0 ° 


Encuentre el angulo de referenda a para cada angulo 0 de los 
problemas del 27 al 32. 


27. 0 = 300° 


30. 0=7 
4 


28. 0 = 135° 
5tt 


31. 0 = - 


3 


1st 

29. 0 = — 

6 

32. e = -f 
4 


B _ 


En los problemas del 33 al 48, evalue exactamente, usando los 
angulos de referenda donde se considere apropiado, sin usar 
calculadora. 


33. cos 120° 
35. cos (3ir/2) 
37. cot (-60°) 
39. cos (—-ir/ 6 ) 


34. sen 150° 
36. sen (ir/2) 
38. sec (-30°) 
40. cot (—tt/4) 


Encuentre el valor de cada una de las otras cinco funciones 
trigonometricas para un angulo 0 , sin encontrar 0 , dada la 
informacion indicada en los problemas del 61 al 64. Trace un 
triangulo de referenda para ayudarse. 

61. sen 0 = | y cos 0 < 0 

62. tan 0 = — ^ y sen 0 < 0 

63. cos 0 = — V5/3 y col 0 > 0 

64. cos 0 = — V5/3 y tan 0 > 0 

^Cuales funciones trigonometricas no estan definidas cuan- 
do el lado terminal de un angulo esta en el eje vertical? 
<)Por que? 

^Cuales funciones trigonometricas no estan definidas cuan- 
do el lado terminal dc un angulo esta en el eje horizontal? 
( -,Por que? 

67. Encuentre exactamente todos los 0, 0° ^ 0 < 360°, para 
los que cos 0 = — V 3/2. 

68 . Encuentre exactamente todos los 0, 0° S B < 360°, para 
los que cos 0 = -1/V3. 

69. Encuentre exactamente todos los 0 , 0 s 0 < 2tt, para los 
que tan 0 = I. 

70. Encuentre exactamente todos los 0, 0 ^ 0 < 2-rr, para los 
que sec 0 = — V 2 . 
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c 


En los problemas 71 y 72, refiera.se a la siguiente figura. 



71. Si las coordenadas de A son (4,0) y s cs la longitud de arco 
de 7 unidades, encuentre: 

(A) La medida exacta de 0 en radianes 

(B) Las coordenadas P con tres cifras decimales 

72. Silas coordenadas dc A son (2,0) y s es la longitud de arco 
de 8 unidades. encuentre: 

(A) La medida exacta de 0 en radianes 

(B) Las coordenadas de P con tres cifras decimales 

73. En un sistema de coordenadas rectangular, un circulo con 
ccntro en el origen pasa por el punto (6, 8). ^,Cual es la 
longitud de arco del circulo en el cuadrante 1 entre el eje 
horizontal positivo y el punto (6, 8)? Calcule su respuesta 
con dos cifras decimales. 

74. En un sistema de coordenadas rectangular, un circulo con 
centra en el origen pasa por el punto (12, 5). ^.Cual es la 
longitud dc arco del circulo en el cuadrante I entre el eje 
horizontal positivo y el punto (12. 5)? Calcule su respuesta 
con dos cifras decimales. 


76. Energia solar. Con referenda al problema 75. 

(A) Encuentre la intensidad / de la luz en terminos de k 
para 0 = 20°, 0 = 50° y 0 = 90°. 

(B) ^A que angulo (con una ciffa decimal) la intensidad 
sera el 80% de la intensidad vertical? 

77. Fisica: ingenieria. La figura ilustra un piston conectado a 
una rueda que gira 3 revoluciones por segundo; en conse- 
cuencia, el angulo 0 se esta generando en 3(2ir) = 6tt 
radianes por segundo, o 0 = 6ir t, dondc I es el tiempo en 
segundos. Si P esta en (1,0) cuando t = 0, demuestre que 

y = h + V'4 2 - a 2 
= sen 67rf ■+■ V16 — (cos 6 -utf 

para t 0 . 


Y 


y 


\ 4 pulgadas 

a \ p/ 0 b) 
it ' ' ' 

/) 

/ 'b 
A 0 ! 

- .< 

( 1 , 0 ) 


3 revoluciones 
por segundo. 


0 = 6irt 


75. Energia solar. La intensidad 7de la luz en una celda solar 
cambia con cl angulo del Sol y esta dada por la formula / 
= k cos 0, dondc k cs una constante (vease figura). 


78. Fisica: ingenieria. En el problema 77, encuentre la posi- 
cion del piston y cuando t = 0.2 segundos (con tres digitos 
significativos). 

Geometria. El area de un poligono regular de n lados ins- 
crito en un circulo de radio 1 esta dada por 


Sol 



(A) Encuentre la intensidad de la luz I en terminos de k 
para 0 = 0°, 0 = 30° y 0 = 60 c . 

(B) (,A que angulo (con una cifra decimal) la intensidad 
sera el 25% de la intensidad vertical? 


A = n tan - 


180° 



5-5 Solucion de triangulos rectanguios 


383 


(A) Encuentre A para n = 8 , n = 100, n = I 000 y n = 
10 000. Calcule con cinco cifras decimates. 

(B) ( r ,A que numero se aproxima A cuando n —» ? ( ( ',Cual 
es el area de un circulo de radio 1 ?) 

80. Geometria. El area dc un poligono regular dc n lados ins- 

crito en un circulo dc radio 1 esta dado por 

n 360° 

A = -sen- 

2 n 

(A) Encuentre A para n = 8 , n = 100, n = I 000. y n - 
10 000. Calcule con cinco cifras decimales. 

(B) iA que numero se aproxima A cuando « —> °°? (<,Cual 
es el area de un circulo de radio 1 ?) 


(A) Calcule las pendientes con dos cifras dccimalcs de 
las rectas con angulos de inclinacion dc 88.7° y 162.3°. 

(B) Encuentre la ecuacion de una recta que pasa por (-4. 
5) con un angulo de inclinacion de 137°. Escriba la 
respuesta cn la forma v = nix 4- b. con m y b con dos 
cifras dccimalcs. 


Y 



81. Angulo de inclinacion. Recucrdc (section 2-2) que la pen- 
diente dc una recta no vertical que pasa por los puntos 
y,) y P 2 (x v y 2 ) esta dada por la Pcndicnte - m = (y 2 — yj/ 
(x, — .Vj). El angulo 0 que la recta L hacc con cl ejetr, 0° ^ 
0 < 180°. se llama angulo de inclinacion de la linca L 
(vease figura). Asi, 

Pcndicnte = m = tan 0 0° £ I) < 180° 


82. Angulo de inclinacion. Remitase al problema 81. 

(A) Calcule las pendientes con dos cifras decimales de 
las rectas con angulos de inclinacion de 5.34° y 92.4°. 

(B) Encuentre la ecuacion de una recta que pasa por ( 6 , 
-4) con un angulo de inclinacion de 106°. Escriba la 
respuesta en la forma y = mx -r b. con m y b con dos 
cifras decimales. 



c 




a 



En las secciones anteriores se aplican las funciones trigonometricas y circulares en las 
soluciones de una variedad de problemas significativos. En esta seccion se centrara el 
interes cn una clase particular de problemas que involucran triangulos rectanguios. Con 
referenda a la figura 1 , nucstro objetivo sera encontrar todas las incognitas de un trian- 
gulo rectangulo, dadas las medidas de dos lados o la de un angulo agudo y un lado. Esto 
se llama solucion de un triangulo rectangulo. Las funciones trigonometricas desem- 
penan un papel central en este proccso. 

Para comenzar, se localiza un triangulo rectangulo en el primer cuadrante de un 
sistema de coordenadas rectangular y se observa, de la definicion de las funciones 
trigonometricas, las seis relaciones trigonometricas que implican los lados de un trian¬ 
gulo. (Observe que el triangulo rectangulo es el triangulo de referenda para el angulo 6 .) 


Reladones trigonometricas 




. b c 


A 

c/ 

| b) 

-sen b = — esc 0 = — 

c b 

1 


/ 9 r| 


cos 0 = — sec 0 = — 

c a 


of 


.. b . a 

O’ <: (( < 90' 


tan 0 = — cot 0 = — 

a b 


* Esta seccion proporciona una aplicacion importanle de las funciones trigonometricas para resolver pro¬ 
blemas del mundo real. Sin embargo, esta puede ser propuesta u omitida sin perder continuidad. si se desea. 
Algunos pueden querer cubrir la seccion antes de las secciones 7-1 y 7-2. 
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Es frecuente que se haga referencia a] lado b como cl lado opuesto de un angulo 0. 
como a al lado adyacente al angulo 0 y c a la hipotenusa. Usando estas dcsignaciones 
para un triangulo rectangulo arbitrario sin imporiar el sistema coordcnado. se dene lo 
siguiente: 


Funciones de un triangulo rectangulo 




sen 0 = 

CSC 0 - 

Op. 

Hip. 

Hip. 

Op. 

•f 

U Ady. 
cos 0 = —— 

sec 0 = 

“1 

Hip. 

Ady. 


Ady. 

tan 0 = 

cot 0 =' —^ 


0 

Ady. 

Op. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Para un valor dado 0, 0 < 0 < 90°, explique por que el valor de cada una de las seis 

funciones trigonometricas es independiente del tamano de un triangulo rectangulo 
que contiene a 0. 


TABLA 1 

Angulo mas 

cercano 

Digitos 
significativos 
para la medida 
de un lado 

i° 

2 

10' o 0. i 0 

3 

r oo.oi 0 

4 

10"o 0.001° 

5 


El uso de las relaciones trigonometricas para triangulos rectangulos se aclara cn 
los siguientes ejemplos. Con respecto a la precision de los calculos, se usa la tabla ! 
como guia. (Esta tabla tambien esta impresa cn los forros de estc libro para una facil 
referencia.) En muchos lugares se usara = en lugar de ==. tenga cn cuenta que se supo- 
ne la precision indicada en la tabla 1 todo lo que se ha supuesto. Una advertencia mas: 
cuando use su calculadora asegurese dc que este en ei rnodo de grado. 


FIGURA 2 


Solucion de un triangulo rectangulo 

Resuelva el triangulo rectangulo con c = 6. 25 pies y P = 32.2°. 
Solucion Dibuje primero una figura y marque las partes (figura 2): 

6.2S pies 'a ^ 

\ 32 - 2 ° r 
a 


Resuelva para n 


a. = 90° — 32.2° = 57.8° a y (3 son complementarios. 
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Despeje b 


Despeje a 


PRECAUCION 


sen |3 


b 

c 


O use esc |i - 


sen 32.2° 


b 

6.25 


b = 6.25 sen 32.2° 
= 3.33 pies 


cos B =— O use sec [1 

c 

“ s32 

a = 6.25 cos 32.2° 

= 5.29 pies 


Resuelva el triangulo rectangulo con c = 27. 3 metros y a = 47.8°. 


En el siguiente ejemplo se aborda un problema del siguiente tipo: Encuentre 0 
dado que 


sen 6 = 0.4196 


Sc sabe como cncontrar (o aproximar) sen 0 dado un 0. <,pero como se invicrte el proce- 
so? ^Como se encuentra a 0 dado sen 0? Pritnero, observe que la solucion al problema 
se puede escribir simbolipamente como 


0 = arcsen 0.4196 


"aresen' v "sen - 1 
represenian lo mismo 


o 


0 = sen' 1 0.4196 

Ambas expresiones se leen “0 es el angulo cuyo seno es 0. 4196”. 


Es importante observar que sen -1 0.4196 no significa l/(sen 0.4196). El expo- 
nente *' es parte del simbolo de la funcion, y sen -1 representa la funcion inver- 
sa de seno. La inversa de las funciones trigonometricas se desarrolla en forma 
detallada en la seccion 5-9. 


Por foituna con una calculadora se puede encontrar 0 directamente. La mayoria de 
las calculadoras del tipo que se uso en este libro tienen las teclas de la funcion 

o sus equivalentes (revise su manual). Estas teclas usan la reiacion tri- 
gonometrica inversa para encontrar el angulo agudo correspondiente niedido en grados 
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cuando la calculadora esta en el modo de grado. Asl, si sen 0 = 0.4196 se puede escribir 
0 = arcsen 0.4196 o 0 = sen -1 0.4196. Se elige el segundo y se procedc como sigue: 


Comprobacion 


0 = sen 1 0.4196 


= 24.81° 
o 24°49' 


El grado al centesimo mas cercano 
Al minuto mas cercano 


sen 24.81° = 0.4196 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Resuelva cada uno de los siguientes para 0 en grados aproximando al centesimo mas 

cercano de un grado usando una calculadora. Explique por que aparece un mensaje 
de error en uno de los problemas. 

(A) cos 6 = 0.2044 (B) tan 0 = 1.4138 (C) sen 0 = 1.4138 




Solucion de un triangulo rectangulo 

Resuelva el triangulo rectangulo con a = 4.32 centimetros y b - 2.62 centimetros. 
Calcule las medidas del angulo a los 10' mas cercanos. 

Solucion Dibuje una figura y senale las partes conocidas (figura 3): 


2.62 cm 


V 

4.32 cm 


Despeje (3 tan [3 


P 


I-1 

a = 90° - 31°10' j = 89°60' - 31°10' | = 58°50' 

i---1 

n 2 -62 c 

sen B = - O use esc 3 = 

C 2.62 


c =-- = 5.06 centimetros 

sen 31.2° 


o, usando el teorema de Pitagoras, 


Despeje a 


Despeje c 


2.62 

4.32 


tan' 


2.62 


4.32 
31.2° o 31 ° 10' 


0.2° = f(0.2)(60)l' = 12' - 10' los mas cercanos 10' 


c = V4.32 2 + 2.62 2 = 5.05 centimetros 
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Observe la pequefia diferencia entre los valores obtenidos para c (5.05 contra 5.06). 
Esto se obruvo redondeando (3 al 10' mas cercano en el primer calculo para c. 


Resuelva el triangulo rectangulo con a = 1.38 kilometros y b = 6.73 kilometros. 


Geometria 

Si un pentagono (poligono regular de cinco lados) esta inscrito en un circulo de radio 
5.35 centlmetros, encuentre la longitud de un lado del pentagono. 


Solucion Trace una figura e inserte un triangulo ACB con C en el centra (figura 4). Agregue la 
recta auxiliar CDcomo se indica. Se encuentra^Dy se duplica para encontrar la longi¬ 
tud del lado requerido. 



Angulo ACB 
Angulo ACD 




Exacto 


Exacto 


sen (angulo/tC’£>) = - 

AD = AC sen (angulo/lCD) 

= 5.35 sen 36° 

= 3.14 centimetros 
AB = 2AD = 6.28 centimetros 


Si un cuadrado con 43.6 metros por lado esta inserto en un circulo, ^cuanto mide el 
radio del circulo? 


Arquitectura 

Un arquitecto esta disenando una casa y desea determinar la medida del aleron de un 
techo para que la sombra de la pared del sur se proyecte completa al mediodia durante 
el solsticio de verano (figura 5). ^Cuanto debe medir minimamente el aleron, por lo 
menos, para poder ejecutar este proposito? 
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El sol del solsticio de El sol del solsticio de 
invierno (mediodfa) verano (mediodfa) 



Solucion A partir de !a figura se dibuja la siguiente relacion en el triangulo rectangulo (figura 6) 
y se despeja x: 


i lC Cr 



1 



e = 90° - 81° = 9° 

„ x 

tan 0 = — 

11 

x = 11 tan 9° = 1.7 pies 


Con la medida del aleron encontrada en el ejemplo 4, (,de que tamano sera la soinbra 
del aleron si se baja la pared al mediodfa durante el solsticio de invierno? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. P = 42.2°, a = 20.2 m. 6 = 18.3 m 2. a = 1C40', b = 78°20’, c = 6.87 km 
3. 30.8 m 4. 1,1 pies 


k 5-5 


A _ 


En los problemas del 1 al 12, para el triangulo mostrado en la 
figura escriba las razones de los lados correspondientes a cada 
funcion trigonometrica de los problemas del 1 al 6. No vuelva 
atras para ver las definiciones. 


c 




b 


1 . sen 9 
4. cos 6 


2. cot 0 
5. tan 0 


3. esc 0 
6. sec 0 


Cada razon de los problemas del 7 al 12 define una funcion 
trigonometrica de 0 (refierase a la figura para los problemas 
del l al 12). Indique cual es la funcion sin revisar otra vez las 
definiciones. 


8. bla 9. da 


a 


r 


7. ale 
10 . btc 


11 . alb 


12 . c/b 
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En losproblemas del 13 al IK, encuentre cada angulo agudo 0 
en grados con dos cifras decimoles usando calculadora. 

13. cos 0 = 0.4917 14. sen 0 = 0.0859 

15. 0 = tan 1 8.031 16. 0 = cos' 1 0.5097 

17. sen 0 = 0.6031 18. tan 0 = 1.993 

B _ 

Resuelva cada Iridngulo en los problemas del 19 al 30 con la 
iriformacion dada y el iridngulo marcado en la jigura. 



—r 

□ 


19. 

0 

= 17.8°, c = 

= 3.45 

20. 

0 

= 33.7°, b = 

= 22.4 

21. 

0 

= 43°20', c 

= 42.5 

22. 

0 

= 62°30', c 

= 42.5 

23. 

a 

= 23°0', a = 

= 54.0 

24. 

a 

= 54°, c = ■ 

4.3 

25. 

ot 

= 53.21°, b 

= 23.82 

26. 

a 

= 35.73°, b 

= 6.482 

27. 

a 

= 6.00, b = 

8.46 

28. 

b 

= 22.0. c = 

46.2 

29. 

b 

= 10.0, c = 

12.6 

30. 

b 

= 50.0, c = 

165 


Los problemas del 31 al 36 dan una interpretacion geometrica 
de las relaciones trigonometricas. Refierase a la figura, don- 
de 0 es el centro de un circuh de radio l, 0 es el cingulo agudo 
AOD. D es elpunto de interseccion del lado terminal del dngu- 
lo 0 con el circulo v EC es la langente del circulo en D. 



cos 0 

sec 6 


Explique por quo: 

(A) cos 0 = OA (B) cot 0 = DE (C) sec 8 = OC 


Explique por que; 

(A) sen 0 = AD (B) tan 0 = DC (C) esc 0 = OE 

Explique que pasa en cada uno de los siguientes enuncia- 
dos cuando el angulo agudo 0 se aproxima a 90°: 

(A) cos 0 (B) cot 0 (C) sec 0 

Explique que pasa en cada uno de los siguientes enuncia- 
dos cuando el angulo agudo 0 se aproxima a 90°: 

(A) sen 0 (B) tan 0 (C) esc 0 

Explique que le pasa a cada uno de los siguientes enuncia- 
dos cuando el angulo agudo 0 se aproxima a 0°. 

(A) sen 0 (B) tan 0 (C) esc 0 

Explique que pasa en cada uno de los siguientes enuncia- 

dos cuando el angulo agudo 0 se aproxima a 0°: 

(A) cos 0 (B) cot 0 (C) sec 0 

c_ 

37. Demuestre que (veasc figura): h = -—- 

cot a - cot (3 


i h 

i 

\ a r ^..A 

' -V-‘ 

d 

38. Demuestre que (vease figura): h =-—- 

cot (x + cot (3 



1 

1 

1 

hi 


H V 


d 


39. Inspection. Encuentre la altura de un arbol (que crece des- 
de e! nivcl del terreno) si en un punto a 105 pies de la base 
del arbol hace un angulo con la horizontal de 65.3°. 

40. Seguridad aerea. Para medir la altura maxima a la que se 
encuentra una nube sobre un aeropuerto, se dirige un pro- 
vector directamcnte hacia arriba para producir una serial 
sobre las nubes. Un observatorio a 500 metros de distancia 
informa que el angulo de la luz con respecto a la horizon¬ 
tal es de 32.2°. i,A que altura (aproxime al metro mas ccr- 
cano) se encuentran las nubes sobre el aeropuerto? 

41. Ingenieria. Si untrensubeenunanguloconstantede l°23\ 
^Cuantos pies vcrticales ha subido despues de avanzar 
1 milla? (1 milla = 5 280 pies) 
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42. Seguridad aerea. Si un avion comercial sube un angulo 
de 15°30' con una velocidad constantc dc 315 millas por 
hora, ^cuanto ticmpo le tomara (aproxime al minuto mas 
cercano) alcanzar una altura de 8.00 millas? Suponiendo 
que no hay viento. 

43. Astronomia. Encuentre el diametro de la Luna (a la milla 
mas cercana) si cuando esta a 239 000 millas de la Tierra 
produce un angulo de 32' respecto de un observador en la 
Tierra. 

44. Astronomia. Si el Sol esta a 93 000 000 millas de la Tie¬ 
rra y su diametro esta frente a un angulo de 32' respecto de 
un observador en la Tierra, ^.cual es cl diametro del Sol 
(con dos digitos significativos)? 


hh _ 

Ciudad 

!-20 millas 

(A) Con referenda a la figura. muestrc que el costo en 
terminos de 0 esta dado por 



45. Geometria. Si un circulo de 4 centimetros de radio ticnc 
una cucrda de longitud de 3 centimetros, encuentre el an¬ 
gulo central que esta frente a esta cuerda (aproxime al gra- 
do mas cercano). 

46. Geometria. Encuentre la longitud de un lado dc un poli- 
gono regular de nuevc lados inscrito en un circulo con un 
radio de 4.06 pulgadas. 

47. Fisica. En un curso de fisica se muestra que la velocidad v 
de una pelota que rueda hacia abajo de un piano inclinado 
(despreciando larcsistenciavlafriccion aerea) esta dada por 

v = gr sen 0 

donde g es la constante gravitacional (accleracion debida 
a la gravedad), t es el tiempo y 0 es el angulo de inclina- 
cion de un piano (vease figura). Galileo (1564-1642) uso 
esta ecuacion en la forma 


C(0) = 75 000 sec 0 - 45 000 tan 0 + 300 000 

(B) Calcule una tabla dc costos, aproxime cada costo al 
dolar mas cercano, para los siguientes valores de 0: 
10°, 20°. 30°, 40° y 50°. (Observe como varian los 
costos con 0. En un curso de calculo se pide a los 
estudiantes encontrar 0 para minimizar el costo.) 

r 50. Ingenieria: analisis de costos. Reficrase al problcma 49. 
Suponga que la isla esta a 4 millas de la costa y que el 
costo de instalar el cable por la costa es dc $20 000 por 
milla, y sumergido, es de S30 000 por milla. 

(A) Refierase a la figura para el problema 49 con los 
cambios apropiados. demuestre que el costo en 
terminos de 0 esta dado por 


l sen 0 

para estimarg despues de medir v cxperimentalmente. (En 
aquel entonces no existia ningun artefacto de sincronizacion 
para medir la velocidad dc un cuerpo en caida libre, asi 
que Galileo uso el piano inclinado para retardar el movi- 
miento hacia abajo.) Una pelota de acero rueda hacia aba¬ 
jo de un piano inclinado de vidrio en 8.0". Calcule g con 
una cifra decimal si al final de 3.0 segundos la pelota tiene 
una velocidad de 4.1 metros por segundo. 


C(0) = 120 000 sec 0 - 80 000 tan 0 + 400 000 

(B) Calcule una tabla de costos, aproxime cada costo al 
dolar mas cercano, para los siguientes valores de 0: 
10°, 20°, 30°. 40° y 50°. 

51. Geometria. Encuentre r en la figura que se incluye (con 
dos digitos significativos) para que el circulo sea la tan- 
gente de tres lados de un triangulo isosceles. [Sugerencia: 
El radio de un circulo es perpendicular a la tangente de 
una recta en el punto de tangencia.] 



> 2.0 metros 

I 

J 


48. Fisica. Rcmitase al problema 47. Una pelota de acero rue¬ 
da hacia abajo por un piano inclinado dc vidrio a 4.0°. 
Calcule g con una cifra decimal si despucs de 4.0 segun¬ 
dos la pelota tiene una velocidad de 9.0 pies por segundo. 

49. Ingenieria: analisis de costos. Una compania de television 
por cable desea instalar un cable desdc una ciudad a una 
isla de descanso a 3 millas de la costa. El cable debera ir por 
la costa y despues sera sumergido hasta la isla, como se 
indica en la figura. El costo de instalar el cable por la costa 
es de S15 000 por milla, y sumergido es de $25 000 por milla. 


52. Geometria. Encuentre r en la figura que sc incluye (con 
dos digitos significativos) para que cl circulo mas peque- 
ito sea tangente del circulo mas grande y los dos lados del 
angulo. [Vea la sugerencia en cl problcma 51.] 
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SECCiON 


5-6 


Graficacion de funciones trigonometricas basicas 


Funciones periodieas 
Graficas de y = sen x y y = cos x 
Graficas de y = tan x y y = cot * 
Graficas de y = esc x y y = sec * 
Graficas en un dispositivo de graficacion 


Fenomenos 

periodicos. 


Considere las graficas de tiempo de salida del Sol y las ondas de sonido que se mues- 
tran en la figura 1. ^Cual es la caracteristica comun de las dos graficas? Ambas repre- 
sentan respectivamcnte a los fenomenos; esto es, ambas parecen ser periodieas. Las 
funciones trigonometricas son particularmente utilizadas para describir los fenomenos 
periodicos. 


■3 ' 


S 5 
X 


O D 


Mes 

Veces de salida del Sol y epoca del ano 

(a) 


o 

E 

a. 

c 


600 


1 

565 


w V/ 

Tiempo (segundos) 

Onda sonora llegando al timpano 

(b) 


Esta seccion analiza las graficas de las seis funciones trigonometricas con los 
dominios de numeros reales antes presentados igual que a los dominios, los rangos y 
las propiedades periodieas de estas funciones. Las funciones circulares introducidas en 
la seccion 5-2 probaran particularmente su utilidad en este aspecto. 

Al parecer hay mucho que recordar en esta seccion. Sin embargo, solo es necesa- 
rio estar familiarizado con las graficas y las propiedades de las funciones seno, coseno 
y tangente. Las relaciones reciprocas ya analizadas permitiran determinar las graficas 
y las propiedades de las otras tres funciones trigonometricas de las graficas y las pro¬ 
piedades de las funciones seno, coseno y tangente. 


Aqui sera necesario volver a los puntos circulares y las funciones generadoras analiza¬ 
das en las secciones 5-1 y 5-2; puesto que el circulo unitario tiene una circunferencia de 
2tt, se encuentra que para un valor dado de x (vease figura 2) se volvera al punto 
circular W(x) = (a, b) si se agrega cualquier multiplo entero de 2-71 a x. Piense en un 
punto P que se mueve en el circulo unitario en cualquier direccion. Cada vez que P 
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Funciones trigonometricas 


DEFINICION 1 


recorre una distancia de 2 tt, la circunferencia de un circuit), esta atras del punto donde 
la comenzo. Asi, para algun numero real x, 

sen (x + 2&ir) ~ sen x con k cualquicr entero 

cos (x + 2A"ir) = cos x con k cualquier entero 

b 



Las funciones con esta clase de conducta repetitiva se llaman funciones periodi- 
cas. En general, se tiene la definicion 1. 


Funciones periodicas 

Una funcion / es periodica si existe un numero real positivo p tal que 

/(x + p) = f{x) 

para todo x en el dominio de/ El numero positivo mas pequeno p, si existe, se 
llama periodo fundamental de /(o a menudo se conoce como periodo de/). 

tunrinne) seno y eosc.iii >. i .... 


Se empieza por graficar 


y — sen x x un numero real (I) 

La grafica de la funcion seno es la grafica del conjunto de todos los pares ordenados de 
numeros reales (x, v) que satisfacen la ecuacion (1). La obtencion dc las graficas usan- 
do graficacion punto por punto es tediosa y tiende a oscurecer muchas propiedades 
importantes. Se profundiza de manera mas significativa en la naturaleza de estas fun- 
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ciones observando comoy = sen x = b varia como el punto circular P(a, b) se mueve 
en el drculo unitario. 

Ahora se sabe que el dominio de la funcion seno es el conjunto de todos los nume- 
ros reales R, el rango es [- 1, 1 ], y el pcriodo es 277. Debido a que la funcion seno tiene 
un periodo de 2 tt, se concentra en la grafica de un periodo, de 0 a 2 tt. Una vez que se 
tiene la grafica para un periodo, se puedc completar el resto de la grafica tanto como se 
necesite repitiendo la grafica a la izquierda o a la derecha. 

La figura 3 ilustra comoy = sen x = b varia conforme x aumenta de 0 a 2tt y P(a. 
b) se mueve alrededor del circulo unitario. 


Variaciones en sen x. 



Conforme* 

y = sen x — b 

varia desde: 

varia desde: 

0 a 77 /2 

0a I 

77/2 a 77 

! a 0 

77 a 3 t7/2 

0a -1 

3tt/ 2 a 277 

-1 a 0 


Para trazar una grafica de = sen x sobre el intervalo [0, 2tt], se divide al interva- 
lo en cuatro partes iguales correspondiendo a los cuadrantes por los cualesx varia yy se 
comporta uniformemente. Se escoge como unidad basica en el ejex a 277/4 = tt/2. Por 
supuesto, todos los otros numeros reales estan en el eje x, pero por claridad se escoge 
solo marcar los multiplos de tt/2. Para completar el dibujo, se usan los resultados de la 
figura 3, complementando donde sea necesario valores especiales reales (multiplos 
enteros de ir/6 o de tt/4) o valores de la calculadora. La grafica final se muestra en la 
figura 4. El circulo de la izquierda (que se usa para definir la funcion seno) por lo 
general se efectua mentalmente y no forma parte de la grafica de y = sen x. 


Graficacion 

de y = sen .v 



La figura 5 resume los resultados anteriores y muestra la grafica de seno en varios 
periodos. 
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Grafica de y = sen x 

V 


-it 0 it 2it 3it 4s 

-1 •• 

Periodo: 2it Dominio: Todos los numeros reales Rango: [-1, 1] 
Simetrica com respecto al origen 


Si se procedc de la misma manera para la funcion coseno, se puedc obtener su 
grafica. La figura 6 muestra como cos x = a = y varia cuando P(a, b ) se mueve alrede- 
dor del circulo unitario. 


Variaciones del cos x. 


b j 

(0, 1) 

( 

% 

/ A 

1 0 



Conforme x 
van'a dcsde: 

y = cos x = a 

varia desde: 

-1,0)1 0 

0 /( 1,0)‘ 

0 a tt/2 

1 a 0 


/ 

/ 

tt/ 2 a rr 

Oa -1 

(0, -1) 


tt a 3 tt/2 

-la 0 



3 tt/2 a 2 77 

Oa 1 


Se puede usar el resultado de la figura 6, el hecho de que la funcion coseno sea 
periodica con periodo 2 tt, y los valores especiales o encontrados con calculadora don- 
de sea necesario para obtener la figura 7. 


Grafica de y = cos x 


Y 

til 


1 -» 0 

x 2n 3k 4k 

-1 * 


Periodo: 2-it Dominio: 

Todos los numeros reales Rango: [-1, 1] 

Simetrica con respecto al e 

1___ 

:jey 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 

• Graficas (ie t ■ lan 


b 



('0 , - 1 ) 


tan x - — 

0 

El drculo unitario y 

tan.v. 

Interseccioncs y 
asintotas para v = tan .v. 


Se deben aprender las caracteristicas basicas de las graficas del seno y coseno 
para poder trazar las curvas rapidamente. En particular, usted debe poder contestar las 
preguntas siguientes: 

1. i,Cual es el periodo de cada funcion (cuantas veces se ha repetido la grafica)? 

2. <,Donde estan las intersecciones con el eje x? 

3. ^Donde estan las intersecciones con el eje >■? 

4. ^Cuanto se desvia cada curva del eje x? 

5. <t Donde ocurren los puntos altos y bajos? 

6 . ^Cuales son las propiedades de simetria? 


(A) Analice como estan relacionadas las graficas de las funciones seno y coseno. 

(B) ^Que se podria desplazar y/o reflejar en la grafica del seno para obtener la 
grafica del coseno? 

(C) <;Es esta grafica de y = sen (x - tt/2) o dey = sen (x + tt/2) igual a la grafica 
de y = cos xl Explique en terminos de desplazamientos y/o reflexiones. 


Se analiza primero la grafica dey = tan x. Despues, a partir de esta grafica. puesto que 
cot x - l/(tan x), se podra obtener la grafica de y = cot x usando las reciprocas de las 
ordenadas. 

La figura 8 muestra que cuando el punto circular P(a, b) esta en el eje horizontal 
(es decir, cuando x = A-rr, k es un entcro), entonces ( a , b) = (± 1,0), y tan x = bia = 0/ 
(± 1) = 0. Cuando P(a. b) esta en el eje vertical [es decir, cuando x = (tt/2) + k-rr, k es 
un entero], entonces ( a , b) = ( 0 . ± 1 ), y tan x = bia = (±l )/0 no esta definida (la 
funcion tangente es discontinua). 

Los valores de x para los cuales P(a, b) estan en el eje horizontal en la figura 8 y 
son las raices para tan x, o las intersecciones con cl eje x para la grafica de y = tan x. 
Asi. sc puede escribir 

Intersecciones con el eje x: A _ tt k es un entero 

El primer paso para graficar y = tan x, es localizar las intersecciones x con el eje x 
como se muestra en la figura 9. 


I 


2jc I -n 


5n 3^ n 

2 2 ~*2 


y 


T 


71 


2 


1 * 

2 


2r. 


Sk 

2 


X 
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Los valores de a tales como P(a, b) que estan en el eje vertical de la figura 8 son 
puntos de discontinuidad. Un segundo paso para graficary = tan x, es dibujar rectas 
verticales punteadas que pasen por estos puntos de discontinuidad como se ilustra en la 
figura 9, la grafica no puede cruzar estas rcctas. Estas rectas verticales punteadas se 
llaman asintotas, son las pautas convenientes para trazar la grafica de y = tan a. La 
recta a - = a es una asintota vertical para la grafica de v = f(x) si /(a) aumenta o 
disminuye sin limite cuando a se aproxima a a desde la izquierda o desde la derecha. 
Asi, se escribe 


Asintotas verticales: a = — + Air k es un cntero 

2 

Ahora se estudia con mayor detalle la conducta de la grafica dey = tan a entre las 
dos asintotas mas cercanas al origen, es decir, cn el intervalo (— tt/2, tt/2). Ya que 
tan (—a) = —tan a (seccion 5-2), solo se necesita desarrollar la grafica del intervalo 
entre [0, tt/2), despues se puede reflejar esta grafica que pasa por el origen para obtener 
la grafica del intervalo entero entre (-tt/2, tt/2). 

Dos puntos en la grafica para el intervalo [0, tt/2) son faciles de calcular: tan 0 
0 y tan (tt/4) = 1 . ^Que le pasa a tan a cuando a se aproxima a tt/2 desde la izquierda? 
Si x se aproxima a tt/2 desde la izquierda, el punto circular P(a , b) en la figura 9 esta en 
el primer cuadrante, a se aproxima a 0 pasando por los valores positivos y h se aproxi¬ 
ma a 1. ,;',Que le pasa ay = tan x en el proceso? El experimento con calculadora en el 
ejemplo 1 le ayudara a determinar una respuesta. 


Experimento con calculadora 

A partir de una tabla de valores para y = tan a aproximese a tt/2 = 1.570 796 pasando 
por los valores menores de tt/2, comenzando en 0. ^Cual es su conclusion? 

Solucion Se crea una tabla como se indica: 

A 0 0.5 1 1.57 1.5707 1.570 796 

tanx 0 0.5 1.6 1256 10 381 3 060 022 


Cuando a se aproxima a tt/2 desde la izquierda, tan a parece aumentar sin limite. 


A partir dc una tabla de valores para v = tan a, a sc aproxima a -tt/2 = -1.570 796 
pasando por los valores mayores de - tt/2, comenzando en 0. Esto es, se usan los nega¬ 
tives de los valores de a utilizados en el ejemplo 1. <',Cual es su conclusion? 


La figura 10(a) muestra la grafica rcsultante del analisis del ejemplo 1. La grafica 
se puede completar para el intervalo (—tt/2, tt/2) reflejando la grafica de la figura 
10(a) pasando por el origen. La figura 10(b) muestra el resultado. 
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Grafica dc y = 
tan .r, -lt!2 < x < nil. 


x 

" 2 -1 


1 

Asfntota ] 


1 1 

1 

1 

vertical i 

i 

i 


1 

1 

1 

1 

i 

• 

i 

i 

1- 

1 

1 

1 

1 

1 a 

Tl 


0 .1 

" 2 

1 

1 

-1 ■ 

I 

1 

1 

1 

1 


1 

] Asmtoti 

1 

1 1 


i vertical 


(a) 


(b) 


Procediendo de la misma manera para los otros intervalos entre las aslntotas, la 
funcion tangente parece una funcion periodica con periodo tt. Para verificar esto, re- 
grese a la figura 8. Si(<3, b) son las coordenadas del punto circular asociado con x, 
entonces, usando la simetria del circulo unitario y los triangulos de referencia con- 
gruentes, (—a, —b ) son las coordenadas del punto circular asociado con x + it. De aqui 
que, 


tan (x + ir) =-= - = tan x 

-a a 

y se concluye que la funcion tangente es periodica con periodo tt. En general, 

(mn v k. ia» i Art iimnhin 

para todos los valores de x para los que ambos lados de la ecuacion estan definidos. 

Para completar la grafica de y = tan x solo se necesita repetir la grafica de la 
figura 10 a la izquierda y a la derecha en intervalos de tt para producir tanto de la grafi¬ 
ca general como sea necesario (vease figura 11). Se deben aprender las caracteristicas 
principales de la grafica de la funcion tangente para poder dibujar la grafica rapida- 
mente. 


Grafica de y = tan x 



Periodo: tt 

Dominio: Todos los nuraeros reales 
excepto n/2 + kn, k es un 
entero 

Rango: Todos los numeros reales 

Simetrica con respecto al origen 

Funcion creciente entre las aslntotas 

Discontinua en x — n/2 + kK, k es un 
entero 
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Ahora se volvera al analisis dc la funcion cotangente. Puesto que cot x = 1 /tan x, 
se puede graficar y = cot x tomando las reciprocas de los valores dey en la grafica de 
y = tan x en la figura 11. Observe que las interseccioncs con el eje x y las asintotas 
verticales se intercambian. La grafica de;' = cot.v se muestra en la figura 12. Como en 
la funcion tangente, se deben aprender sus caracteristicas principals para poder trazar 
su grafica rapidaniente. 


Grafica de y = cot x 


liH 


iHir 



Periodo; nr 

Dominio: Todos los nuimeros reales 
excepto kn, k es un 
entero 

Rango: Todos los numeros reales 

Simetrica con respecto al origen 

Funcion decreciente entre las 
asintotas 

Discontinua enx = fat, fees un entero 


FIGURA 1? 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Analice la relacion entre las graficas de las funciones tangente y cotangente. 

(B) iQue cambiaria y/o reflejaria en la grafica de la tangente para obtener la grafi¬ 
ca de la cotangente? 

(C) ^La grafica de y = tan (x - tt/2) o de y = —tan (x — tt/2) es igual que la 
grafica dey = cot x? Explique en terminos de cambios y/o reflexiones. 


• Graficas de y - esc x 
y y = sec x 


Asi como se obtuvo la grafica de v = cot x tomando las reciprocas de los valores de y en 
la grafica de y = tan jc, ya que 


esc x =- y sec x =- 

sen x " cos x 

se pueden obtener las graficas de y = esc x y y = sec x tomando las reciprocas de 
los valores de v en las graficas de v = sen x y de y = cos x, rcspectivamente. Las 
asintotas verticales estan en las intersecciones con el eje x de cualquier funcion sen x o 
cosx. 

Las graficas de y = esc x y de y = see x se muestran cn las figuras 13 y 14, 
respectivamente. Como una ayuda grafica, se trazan primero las lineas discontinuas de 
y = sen x y de y = cos x y despues se dibujan las asintotas verticales pasando por la 
interseccion x. Compruebe algunos puntos de las graficas con calculadora. 
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Grafica de y = esc x 



Periods: 2 it 

Dominio: Todos los numeros reales excepto hi 
k es un entero 

Rango: Todos los numeros reales y tales que 

y< - I oy> I 

Simetrica con respecto al origen 
Discontinua en x = hi, k es un entero 






FIGURA 13 


Grafica de y = sec 

X 








Periodo: 2 tt 



II 

1 

1 


Dominio: Todos los numeros reales excepto 

71 /2 + kn . k es un entero 

j 

i 

>* 

T 

1 

Rango: Todos los numeros reales y tales 
que y S - loySil 

Simetrica con respecto al eje y 

Discontmua en x = Jt/2 + kn, 
k es un entero 

- - 

\ I ^ - --" 

■rjf 

- 

i 

K 

CN 

1 * 

« 1 

; *|lN|- 

* 2.*t 

2 

1 1 
1 


1 1 
r l i 

'.w ■: .:i . i: |i;i. i.;:i : 



FIGURA 1 


Con esto se termina el analisis de las graficas de las seis funciones trigonometricas 
basicas y de sus propiedades fundamentals. En todos los casos se precede a partir de 
las definiciones basicas y dc las propiedades de estas funciones. Ahora se debe poder 
trazar cualquiera de estas graficas y describir sus atributos fundamentals. Memorizar 
el circulo unitario es util. 


-v. 


■ Graficas en un 
dispositive dc 
qraficacion 


Ahora que se sabe que las graficas de las seis funciones trigonometricas se derivan de 
las definiciones basicas y dc sus propiedades. se volvera al trazo de las graficas con un 
dispositivo de graficacion. que puede producir estas graficas casi instantaneamente. 
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Graficas trigonometricas de un dispositivo de graficacion 

Utilice un dispositivo de graficacion para graficar las funciones 
y = sen x y = tan x y = sec x 

para — 2 tt < x < 2tt, — 5 <} ; S5. Despliegue cada grafica por separado en una venta- 
na de vision en modo “conectado”. 

Solucion Ponga primero el dispositivo de graficacion en radianes y modo conectado. Despues 
vaya a la siguiente ventana de parametros, usando 6.3 como una aproximacion para 2ir: 

X min = —6.3 X max = 6.3 Xscl = 1 

Y min = -5 Y max = 5 Yscl = 1 

Ahora introduzca cada funcion y produzca su grafica como se indica en la figura 15. 

Graficas en un 


(a) y = sen x (b) y = tan x (r) »■ = sec 


dispositivo de graficacion en modo 
“conectado”. 


J 

J 


y 

J\ 



1 

(\ 



i 


J l 

J L 

n 

n 


En las figuras 15(b) y (c), parcce que el dispositivo de graficacion ha dibujado 
tambien las asintotas verticales para estas funciones. Este no es el caso. La mayoria de 
los dispositivos de graficacion calculan los puntos en una grafica y los conectan con 
segmentos de recta. El ultimo punto trazado a la izquierda de una asintota y el primer 
punto trazado a la derecha de la asintota tendran generalmente coordenadas y muy 
grandes. Si las coordenadas de y tienen signo contrario, entonces el dispositivo de 
graficacion conectara los dos puntos con una recta que es casi vertical, y la linea tendra 
la apariencia de una asintota. El dispositivo no realiza ningun analisis de asintota, sim- 
plemente une los puntos con rectas (esto no es perjudicial) y el efecto visual se acerca 
al que se produce dibujando las asintotas. Se puede usar un dispositivo de graficacion 
para trazar los puntos sin conexiones en una linea recta (modo “dot”), como se muestra 
en la figura 16. A menos que se pida lo contrario, se traza la grafica en el modo conec¬ 
tado. 


Graficas en un 

dispositivo de graficacidn en modo 
“punteado”. 



(a) y = sen .=. 


(b) y ~ tan x 


f c) y sec 


Repita el ejemplo 2 para (A) y = cos x, (B) y = cot x y (C) v = esc x. (Use el modo 
conectado.) 
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La siguiente figura sera util en muchos de los problemas de 
este ejercicio. 



A 

Resuelva los problemas del 1 a! 12 sin resnsar el texto o usar 
calculadora. Se puede remitir a la figura anterior. 

1. i,Cuales son los periodos de las funciones seno, cotangente 
y cosecante? 

2. ^Cuales son los periodos de las funciones coscno, tangen- 
te y secantc? 

3. ^Cuanto se desvla la grafica dc cada funcion del ejex? 

(A) y = cos x (B) y = tan x (C) y = esc x 

4. ^Cuanto se desvla la grafica de cada funcion del eje x? 

(A) y = sen x (B) y - cot x (C) y = sec x 

5. ^Cuales son las intersecciones con el eje x cn la grafica de 


6. (l Cuales son las intersecciones con el eje x en la grafica de 
cada funcion en el intervalo — 2 tt ^ x £ 2ir? 

(A) v = cos x (B) y = tan x (C) y = see x 

7. ^Para que valores de x, - 2 i 7 S^< 2tt, no estan definidas 
las siguientes fimeiones? 

(A) y = cos x (B) v = tanx (C) y = esc x 

8. ^Para que valores dex, -2ir £ x £ 2t 7. no estan definidas 

las siguientes funciones? 

(A) y = senx (B) y = cotx (C) y = secx 

B 

9. ^,En cuales puntos, -2'ir ^ .v s 2ir, para las siguientes 
funciones y las asintotas verticales cruzan al eje x? 

(A) y = cos x (B) y = tan x (C) y = esc .v 

10. ^En cuales puntos, -2 tt s x s 2-rr, para las siguientes 
funciones y las asintotas verticales cruzan al eje X? 

(Aj y = sen x (B) y = cot x (C) y = sec x 

11. Trace las graficas de cada una de las siguientes funciones 
sobre el intervalo [-2ir, 2rr], Indique la escaladel ejexen 
terminos dc rr, y dibuje las asintotas verticales usando las 
lineas punteadas apropiadas. 

(A) y = cos x (B) y = tan x (C) y = esc x 

12. Trace las graficas de cada una de las siguientes funciones 
en el intervalo [-2'ir, 2 tt], Indique la escala del eje x en 
terminos de rr, y dibuje las asintotas verticales usando las 
lineas punteadas apropiadas. 

(A) y — sen x (B) y = cot x (C) y = sec x 


cada funcion en el intervalo -2ir s x £ 2 tt? 


(A) Describa un desplazamiento y/o reflexion que trans¬ 


it?) y = esex 


forme la grafica de y = esc x en la grafica de y = sec x. 


(A) y = sen x (B) y = cot x 










402 


5 Funciones trigonometricas 


(BJ ^La grafica de y = —esc (x + tt/2) o dey = —esc 
(.v — tt/ 2) es igual que la dey = see x? Explique en 
terminus de eambios y/o reflexiones. 

(A) Describa un dcsplazamicnto y/o reflexion que trans¬ 
formant a la grafica tie y = sec x en la grafica de y = 
esc x. 

(B) ^La grafica de v = —sec (x — 77/2) o tie v = — sec 
lx + ir/2) es igual que la grafica tie y = esc x? Expli¬ 
que en terminos tie desplazamientos y/o reflexiones. 

Los problemas del 15 al 20 requieren el uso de un dispositivo de 
grqftcacion. Estos problemas ofrecen un anulisis preliminar 
de las relaciones de las graftcas dey = sen xy dey = cos x con 
las graficas dey = A sen x, y = A cos x, y = sen Bx . y = cos Bx, 
y = sen (x + C), y dey = cos (x + C). Este importante tema se 
analizard en forma detallada en la proximo seccion. 

(A) Grafique y - A cosx (— 2— < x S 2ir, -3 Sy S 3) 
para A = 1,2 y — 3. todas en la misma ventana de vi¬ 
sion. 

(B) <,Cambian las intersecciones con el ejex? Si este es el 
caso. ^en donde lo haccn? 

(C) ^C'uanto sc desvia cada grafica del ejex? (Expcrimente 
con valorcs adicionalcs tie A.) 

(D) Describa comocambia la grafica dey* cosxcuando 
cambian los valorcs de A eny = A cos x. 

(Al Grafique y = A sen x (—2 tt < x s 2 tt, —3 SyS 3) 
para A = 1,3 y —2, todos en la misma ventana de vi¬ 
sion. 

(B) ^Cambian las intersecciones con el eje x? Si es asi, 
(,en donde lo hacen? 

(C) (C’uanto se desvia cada grafica del ejex? (Expcrimente 
con valores adicionalcs de A.) 

(D) Describa comocambia la grafica de v - sen.vcuando 
cambian los valorcs de A en y = A sen x. 

(A) Grafiquey = sen Bx (- — £ x s —, — 2 s y < 2) para 
B = 1,2 y 3. todos en la misma ventana de vision. 

(B) ( ,Cuantos periodos de cada grafica aparecen en el 
rectangulo considerado? (Experimente con valores 
enteros positivos adicionalcs de B.) 

(C) Basandose en las observacioncs de la parte B, ^cuantos 
periodos de la grafica de y ~ sen n.x. n es un entero 
positivo, apareccran cn csta ventana de vision? 

(A) Grafiquey = cos Sx(-tt s.t s tt, -2 <y £ 2) para 
B = 1.2 y 3, todos en la misma ventana de vision. 

(B) /.Cuantos periodos de cada grafica aparecen en cl 
rectangulo considerado? (Experimente con valorcs 
enteros positivos adicionalcs dc B.) 

(C) Con base en las observacioncs dc la parte B, ^cuantos 
periodos de la grafica dc y = cos nx, n es un entero 
positivo, aparecen en esta ventana de vision? 

( A ) Grafique y = cos (x + C) (— 2tt £ x £ 2rr, — 1.5 := y 
< 1.5) para C — 0, -tt/2 y tt/2, todos en la misma 
ventana de vision. (Experimente con valores atlicio- 
nales de C.) 

(B) Describa como cambia la grafica dc y = cos x cuando 
cambian los valorcs de C en y = cos (x + C). 


(A) Grafiquey^ = sen (x + C) (-2rr < x S 2 tt. - 1.5 £y 
< 1.5) para C = 0, —tt/2 y tt/2, todos en la misma 
ventana de vision. (Experimente con valores adicio- 
nales de C.) 

(B) Describa como cambia la grafica dey = sen x cuando 
cambian los valores de Ceny = sen (x + C). 


c_ 

Tratc dc calcular cada uno de los siguientes enunciados en 
su calculadora. Explique los resultados. 

(A) sec (tt/2) (B) tan ( — tt/2) (C) cot(-Tr) 

Trate tie calcular cada uno de los siguientes en su calcula¬ 
dora. Explique los resultados. 

(A) esc 77 (B) tan (tt/2) (C) cot 0 

^ Los problemas 23 y 24 requieren del uso de un dispositivo de 
grajicacidn. 

Grafique/(x) = sen x y a g(x) = x en la misma ventana dc 
vision (-1 s.t<l,-l — y — I )• 

(A) t.Quc observa cn las dos graficas cuandox se aproxima 
a 0, por cjcmplo -0.5 £ x ^ 0.5? 

(B) Termine la tabla con tres cifras decimales (use la 
caracieristica de tabla en su dispositivo de graficacion 
si es que tiene uno): 


X 

-0.3 

-0.2 

-0.1 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

sen.v 









(En matematicas aplicadas ciertas deducciones, formulas 
y calculos sc simplifican reemplazando sen x con x para el 
mcnor |x|.) 

Grafique h(x)= tan x y gfx)= x en la misma ventana de 
vision (- 1 < x < 1,-1 <rS 1). 

(A) 6 Que observa usted acerca de las dos graficas cuando 

x esta cerca de cero, digamos -0.5 0.5? 

(B) Termine la tabla con tres cifras decimates (use la tabla 
caracteristica de su utilidad grafica, si tiene alguna): 


X 

-0.3 

-0.2 

-0.1 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

tan x 









(En matematicas aplicadas ciertas deducciones, formulas 
y calculos, se simplifican al remplazar tan x con x para |x| 
pequeiias.) 
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SECCION 


5-7 


Graficacion de y = k + A sen (Bx + C) 
y y = k 4- A cos (Bx -r C) 



y = A sen x y y = A cos x 
y = sen Bx y y = cos S.r 
y — k + A sen Bx y y = k + A cos Bx 
y = k + A sen (Bx + C)yy = k J rA cos (Bx + C) 
Dcterminacion de la ecuacion de una grafica armonica simple 


Ahora que se han analizado las graficas de y = sen ,y y y = cos x con todo detalle, se 
esta listo para considerar las graficas en formas mas gcncrales. 

y = k + A sen (Bx + Q y y = k + A cos (Bx + C) (1) 

Estas ecuaciones son muy importantes cn matematicas puras y aplicadas. En mate- 
maticas aplicadas se usa cn los analisis de ondas seno. ondas de radio, rayos X, 
rayos gamma, luz visible, radiacion infrarroja, radiacion ultravioleta, ondas sismicas, 
ondas del oceano, circuitos electricos, generadores electricos, vibraciones, construc- 
cion de puentes, sistema masa-resorte. ondas de arco de embarcaciones, estampi- 
dos sonicos, etcetera. El fenomeno que se puede describir por cualquiera de las 
ecuaciones (1), donde ,r representa al tiempo, es conocido como movimiento armoni- 
co simple, y cicrtos tipos de analisis que implican estas ecuaciones se llaman analisis 
armonicos. 

Trazar las graficas de las ecuaciones (1) no es dificil si el problema se resuelve 
paso a paso. Es esencial en el proceso, sin embargo, un buen conocimiento de las gra¬ 
ficas de y = sen x y de y = cos .v analizadas en la seccion 6-6. Aqui se enfocara la 
atencion en el efecto que tiene A.B.C y k en las graficas basicas de y = sen ,v y dey = 
cos x. Es util hacer un breve repaso de la seccion 3-5. 


Se investiga primero el efecto de A comparando 

y y A cos x . 

y = sen .r . y y — A sen .v 

La grafica de y = A sen x sc puede obtener de la grafica de y = sen x multiplicando 
cada valor de y de y = sen x por A. La grafica de y = A sen ,r tambicn cruza al eje .v 
donde la grafica de y = sen ,y cruza al eje x. porque A • 0 = 0. Puesto que el valor 
maximo de sen res 1, el valor maximo de A sen x es \A\ • 1 = \A\. La constante \A\ se 
llama amplitud de la grafica dey = A sen xeindica la desviacion maxima de la grafica 
de y = A sen x del eje x. Finalmcnte. cl periodo de y = A sen x es tambien 2rr, ya que 
A sen (.v + 2 -it) = A sen .r. 
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Comparacion de graficas con amplitudes diferentes 

Compare las amplitudes dey = \ sen* yy = —2 sen* con las amplitudes dey = sen 
* y trace la grafica de cada una en el mismo sistema coordenado para 0 ^ * £ 2 tv. 

Solution La amplitud de la grafica dey = ^sen*es||| = ‘, la amplitud de la grafica dey = -2 
sen* es j—2| = 2, y la amplitud de la grafica de v = sen* es |1| = 1, El signo negati- 
vo en y = -2 sen * refleja la grafica de y = 2 sen * a traves del eje * (lo gira de la 
parte superior hacia abajo). Las graficas de estas tres ecuaciones se muestran en la 
figura 1. 


Cambio en la 

amplitud. 





Compare las graficas de y = j cos * y y = -3 cos * con la grafica de y = cos * 
graficando cada una en e! mismo sistema coordenado para — ir/2 ^ * < 3 tt/2. 


Ahora se estudiara el efecto de B comparando 

y = sen * y y = sen Bx B> 0 

• 

Ambos tienen la misma amplitud, 1, 6P ero como comparar sus periodos? Puesto que 
sen * tiene un periodo de 2-77, se sigue que sen Bx completa un ciclo conforme Bx va- 
ria de 


Bx = 0 a Bx = 2tt 


* = 0 


a * 


2 ~ 

B 


conforme * varia de 
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Sc concluye que el periodo de sen Bx es 2i t/B, como se puede verificar en seguida: Si 
f(x) = sen Bx, entonces 



= sen (Bx + 2tt) * sen Bx = fix) 


Comparacion de graficas con periodos diferentes 

Compare los periodos dey = sen 2x y dey = sen (jc/2) con el periodo dey = sen* y 
trace una grafica de cada uno en el mismo sistema coordenado para un periodo que 
comienza en el origen. 


Solucion ^Cual es el periodo dey = sen 2x‘? 

. , 2n 2 t7 

Periodo =-= - - - = it 

B 

^Cual es el periodo dey = sen (.r/2)? 


Mitad del periodo para sen x. 


r. • j 2tt 2tt 
Periodo =-=-= 4-rr 

B 1/2 


Doble del periodo para sen x. 


Las graficas de las tres ecuaciones se muestran en la figura 2. 


Cambio cn el 

periodo. 


Y 



Es claro del ejemplo 2 que el efecto de B sera comprimir o estirar la curva basi- 
ca del seno cambiando el periodo de la funcion. Un analisis semejante se aplica ay = 
cos Bx, para B > 0, donde se puede mostrar que su periodo tambien es 2tt/5. 


Compare las graficas de y = cos 2.v y y = cos (x/2) con la grafica de y = cos x grafican- 
do cada una en el mismo sistema coordenado para un periodo que comienza en el 
origen. 
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Funciones trigonometricas 


• y = At + A sen Ex 
v y ~ k + A cos 3a 


Solucion 


Combinando el analisis con la amplitud y el periodo, se resumen los resultados como se 
indica: 


r .. . 

Para i' = A sen Bx o paray = A cos Bx. B> 0: 

2t j 

Amplitud = \A\ Periodo —- 

B 

Si 0 < B < 1, la curva basica del seno o del coseno se estira. 
Si B > 1, la curva basica del seno o del coseno se comprime. 


Se puede memorizar la formula para el periodo, 2 t tIB, o usar el razonamiento con 
el que se deriva la formula. Reeuerde, sen Bx o cos Bx completa un ciclo como Bx varia 
de 


Bx = 0 a Bx — 2rr 


esto cs, conforme x varia de 


B 

Algunos prefieren memorizar una formula, otros un proceso. 

Ahora sc consideraran algunos ejemplos donde se muestra como las graficas de y 
= A sen Bx y y = A cos Bx se pucden graficar rapidamente. 


Graficacion de una ecuacion de la forma y = A sen Bx 

Exprese la amplinid y el periodo para y — 2 sen 2x, y grafique la ecuacion para el 
intervalo - tt £ x £ 2'?r. 


Amplitud = |2| = 2 Periodo = ^ = tt 

Para trazar la grafica, divida el intervalo o el periodo [0, -tt] en cuatro partes iguales, 
localice los puntos altos y bajos y las intersecciones con el eje x, trace en un periodo, y 
despues extienda este trazo para cubrir el intervalo deseado. Haga una eseala del eje x 
usando (el periodo dividido entre 4) como la unidad basica, y ajustc la eseala en el 
eje y para acomodar la amplitud 2 (figura 3). Las escalas en ambos ejes no rienen que 
ser las mismas. 


Exprese la amplitud y el periodo para v = - j sen (x/2), y grafique la ecuacion para 
—4tt < x vt 4 tt. 


Problem?. 
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F1CURA 3 y = 2 sen Zx. 


EJEMPLO i 


Solucion 


F' v = — 3 cos —. 

2 


Prohtema seleccionario - 


y 



Graficacion de una ecuacion de la forma y = A cos Bx 

Exprese la amplitud y el periodo para y = -3 cos (tt.v/ 2), y grafique la ecuacion para 
-4s.r ^ 4. 


Amplitud = -3] = 3 


Periodo = = 4 

tt/2 


La grafica de y = —3 cos (ttx'2) es la misma que la grafica de y = 3 cos (ttx'2) 
reflejada a traves del eje ,r. Divida el intervalo de un periodo [0. 4] en cuatro partes 
iguales, localice los puntos altos y bajos y las intersccciones con el eje x , trace en un 
periodo, y despues extienda el trazo para cubrir el intervalo deseado. Haga una escala 
del eje x usando j = 1 como la unidad basica (el periodo dividido entre 4), y ajuste al 
cjc vertical para acomodar la amplitud 3 (figura 4). 



Exprese la amplitud y el periodo para y — j cos 2 ttx y grafique la ecuacion para el 
intervalo — 1 ^ x s 1. 




5 Funciones trigonometricas 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Encueijtre una ecuacion de la forma y = A cos Bx que produce la siguiente grafica: 



^Es posible para una ecuacion de la forma y = A sen Bx producir la misma grafica? 
Explique. 


/,Como graficaria una funcion como 

y = k + A sen Bx o y = k + A cos Bxl 

Aplicando los metodos de la seccion 2-5, se podria graficar y = A sznBxoy = A cos Bx 
y trasladar a la curva verticalmente k unidades hacia arriba si k es positiva y j&j unidades 
hacia abajo si k es negativa. 


Graficacion de una ecuacion de la forma y = k + A sen Bx 

Grafiquey = —2 -3 (irx''2), — 4 ^ xs4, 

Solucion Primero se trazay = —3 cos (ttx'2), como se hizo en el ejemplo 4, despues traslade la 
grafica |—2 =2 unidades hacia abajo (figura 5). 


y 


-2 -3 cos —. 
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Muchos encuentran mas facil dibujar primero la recta horizontal discontinua que 
se muestra en la figura (la cual representa una traslacion vertical de dos unidades abajo 
del eje;t), despues trace la grafica de v = -3 cos (ttjc/2) como si esta recta horizontal 
fuera el eje jc original. 


Grafiquey =1+1 cos 2ttx, — 1 < 1. 


Se consideraran ahora las graficas de ecuaciones de la forma 

y = A sen (Bx + Q y y — A cos (Bx + Q 

Se encontrara que las graficas de estas ecuaciones son simplemente las graficas de 
y = A sen Bx o y = A cos Bx 

trasladadas horizontalmente a la izquierda o a la derecha. Esto se puede ver como se 
indica: Puesto que A sen x tiene un periodo de 2ir. se sigue que A sen (Bx + C) completa 
un ciclo conforme Bx + C varia de 

Bx + C = 0 a Bx + C = 2tt 

o (despejando x en cada ecuacion) conforme x varia de 

Corrimiento de fase Periodo 



Se concluye que y = A sen (Bx + C) tiene un periodo de 2n/B, y su grafica es tras- 
ladada a | —C/B\ unidades a la derecha si -CIB es positivo y \ — C!B\ unidades a la 
izquierda si —CIB es negativo. El numero -CIB se llama tambien corrimiento de 
fase. 

^Cual es el periodo y el cambio de fase paray = sen (x + tt/ 2)? Para encontrar una 
respuesta, use las formulas de arriba para el cambio de periodo y de fase o siga el 
proceso usado para deducir las formulas. Muy probablemente encontrara que el proce- 
so es facil de recordar: El conjunto x + tt/2 es igual a 0 y a 2tt, despues despeje x de 
cada ecuacion: 



u 

X + — 
2 


= 2tr 


TT 

2 



Asi, - tt/2 es el cambio de la fase y 2ir es el periodo. La grafica dey = sen x se traslada 
horizontalmente |—rr/2| = tt/2 unidades a la izquierda. La figura 6(c) de la siguiente 
pagina muestra las graficas dey = sen x y dey = sen (x + tt/2). 

Siguiendo el mismo proceso, se grafica y = sen (x - tt/2), como se muestra en la 
figura 6(b). Aqui, el cambio de fase es tt/2, y la grafica de y = sen .v es trasladada 
horizontalmente tt/2 unidades a la derecha. 


i 

"N 
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Y 


x 



Y 



(b) 


Un analisis semejante se aplica av - A cos (Bx + C). Los resultados sc rcsumen 
en los siguientes cuadros. 


Propiedades de y = A sen (Bx + Q y y = A cos (Bx * Q 

Para B > 0: 

2nr C 

Amplitud = I A Periodo = Corrimiento de fase = "— 

B B 


No es necesario que memoriae las formulas para el periodo y el cambio de fase a 
menos que desee hacerlo. Eslas se dcducen facilmente, como se muestra en los siguien¬ 
tes pasos por graficar. 


Graficacion de y = A sen (Bx Q y 

y = A cos (Bx + Q 

Eneuentre la amplitud \A\. 


Resuelva Bx C = Oy Bx + C 

. = 2 tt: 

Bx + C = 0 

y Bx + C ~ 2t7 

_ C 

C , 2-n 

B 

B B 


1-_____i . ; ,| 

Commiento de fase Peiilo'db 

C 2tt 

Corrimiento de fase = - Periodo = 

B B 

La grafica termina un ciclo completo cuando Bx + C varia de 0 a 2tr; es 
decir, cuando x varia en el intervalo 

_ C _C 2u 

B/ B B 

Grafique un ciclo en el intervalo [-C/B, -GIB + 2tt/B]. 

Extienda la grafica del paso 3 a la izquierda o a la derecha segun desee. 




5-7 Craficacion de y = k + A sen {Bx+ Qy y= k + A cos (fix + Q 


411 


Craficacion de una ecuacion de la forma y = A cos (Bx + Q 

Encuentre la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase para v = - cos (4x - tt), 
despues trace la grafica para -tt £ x ^ tt. 

Solucion Paso I. Encuentre la amplitud: 

Amplitud = [/4| = | j 

Paso 2. Resuelva Bx + C = 0 y Bx + C — 2tt: 


4x — TT = 0 4x — tt = 2tt 



Corrimiento de fase Periodo 


Corrimiento de fase = " Periodo = - 
4 2 


La grafica completa un ciclo cuando x varia en el intervalo [tt/4, 377/4], 

Paso Grafica de un ciclo en el intervalo [tt/4, 3tt/4], Divida al intervalo en cuatro 
partes iguales y trace un ciclo (figura 7). (Haga la escala del eje xen unidades 
de tt/8. ) 


FIGURA 7 y = 

■n 3-rr 

-Si£ —. 


cos (4.V — tt). 



Un periodo 


Paso i. Extienda la grafica del paso 3 para cubrir el intervalo [—it, tt] como se 
muestra en la figura 8. 


FIGURA P v =■ 4 cos (4x - tt). 

TT ^ -V — TT. 

\ 

- R _ K 

2 





5 Funciones trigonometricas 


Grafique y = sen ( 2x + tt), -tt ^ x < tt. Exprese la amplitud, el periodo y el 
corrimiento de fase. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Encuentre una ecuacion de la forma y = A sen (Bx + C) que produzca la siguiente 

grafica: 



^Es posible para una ecuacion de la forma y = A cos (Bx + C) producir la misma 
grafica? Explique. 


Finalmente, la graficacion de ecuaciones de la forma y — k + A sen (Bx + C) oy 
= k + A cos (Bx + C) implica traslaciones horizontales (corrimientos de fase) y 
traslaciones verticales. 


Graficacion de ecuaciones de la forma y = k + A cos (Bx + Q 


Grafique y = j + j cos (Ax - it), —tt < x < —. 


Soiucion Grafique y = ' 2 cos (Ax - tt) como en el ejemplo 6, despues traslade la grafica vertical- 
mente hacia arriba en \ unidades (figura 9): 


V 

{Ax - it). 

t 


+ J cos 


y 


2 



If 
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Grafiquey = — ‘ + j sen ( 2x — -it), — tt s i < tt. 


Dada una grafica armonica simple, el problema sera encontrar una ecuacion de la for¬ 
ma 

y = A sen (Bx + C) o y = A cos (Bx + Q 
que produzca la grafica. Un ejemplo ilustrara el proceso. 


Determination de la ecuacion de una grafica armonica simple 

Grafiquej-'! = 3 sen jc + 4 cos x usando un dispositivo de graficacion, y encuentre una 
ecuacion de la formay, = A sen [Bx + C) que tenga la misma grafica quev.. Encuentre 
exactamente A, By C con tres cifras decimales. 


Solucion La grafica dey, se muestra en la figura 10. 



= 3 sear + 4 cos x. 


La grafica parece ser una curva de seno corrida a la izquierda. La amplitud y el periodo 
parecen ser 5 y 2it, respectivamente. (Por ahora se supondra esto y se verificara al 
final). Asi, A = 5, y puesto que P = 2tt/B, entonces B = 2tt IP = 2tt/2tt = 1. Usando un 
dispositivo de graficacion, se encuentra que la interseccion con el eje x cercana al ori- 
gen, con tres cifras decimales, es -0.927. Para encontrar C, sustituya B = 1 y x = 
-0.927 en la formula de corrimiento de fase x = -C!B y despeje C: 


C 

B 

-0.927 = -- 

1 

C = 0.927 


Ahora se tiene la ecuacion buscada para: 

y 2 = 5 sen (x + 0.927) 


< 


Comprobacion Grafiquey, yy 2 en la misma ventana de vision. Si las graficas son iguales, parece que 
solo se traza una grafica, la segunda grafica se dibuja sobre la primera. Para compro- 
bar, ademas, que las graficas son iguales, use, TRACE y alterney, yy, para diferentes 
valores dex. La figura 11 muestra una comparacion conx = 0 (ambas graficas estan en 
la misma ventana de vision). 


6 



6 
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Problerr 


Grafique j/ = 4 sen jc — 3 cos x usando un dispositivo de graficacion, y encuentre una 
ecuacion de la forma y - A sen (Bx + Q que es igual a la grafica dey r (Encuentre las 
intersecciones con el eje x cercano al origen con tres cifras decimales.) 


Respuestas a los problemas seleccionados 
1 . Y 2. y 




3. Amplitud 2 , periodo: 4ir 


4. Amplitud: 7 , periodo: 1 



5. 


Y 


6. Amplitud: periodo: it, corrimiento de 
fase: — ir /2 



7. Y 8 . >7 = 5 sen (x - 0.644) 


A 

A 

; vj 

\ V/ 
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EJERCICIO 


5-7 


A _ 

Exprese la amplitud A y el periodo P de cada funcion en los 
problemas del 1 al 12, y grafique la funcion sobre el intervalo 
indicado. 

1 . y = 3senx, — 2tt s x £ 2it 

2 . y ■* 5 cos x, — 2 -tt ■£ j: < 2 tt 

3. y = — 2 cos x, — 2tt s x £ 2tt 

4. y - -2aenx, — 2ir -s x ^ 2tt 

5. y = sen 3*, —tt < x s 2 tt 

6 . y = cos 2 *, -it s * S tt 

7. y = cos (x/2), —4ir s x < 4-rr 

8 . ysenU/3), -6 tt s .x < 6tt 

9. y = sen to, -2 s t < 2 

10. y * cos -nx, - 2 £tS 2 

11. y = 3 cos 2x, -tt 5j:<ir 

12 . y = 2 sen Ax, —jt £ jt s it 

B _ 

Exprese la amplitud A y el periodo P de cada funcion en los 
problemas del 13 al 20. y grafique la funcion sobre el iuten-alo 
indicado. 

13. y = -jsen2iTA:, — 2 s x 2 

14. y = - 5 cos 2-nx, 2 

15. y = -3 cos {xJ2), -4-rr S x S 4tt 

16. y *= -jsen(x/2), -4 -it < * < 4-jt 

17. y = 2 + 2sen(vx/2), -4Si<4 

18. y = 3 + 3 cos (ttjc/2), -4 < a: < 4 

19. y = 4 - 2 cos (;c/2), -4ir s x < 4 it 

20. y = 3 — 2 sen (jc/2), — 4tt £ x £ 4it 

£« /os problemas del 21 al 24. encuentre la ecuacion de la 
forma y — A sen Bx que produzca la grdfica mostrada. 

21 . y 

3 

—i--I-1-i- l-i-X 



-3 


0.25- 

* / r\ 


8n 

-4k 

4k 

- - 

0.25 


23. y 


-1 

10 



i 

-10-1 

'1 

2' 


« 


0.5- 

. 


/ \ 

/ 


-2 

/ 


2 4 

-0.5- 



En los problemas de! 25 a! 28, encuentre la ecuacion de la 
forma y = A cos Bx que produzca la grdfica mostrada. 

25. y 


5- 

■- 

-4n 

4n 8 k 

-5 • 



26. 
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27. y 



^ Grafique cada fiincion de los problemas del 29 al 32 con un 
dispositivo de graficacidn. (Escoja las dimensiones de cada 
ventana de vision que por lo menos tenga dos periodos visi¬ 
bles). Encuentre una ecuacion de la forma y = k+ A sen Bx o 
y = k + A cos Bx que tenga la misma grdfica que la ecuacion 
dada. (Estos problemas sugieren la existencia de identidades 
adicionales ademds de las identidades basicas analizadas en 
la seccion 5-2). 

29. y = cos 2 x — sen 2 x 

30. y = sen x cos x 

31. y = 2 sen 2 * 

32. y = 2 cos 2 x 

Exprese la amplitudA, el periodo Py el cambio de lafase de 
cada funcion en los problemas del 33 al 42, y grafique la fun- 
cion sobre el intervalo indicado. 

33. y = sen (x + it), — tt < x ■£. 3tt 

34. y = cos (x — tt), — tt < < 3-ir 

35. y = | cos (x - 77/4), -tt s x =£ 3tt 

36. y = 2sen (x + tt/4), -2it ^ x £ 2it 

37. y = sen [tt(jc - 1)], -2 ■£ x s 3 

38. v = cos 12 tt(x — j)], -1 SiS2 

39. y = 3 cos (ttx + 77/2), -2£j:£2 

40. y = 2$en (ttx - tt/4), — 1 Si< 3 

41. y = -4 cos (2x - it), — tt s x £ 3tt 

42. y = -2 cos (4.v + tt), — tt St^tt 

En los problemas del 43 al 46, grafique cada funcion sobre el 
intemalo indicado. 

43. y = - 1 + sen (x + tt), - tt £ x s 3ir 

44. y = 1 + cos (x - tt), — tt ^ x S 3tt 


45. y = 2 — 4 cos (2x - tt), -tt s x s 3tt 

46. y = — 1 — 2 cos (Ax + tt), — tt ti 

c_ 

Los problemas 47y 48 se refieren a la grdfica siguiente: 



47. Si la grafica es la de una ecuacion de la forma y — A sen 
(Bx + C), 0 < —C/B < 2, encuentre la ecuacion. 

48. Si la grafica es la de una ecuacion de la forma v = A sen 
(Bx + Q, -2 < - C/B < 0, encuentre la ecuacion. 

Los problemas 49 y 50 se refieren a la siguiente grdfica: 


y 



49. Si la grafica es la de una ecuacion de la forma y = A cos 
(Bx + C), 0 < —C/B < 4tt. encuentre la ecuacion. 

50. Si la grafica es la de una ecuacion de la forma y = A cos 
(Bx + C), -2tt < -C/B < 0, encuentre la ecuacion. 

Los problemas del 51 al 66 requieren el uso de un dispositivo 
de graficacidn. 

En los problemas del 51 al 54, exprese la amplitud, el periodo 
y el corrimiento de fase de cada funcion y trace una grdfica de 
la funcion con la ayuda de un dispositivo de graficacidn. 

51. y = 3.5sen ~ (t + 0.5) . 0 < r <= 10 

52. y = 5.4.sen - 1) ,0s:is6 

53. y = 50 cos [2 tt (/ - 0.25)], 0 < t s 2 

54. y = 25 cos [5tt(( - 0.1)]. 0 « t * 2 

En los problemas del 55 al 60, grafique cada ecuacion con un 
dispositivo de graficacidn. (Escoja el tamano de cada ventana 
de vision para que por lo menos dos periodos sean visibles.) 
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Encuentre una ecuacion de la forma y = A sen (Bx + C) cuya 
grafica sea igual a la de la ecuacion dada. Encuentre exacta- 
mente a A, B yC hasta con tres cifras decimoles. Use la inter- 
seccion con el eje x mas cercana a! origen asi como el 
corrimiemo de fase. 


65. 0 s x < 2-r 

(A) y = sen x 

sen lx 

(B) y - sen * -l--— 


55. y = V2sen x + V2 cos * 

56. y = V2 sen * — V2 cos x 

57. y - V3 sen x — cos x 

58. y = sen * + V3 cos x 

59. y = 4.8 sen 2x- 1.4 cos 2x 

60. y = 1.4sen lx + 4.8 cos 2x 

Los problemas del 61 a! 66 ilustran las combinaciones de fun- 
ciones que aparecen en las aplicaciones armonicas del anali- 
sis. Grafique los incisosA, ByCde cadaproblema en la misma 
ventana de vision. En los problemas del 61 al 64, ^que le pasa 
a la amplitud de la funcion en el inciso C? De un ejemplo de 
un fenomeno fisico que se pueda modelar por una funcion se- 
mejante. 

Osjrs 16 

(A) y = - 

,v 

(B) y-~ 

x 

(C) y = -sen-* 

0 s* <; 10 
2 

(A) y = - 

* 

2 

(B) >• = — 

* 


(C) 


sen 3* sen 5* 
y = sen* + — -h —-— 


66. 0 * < 4 


(A) y = sen -rr* 

sen 2 ir* 

(B) v = sen tt* + —— 


(C) 


sen 2tt* sen 3tt* 
>■ = sen -ir* + —-— + —-— 


67. El sistema masa resorte. Un peso de 6 libras cuelga del 
final dc un resorte que se estira ~ de pie 
debajo de la posicion del equilibrio y en- 
tonces sc libera (vease figura). Si la resis- 
tencia del aire y la friccion se desprecian 
la distancia * que el peso se desplaza con 
respecto de su posicion de equilibrio en 
un tiempo t (en segundos) esta dada por 

* = 5 cos 8 1 

Exprese el periodo Py la amplitude de esta 
funcion, y grafiquela para 0 £ t £ it. 

68 . Circuitos electricos. Un generador de corriente altema 
genera una corriente dada por 

/ = 30 sen 120/ 



2 

(C) y = - cos it* 
* 

Osts 10 

(A) y - * 

(B) y=—x 


(C) y = xsen^x 
0 s* < 10 

<*»-§ 


donde t es el tiempo en segundos. ^Cual cs la amplitud A y 
el periodo P de esta funcion? ^Cual es la frccucncia dc la 
corriente; es decir. ^cuantos ciclos (periodos) se complc- 
taran cn un segundo? 

69. El sistema masa resorte. Suponga que el movimiento del 
peso en el problema 67 tiene una amplitud de 8 pulgadas y 
un periodo de 0.5 segundos, y que su posicion cuando t = 
0 es de 8 pulgadas debajo de su posicion de reposo (el 
desplazamiento arriba de la posicion de reposo es positivo 
y debajo es negativo). Encuentre una ecuacion de la forma 
v = A cos Bt que describe al movimiento en cualquier tiem¬ 
po t a 0. (Desprecie cualquier fuerza amortiguadora tales 
como. la friccion y la resistencia del aire.) 


(B) y = 


(C) y 


x 

— cos TT* 

2 


* 70. Circuitos electricos. Si el voltaje E en un circuito electri- 
co tiene una amplitud de 110 voltios y un periodo de 4 
segundos, y si E - 110 volts cuando / = 0 segundos, en¬ 
cuentre una ecuacion de la forma £ = A cos Bi que da al 
voltaje en cualquier tiempo / 2 0 . 
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Contamination. La cantidad de bioxido de azufre, obte- 
nido de la combustion de combustibles liberados hacia la 
atmosfcra de una ciudad varia estacionariamente. Supon- 
ga que el nurnero de toneladas del contaminante liberado 
en la atmosfera durante cualquier semana despues del pri- 
mero de enero para cierta ciudad esta dado por 

fllT 

A(n) = 1.5 + cos — 0 ^ n 5 104 

26 

Grafique la funcion en el intervalo indicado y describa lo 
que muestra la grafica. 

Medicina. Un adulto normal sentado aspira y exhala cer- 
ca de 0.82 litros de aire cada 4.00 segundos. El volumen 
de aire en los pulmones t segundos despues de exhalar es 
aproximadamente 

F(r) = 0.45 - 0.37 cos y 0 < t ^ 8 

Grafique la funcion en el intervalo indicado y describa lo 
que muestra la grafica. 

73. Circuito electrico. La corriente en un circuito electrico 
esta dada por 7 = 15 cos ( 120 irr + rr/2), 0 s (s ^ donde 
7 esta medida en amperes. Exprese la amplitud A , el perio- 
do P y el corrimiento de fase. Grafique la ecuacion. 

74. Circuito electrico. La corriente en un circuito electrico 
esta dada por 7-30 cos (120irr - it), 0 s < s ^ donde I 
esta medida en amperes. Exprese la amplitud A, el periodo 
P y el corrimiento de fase. Grafique la ecuacion. 

75. Fisica: ingenieria. El disco de plastico delgado mostrado 
en la figura gira a 3 revoluciones por segundo, comienza 
en 0 = 0 (as! que al final de t segundos, 0 = 6ttt. (,por 
que?). Si el disco tiene un radio de 3, muestre que la posi¬ 
tion de la sombra en la escala y de la pequena pelota de 
acero B esta dada por 

y = 3 sen fat 


76. Fisica: ingenieria. Si en el problema 75 el disco empezo a 
girar en 0 = ir/2, muestre que la posicion de la sombra en 
un tiempo t (cn segundos) esta dada por 



Grafique esta ecuacion para 1. 

77. Modelado de los tiempos de la puesta del Sol. Los tiem- 
pos de la puesta del Sol para el quinto dia dc cada mes en 
un periodo de un ano fueron tornados de un folleto de ma- 
rea de la Bahia de San Francisco en la forma de la tabla 1. 
El tiempo de luz del dia se ignoro, y los tiempos para un 
reloj de 24 horas comenzando en la medianoche. 

(A) Usando un mes como la unidad basica de tiempo, 
introduzca los datos para un periodo de 2 anos en su 
dispositivo de graficacion y produzca una grafica de 
dispersion en la ventana de vision. Antes de introducir 
los datos de la tabla 1 en su dispositivo dc graficacion, 
convierta el tiempo de puesta del Sol en boras y 
minutos, redondee las horas con dos cifras decimales. 
Elija a 15 s 20 para la ventana de vision. 

(B) Parece que una curva dc la funcion seno de la forma 

y = k + A sen (Bx + Q 

modelara aproximadamente estos datos. Las 
constantes k, A y B se determinan facilmente de la 
tabla 1 como se indica: A = (Maxy - Min v)/2, B = 
2i7/Periodo, k = Min.v + A. Para calcular a C, estime 
visualmente con una cifra decimal e! menor cambio 
de fase positivo de la grafica del inciso A. Despues 
de determinar A, B, k y C, escriba la ecuacion 
rcsultante. (Su valor de C puede diferir un poco dc la 
respuesta que se da en la parte de atras del libro.) 

(C) Trace los resultados de los incisos A y B en la misma 
ventana de vision. (Se puede obtener un mejor resul- 
tado ajustando levemente su valor de C.) 




Grafique esta ecuacion para 0s/s 1. 


Rayos 
paralelos 
de luz 


\ 


3 revoluciones 
por segundo 


Sombra 


Pantalla 


TABLA 1 


x (mes) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

y (puesta 
de sol)* 

17:05 

17:38 

18:07 

18:36 

19:04 

19:29 

x (mes) 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

y (puesta 
de Sol )* 

19:35 

19:15 

18:34 

17:47 

17:07 

16:51 


* Tiempo en un reloj de 24 horas. inieiando a la medianoche. 


78. Modelamiento de variacion de temperatura. El prome- 
dio de la temperatura mensual en un periodo de 30 anos, 
en °F, para cada mes del ano en Washington. D. C., esta 
dado en la tabla 2 (Almanaque mundial). 

(A) Usando un mes como la unidad basica de tiempo, 
introduzca los datos para un periodo de dos anos en 


5-8 Graficacion mas general de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 


419 


su dispositivo de graficacion y produzca una grafica 
de dispersion en la ventana de vision. Elija aO^y-s 
80 para la ventana de vision. 

(B) A1 aparecer una funcion seno de la forma 

y = k + A sen (Bx + C ) 

modelara aproximadamente estos datos. Las constan- 
tes k, A y B se determinan fdcilmente de la tabla 2 
como se indica: A = (Max y - Min y)!2, B = 2-rr/ 
Periodo, k = Min y + A. Para calcular C, estime 
visualmente con una cifra decimal el mas pequeno 
cambio de fasc positivo de la grafica en el inciso (A). 


Despues de determiner/), B,kyC, escriba la ecuacion 
resultante. 

(C) Dibuje las graficas resultantes de los incisos (A) y 
(B) en la misma ventana de vision. (Se logra un mejor 
resultado ajustando levemente el valor de C.) 


TABLA 2 


x (mes) 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

II 

12 

y (temp.) 

31 34 

43 

53 

62 

71 

76 

74 

67 

55 

45 

35 


SECCION 5-8 Graficacion mas general de las funciones 

tangente.. cotangente. secante y cosecante 

Graficacion dey = A tan (Bx + C) y y = A cot (Bx + C) 

Graficacion d ey = A sec (Bx + C) yy = A esc (Bx + C) 

En esta seccion se analiza la graficacion de las formas mas generales de las funciones 
tangente, cotangente, secante y cosecante. En esencia, se sigue el mismo proceso que 
se desarrollo para graficar ay = A sen (Bx + Q y y = A cos (Bx + Q. El proceso no es 
dificil si se comprendieron claramente las graficas basicas y las propiedades periodicas 
para cada una de estas funciones. 


Para una facil referencia, se repiten las graficas que se mostraran paray = tan x y y = 
cot x en la seccion 6-6 (vease figuras 1 y 2). 

y y ~ A cot s* o 


Grafica de y = tan x 

Periodo: Jt 

Dominio: Todos los numeros reales 
excepto ti/2 + kn., k es un 
entero 

Rango: Todos los numeros reales 

Simetrica con respecto al origen 

Funcion creciente entre las asintotas 

Discontinua en x = nil + kn, k es un 
entero 


1 1 1 

1 1 1 

1 1 / 1 

1 1 ,1 

1 /l 1 

1 i i 

1 i /I 

1 i ii 

1 —2n i -k l 

1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 l 

! x 1 2x 

5x 3x it 

2 “2 T -1- 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

I 1 1 11 

1 1 1 

0 r 3n Sjt 

7 2 2 

1 1 < 

1 l 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 

1. 1 1 


FIG Util 1 
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Grafica de y = cot x 








i 

/ 

“ 

- 




Periodo: rr 

Dominio: Todos los numeros reales 
excepto kK , k es un 
entero 

Rango: Todos los numeros reales 

Simetrica con respecto al origen 

Funcion decreciente entre las 
asintotas 

Discontinua en x = kn, k es un 

Nj . 

a 

1 

H* ■ 

1 

7t 

2 -I’ 

° ; 

2 

3r. 2 

2 

r. 5 k 

2 

ijt 

1 " , wr$!¥'! 






EXPLORATION Y ANALISIS 1 (A) Relacione cada funcion con su grdfica y analice como la grafica se compara 

con la grafica de y = tan x o de y = cot x. 

(l)y = 4 tanx (2) y = tan 2x (3)y = cot (x - tt/2) 


I [.CMX; 


1 

j 10- 

1 

1 

1 II' 

| ! jio 

i i i 

1 1 1 5 

1 1 1 

1 1 1 

II 1 

j | | 10- 

1 1 1 

l( 1 5 ■ 

1 1 1 

1 1 1 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

-n i 0 

1 

1 it -nil 

I l l 

ri n —!— 

i i i 

0 ! 

j -5- 

1 l l' 5 ' 

i i i 

i j i ~ 5 

i 

i 

j -10- 

J 

■ i i 

1 I 1 

i 1 1 ■ 

1 1 1 

■ j | 1 -10- 

i i i 

i 

i 

i 

i 


(a) (b) (c) 

(B) Use un dispositivo de graficacion para explorar la naturaleza de los cambios 
en las graficas de las siguientes funciones cuando se cambian los valores de A, 
By C. Analice que pasa en cada caso. 

y = A tan x y y = A cot x para diferentes valores de A. 
y — A tan Bx y y = cot Bx para diferentes valores de B. 
y = tan (x + C) yy = cot (x + Q para diferentes valores de C. 


Para trazar rapidamente las graficas de las ecuaciones de la forma y = A tan (Bx 
+ C), es necesario saber como son las constantes A, B y C y sus efectos en las graficas 
basicas de y = tan x y y = cot x, respectivamente. 

Observe primero que la amplitud no est£ definida para las funciones <le la 
tangente y cotangente. Las graficas de ambas se desvian sin fin desde el eje x. El 


















5-8 Graficacion mas general de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 


421 


efecto de A es hacer que la grafica tenga mas pendiente si \A\ > 1 o hacer que tenga 
menos pendiente si \A\ < 1. Si A es negativa, la grafica se refleja con respecto al eje x. 

Asi como con las funciones seno y coseno. las constantes B y C, respectivamente. 
producen un cambio en el periodo y corrimiento de fase. Puesto que A tan x y A cot x 
tienen cada uno un periodo de it, se deduce que A tan ( Bx + C) y A cot ( Bx + C) cada 
una completa un ciclo cuando Bx + C varia de 

Bx + C — 0 a Bx + C = tt 
o (despejando x) cuando x varia de 

Corrimiento de fase Periodo 

, 1 I 

C C , TT 

.Y --a x = - — + — 

B B B 

Asi,y = A tan (Bx 4- C) yy = A cot (Bx + Q cada una tiene un periodo de tt/B y un 
corrimiento de fase de —C/B. La grafica basica se corre a la derecha si -C/B es 
positivo y a la izquierda si —OB es negativo. 

Como antes, no es necesario memorizar las formulas para el periodo y corrimien¬ 
to de fase. Solo se necesita recordar el proceso usado para obtener las formulas. 


Graficacion de una ecuacion de la forma y = A cot (Bx + C) 

Encuentre el periodo y el corrimiento de fase para y = 2 cot (x/2), despues trace su 
grafica para -2it < a- < 2 tt. 

Solucion Un ciclo de y = 2 cot (x/2) se completa cuando x/2 varia de 0 a tt. Despeje x de cada 
ecuacion: 


i-0 

X 

- — TT 

2 

2 

A’ = 0 

x = 0 + 2 it 

Corrimiento de fase = 0 

Periodo = 2'ir 


En general, si C = 0, no hay corrimiento de fase. La grafica se traza por un periodo, (0, 
2 tt), luego se extiende en el intervalo (-2ir, 2rr) como se muestra en la figura 3. 


y y 


1 

1 

1 

1 

1 

‘ 1 1 

1 | 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

• 1 

’ 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

- »-■, 

O 

2s -2s 0 

1 1 

\ 1 1 

1 i 1 

2n 

1 

1 

1 

1 

1 

,1 

1 
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Encuentre el periodo y el corrimiento de fase paray = 3 tan (ttx/2), despues trace su 
grafica para -3 < x < 3. 


Graficacion de una ecuacion de la forma y = A cot ( Bx + C) 

Encuentre el periodo y el corrimiento de fase paray = cot (2x + it/ 2), despues trace la 
grafica para —tt! 2 < x < tt. 

Solucion Paso 1. Encuentre el periodo y el corrimiento de fase resolviendo Bx + C = 0 y Bx + 
C = tt para x: 



FIGURA A 


FIGURA S 


2x + ^ = 0 
2 


TT 

2x + — = TT 
2 


TT 

2X =~2 


n tt 

2x = - F TT 

2 


IT 

* - _ 4 


TT TT 

A ~ 4 + 2 


Corrimiento de fase= — 


TT 


Periodo = — 

2 


Paso 2 Trace un periodo de la grafica que comienza en,x = -tt/4 (el corrimiento de 
fase) y termina en* = -tt/4 + -tt/2 (el corrimiento de fase mas un periodo) 
(figura 4). 

Paso 3. Extienda la grafica sobre el intervalo (-tt/2, tt) (figura 5). 

Y 


-5 + 


3jt 

4 


Encuentre el periodo y el corrimiento de fase paray = tan (ttx/2 + tt/4), despues trace 
la grafica para -3 ^ x ^ 3. 


Para una referencia conveniente, se repiten las graficas que se mostraron para y = cscx 
y y = sec x en la seccion 5-6 (vease figuras 6 y 7). 

y A esc {Bx Q 
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Grafica de 

y = esc x 




y 


Periodo: 2n 

I i 

i 

i 

i 

i 

r 

i ) sen x 

1 

K 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

Dominio: Todos los numeros reales excepto kn. 
k es un entero 

i 

i 

1 / 

i/ 

>-< A _ * l 

2 

i 

i 

" N s i 

1 

III i 

2 I 

Rango: Todos los numeros reales y tales que 
y < -1 o .vS¥ 1 

-2n 

m i 

3jc -n x n 

2 1 — 1 

1 

0 It l 

2 

2k 

l 

Simetrica con respecto al origen 

i 

i 

i 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 Discontinua erix - kn, k es un entero 

i !T 

1 

1 




Fid* 


Grafica de y - sec x 



Periodo: 2n 

Dominio: Todos los numeros reales excepto 
7t/2 + kn, k es un entero 

Rango: Todos los numeros reales y tales que 
y 5 s — 1 o y & 1 

Simetrica con respecto al ejey 

Discontinua en x = nil + kn, k es un entero 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Relacione cada fimcion con su grifica y analice como se compara la grafica con 

la grafica de y = esc x o la de y = sec x. 


(l)y = | esc x (2) y = sec ttx (3) y = esc (x — tt/2) 



3 

2 

1 





2n 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 


(a) 


(b) 


(c) 
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(B) Use un dispositivo de graficacion para explorar la naturaleza de los cambios 
en las graficas de las siguientes funciones cuando se cambian los valores de A, 
By C. Analice que pasa en cada caso. 

y = A sec x y y = A esc x para diferentes valores de A 
y = sec Bxy y — esc Bx para diferentes valores de B 
y = sec (x + Q y y = esc (x + C) para diferentes valores de C 


Como con las funciones tangente y cotangente, la amplitud no esta deflnida 
para las funciones secante ni cosecante. Puesto que ambas funciones tienen un perio- 
do de 27r, encontramos el periodo y el corrimiento de fase para cada una resolviendo Bx 
+ C = 0yBx + C = 2 tt . 

Para graficar cualquier v = A sec (Bx + C) oy = A esc (Bx + C), usted probable- 
mente encontrara mas facil graficar y = (1 /A) cos (Bx + C) oy = (\IA) sen (Bx + C) 
con una curva discontinua, y despues tomar sus reciprocas. Un ejemplo le podria ayu- 
dar a aclarar el proceso. 


Graficacion de una ecuacion de la forma y = A sec (Bx + A) 

Encuentre el periodo y el corrimiento de fase para y = [ sec (2x + tt), despues trace la 
grafica para -3 tt/4 < x < 3ir/4. 

Solucion Paso I. Encuentre el periodo y el corrimiento de fase resolviendo Bx + C = 0 y Bx + 
C = 2 tt para x: 


2x + TT = 0 

2x + TT = 2tt 


2x — TT 

t= 

1 

II 

3 

+ 2 tt 

TT 

7T 


x =- 

Y =- 

+ TT 

2 

2 


Corrimiento de fase= — - 

Periodo = it 



2 


Paso 2. Puesto que 


1 

— sec (2x + tt) 


1 

2 cos (2x + tt) 


se grafica 


y — 2 cos (2* + tt) 


para un ciclo de — tt/2 a — tt/2 + tt. y despues se toman sus reciprocas. Note 
que tambien se colocaron las asintotas verticaies al encontrar las interseccio- 
nes con el eje x de la grafica del coseno como guia para trazar de la funcion 
secante (figura 81 
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Fior y 



i 

I 

1 

4- 

1' 

1 



1 

1 

3- 

1 

1 

i 



1 

1 

2- 

i 

1 

1 



M 


1 

1 



Kl 

m 

• 1 


It 

1 


i 

X 

”2 

1 

1 

V -1 • 

i 

i 

2 


1 


■ 1 i 



1 

1 

1 

-3 




1 

1 

—4* 

i 



Paso 3. Extienda la grafica en el intervalo requerido (-3ir/4, 3 it/4) (figura 9). 
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5 


Funciones trigonometricas 


3. Periodo 4 corrimiento de fase 2 
Y 



5-8 


A _ 

En los problemas del 1 al 4, trace una grafica de cada funcion 
basica sin ver el texto o usando un dispositive de graficacion. 

1. y = cot x, 0 < x < 2-tt 2. >• = tan x, 0 £ x £ 2-n 

3. y = sec a, -it £ x £ -rr 4. y = esc x. — ir < x < it 

B _ 

En los problemas del 5 al 14, encuentre el periodo de cada 
funcion y grafique la funcion para el intervalo indicado. 

5. y = 2 cot 4x, 0 < x < ttI2 

6 . y = 3 tan 2x, — v £ a £ tt 

7. y = — j tan 8 tta, 0 < x < ^ 

8. y = — j cot 2 tta, 0 < x < 1 

9. y = esc (a/2). — 3ir £ x £ 3tt 

10. y — sec ttx, — 1.5 £ jc £ 3.5 

11 . y = | cot ( x/2 ), 0 < x < 4tt 

12. y = 5 tan (a/2), —it < x < 3tt 

13. y = 2 sec to, — 1 £ x £ 3 

14. y = 2 esc (a/2), 0 < a < 8 ir 

En los problemas del 15 al 20, encuentre el periodo y el corri¬ 
miento de fase, despues grafique cada funcion, 

,, / ir\ it 3 tt 

15. y = cot I a: + — I, — — < A <— 

/ ■jj’ \ 

16. y = tan (x -I, -tt < x < tt 

\ 2 / 


17. y 

18. y 

19. y 

20 . y 


tan 

cot 

sec 

CSC 


(2a + tt), 


3-it 3tt 

-< X < - 

4 4 


„ IT TT 

(2x - TT),--£ A £ - 


/ IT \ 

fi-l} 


1 <A< 1 

I < A < 1 


^ En los problemas del 21 al 24, grafique por lo menos dos ci- 
clos de la ecuacion dada en un dispositivo de graficacion, des¬ 
pues encuentre una ecuacion de la forma y = A tan Bx. y = 
A cot Bx, y = A sec Bx o y = A esc Bx que tenga la misma 
grafica. (Estos problemas sugieren otras identidades ademas 
de las analizadas en la seccion 5-2. Las identidades adiciona- 
les se analizan con todo detalle en el capitulo 6.) 

21 . y = cot x — tan a 22 . y = cot a + tan x 

23. y = esc x + cot a 24. y = esc x - cot a 


En los problemas del 25 al 30, encuentre el periodo y el corri¬ 
miento de fase, despues grafique cada funcion. 

25. y = 2 tan - — J, — 4it £ a £ 4-it 

26. y = 4 tan (2 a + tt), -tt £ a £ it 


27. y = — 2 tan 


M)-' 


< A < 7 


28. y = —3 cot (tta - it), -2 < a < 2 

\ 

29. y = 3 esc I -gx + ], — 1 < x < 3 

\ 2 2 / 
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30. y = 2 sec | irx -), - 1 < x < 3 

En los problemas del 31 al 34, grafique por lo menos dos ci- 
clos de la ecuacion dada con un dispositivo de graficacion. 
despues encuentre una ecuacion de la forma y = A tan Bx, y = 
A cot Bx, y = A sec Bx, o y = A esc Bx que tenga la misma 
grafica. (Estos problemas sugieren identidades adicionales 
ademds de las analizadas en la seccion 5-2. Las identidades 
adicionales se analizan con todo details en el capitulo 6.) 

31. y = sen 2>x + cos 3* cot 3x 

32. y = cos 2x + sen 2x tan 2x 

sen 4x 

33. y =-— 

1 + cos 4x 

sen 6a: 


(B) Grafique la ecuacion mostrada cn el inciso (A) para 
cl intervalo de tiempo [0, 1). Si la grafica tiene una 
asintota, senalela. 

(C) Describa que le pasa a la longitud c del rayo cuando t 
varia de 0 a 1. 





APLICACIONES ~ 

Movimiento. La luz dc un faro a 20 pies de una pared gira 
en el sentido de las manecillas del reloj con una rapidez 
angular de 1/4 rps (vease figura); asi, 0 = sttil. 

(A) Comience a contar el tiempo en segundos cuando la 
luz esta en N y escriba una ecuacion para la longitud 
c del rayo en terminos de t. 


Movimiento. Refierasc al problema 35. 

(A) Escriba una ecuacion para la distancia a cuando la 
luz viaja por la pared en terminos del tiempo t. 

(B) Grafique la ecuacion encontrada en el inciso (A) para 
el intervalo de tiempo [0, 1). Si la grafica tiene una 
asintota. senalela. 

(C) Describa que le sucedc a la distancia a sobre la pared 
cuando la luz i viaja desde 0 a I. 


SECCION 




trmo 



Funcion inversa del seno 
Funcion inversa del coseno 
Funcion inversa de la tangente 
Resumen 

Las funciones secante, cotangente y la inversa de la cosecante (opcional) 


Una breve revision del concepto general de las funciones inversas analizadas en la 
seccion 2-6 sera util antes de comenzar esta seccion. En el siguiente cuadro se exponen 
nuevamente algunos puntos importantes de las funciones inversas de esta seccion. 


Puntos que definen las funciones inversas 

Para/una funcion uno a uno y para su inversa/ 1 : 


1 . 

2. 

Si (a, b) es un elemento de f entonces [b, a) es un elemento c 
viceversa. 

Rango de/ = Dominio de/ 1 

Dominio de/ = Rango de/ -1 

e/-'y 
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DOMINIO f RANCO f 

f 

* ' 'w 

r’(0 _ y 

. ., ’wnll 

RANCO r 1 DOMINIO r' 

4. Six =fr l (y)< entoncesy = fix) paray en el dominio de/ -1 yxen el 
dominio de/y viceversa. 


Y 


y = f(x) 

1 

» 

1 

1 

• 

_ 

x=f-\y) 


5. /[/ '(>')] ~ , v para y en el dominio de/ 1 

/ 1 LA*)] = * P ara * en el dominio de/ 


Todas las funciones trigonometricas son periodicas; de aqui que, cada valor del 
rango se puede asociar con una infinidad de valores del dominio (figura 1). Como 
resultado, ninguna funcion trigonometrica es uno a uno. Sin restricciones, ninguna fun- 
cion trigonometrica tiene una funcion inversa. Para resolver este problema. se restringe 
el dominio de cada funcion para que sea uno a uno sobre el dominio restringido. Asi. 
para este dominio restringido, esta garantizada una funcion inversa. 


y = sen x no cs uno 
a uno en (-*, *). 


y 

,1 


“1-T 

I I 

■ i i , 

Ak 





X 


Las funciones trigonometricas inversas representan otro grupo de las funciones 
basicas que se anaden a nuestra biblioteca de funciones elementales. Estas funciones se 
usan en muchas aplicaciones y desarrollos matematicos. y seran particularmente utiles 
cuando se resuelvan las ecuaciones trigonometricas de la seccion 6-5. 


^Como se puede restringir el dominio de la funcion seno para que sea uno a uno? Hay 
infinidad de maneras de hacer esto. Una manera natural y generalmente aceptada se 
muestra en la figura 2. 
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HGURA2 y = sen x es uno a 
uno en [—rr/2, -rr/2]. 


i 



-1 


Si el dominio de la funcion seno esta restringida al intervalo [ — tt/2, tt/2], se ve 
que la funcion restringida pasa la prueba de la linea horizontal (section 2-8) y, por 
consiguiente, es uno a uno. Observe que cada valor del rango de -1 a 1 se supone 
exacto una vez que x se mueve de —tt/2 a rr/2. Se usa esta funcion restringida del seno 
para definir la funcion inversa del seno. 


DEFINICION 1 Funcion inversa del seno 

La funcion inversa del seno, se denota por sen -1 o arcoseno, se define como la 
inversa de la funcion restringida del senoy = sen x, -tt/2 Sis tt/2. En conse- 
cuencia, 


y = sen - ' * y y = arcsen x 

son equivalentes a 

sen y = x donde -tt/ 2 Sy<; tt/2, - 1 ^ x < 1 

En otras palabras, el inverso del seno de x, o del arcoseno de x, es el numero o el 
anguloy, -it/2 < y < tt/2, cuyo seno es x. 


FIGURA i Funcion inversa 
del seno. 


Para graficary = sen - ' x, tome cada punto en la grafica de la funcion restringida 
del seno e invierta el orden de las coordenadas. Por ejemplo, puesto que (-tt/2, -1), 
(0,0) y (tt/2, 1) estan en la grafica de la funcion restringida del seno (figura 3) entonces 
( -1, -tt/2), (0,0) y (1. tt/2) estan en la grafica de la funcion inversa del seno, como se 
muestra en la figura 3. Usando estos tres puntos se obtiene una manera rapida de trazar 
la grafica de la funcion inversa del seno. Una grafica mas exacta se puede obtener 
usando una calculadora. 


( 0 , 0 ) 




• (*') 


■ Dominio = [-j, |] 
Rango = [-1, 1] 


Funcion seno restringido 

(a) 


(0, 0) 


-i / 
/ 

/ 

/ 


•O'l) 


/ y = sen 1 x 
./ = arcsen x 


Dominio = [-1, 1] 


(-1, -Z)L _ Rango = [—y, j ] 

Funcion seno inverso 

(b) 
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Se expresan las importantes identidades del seno, seno inverso, que son una con- 
secuencia de las propiedades generales de las funciones inversas dadas en el cuadro del 
principio de esta seccion. 


Identidades del seno y del seno inverso 

sen (sen -1 x) = x -1 < x < 1 

sen” 1 (sen x) = x —tt/2 ^ x ^ tt/2 



EjEMPLO Valores exactos 

Encuentre los valores exactos sin usar una calculadora: 

(A) arcsen(-j) (B) sen -1 (sen 1.2) (C) cos (sen -1 j) 

Solucion (A) y = arcsen (- ^) es equivaleme a 



Triangulo de referencia 


IT IT 

b. 

asociado con y 

sen y = — r 

-< y. < — 

2^2 


VI 



— 

- - -,- 1-0 

NiK 

■-e 

II 

1 

*l=i 

= arcoseno(—5) 


!-i 

1 V 1 




[Nota: y ¥= II77/6, aunque cuando sen (11 tt/6) = — '. y debe estar entre -tt/2 y 
tt/2, incluso.] 

(B) sen -1 (sen 1.2)= 1 .2 Identidad del seno y del seno inverso, puesto que -tt/2 £ 1 .2 £• tt/2 

(C) Seay = sen -1 |, despues seny = j, -tt/2 ^ y < tt/2. Dibuje el triangulo de 
referencia asociado cony. Luego el cosy = cos (sen” 1 j se puede determinar 
directamente del triangulo (despues de encontrarel tercer lado) sin encontrar real- 
mente ay. 

a 2 + b 2 = c 2 

a = V3 2 — 2 2 y a q Ue o > 0 en el 
cuadrante I 

= V5 

a 
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Problems seleccionado 1 


EjEMPLO 2 


Solucion 


Problema seleccionado 2 


• Funcion inversa 
del cosenG 


y = cos -t cs uno a 

uno en [0, it]. 


Por consiguiente, cos (sen 1 f) = cosy = V5/3 


Encuentre los valores exactos sin usar calculadora: 

(A) arcsen (V2/2) 

(B) sen [sen 1 (-0.4)] 

(C) tan [sen -1 (— 1/vS)] 


Valores con calculadora 

Encuentre con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 

(A) arcsen (—0.3042) 

(B) sen -1 1.357 

(C) cot [sen '(-0.1087)] 

Las teclas de la funcion que se usan para representar la inversa de las funciones 
trigonometricas varian en las diferentes calculadoras, asi que debe leer el manual del 
usuario para la suya. Ponga su calculadora en el modo radian y siga su manual para la 
secuencia de las teclas. 

(A) arcsen (-0.3042) = -0.3091 

(B) sen -1 1.357 = Error 1.357 no est^ en el domlnio de sen 

(C) cot [sen -1 (-0.1087)] = -9.145 


Encuentre con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 

(A) sen 1 0.2903 

(B) arcsen (—2.305) 

(C) cot [sen -1 (-0.3446)] 


Para restringir la funcion del coseno de tal manera que se convierta en uno a uno, se 
elige el intervalo [0, it]. En este intervalo la funcion restringida pasa la prueba de la 
linea horizontal, y cada valor del rango se supone exacto una vez que x se rnueve de 0 a 
it (figura 4). Esta funcion restringida del coseno se usa para definir \a funcion inversa 
del coseno. 


Y 



^- y 
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DEFINICION 2 


Funcion inversa del coseno 

La funcidn inversa del coseno, denotada por cos -1 o arcocoseno, se define como 
la inversa de la funcion restringida del coseno y = cos x, 0 ^ x ^ it. Por consi- 
guiente, 

y — cos -1 x y y = arccos x 

son equivalentes a 

cos y = x donde 0 ^ y ^ tt, — 1 ^ x ^ 1 

En otras palabras, el inverso del coseno de x, o del arcocoseno de x, es el numero 
o el angulo y, 0 < y s it, cuyo coseno es x. 


Funcion coseno 


La figura 5 compara las graficas de la funcion restringida del coseno y su inversa. 
Observe que (0, 1), (tt/2, 0) y (tt, —1) no estan en la grafica restringida del coseno. 
Invirtiendo las coordenadas se obtienen tres puntos en la grafica de la funcion inversa 
del coseno. 


<*, -1) 

Dominio = [0, n] 

Rango = [-1, 1] 
Funcion coseno restringida 

(a) 


(-1, It) 

y 

- K 

arccos a 

2 

>-t) 



-1 0 

Dominio 
Rango = 

i 

[0, it] 


Funcion coseno inversa 

(b) 


Se termina este analisis dando las identidades del coseno y del inverso del coseno: 

Identidades del coseno y del inverso del coseno 

cos (cos 1 x) = x - 1 < ,r < 1 

cos -1 (cos x) = x 0 < < TT 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Evalue cada uno de los siguientes enunciados con una calculadora. ^Cual ilustra una 

identidad del coseno y del inverso del coseno y cual no? Analice por que. 


(A) cos (cos -1 0.2) 

(B) cos [cos -1 (-2)] 


(C) cos 1 (cos 2) 

(D) cos -1 [cos (-3)] 
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n 


Soluciones 


Problema seleccionado 3 


tjtiviPLO 4 


Valores exactos 

Encuentre los valores exactos sin usar calculadora: 

(A) arccos (-V3/2) (B) cos (cos 1 C.7) (C) sen [cos -1 (-j)] 

(A) y = arccos (—V3/2) es equivalente a 


Triangulo de referencia 


asociado con y 


1 

y 

XT 

^ , 

—V3 



V3 

COS >' =-— 0 S y < T7 


5tt 

y = — = arccos 
6 


(-f) 


[Nota: y ¥= —5tt/6, aun cuando cos (-5ir/6) = — V3/2 y debe estar entre 0 y ir, 
incluso.] 

(B) cos (cos -1 0.7) = 0.7 Identidad del coseno y del coseno inverso. 

puesto que -1 -s 0.7 s 1 

(C) Sea y = cos -1 (—j); entonces cos y — — 0 ^ y ^ ir. Dibuje un triangulo de 

referenda asociado cony. Entonces seny = sen [cos -1 (- )^ se puede determinar 
directamente del triangulo (despues de encontrar el tercer lado) sin encontrar real- 
mentey. 

a 2 + b 2 = c 2 

b = V3 2 — (— l) 2 Ya que b > 0 en el 

cuadrante II 

= V8 = 2V2 


a 


Asi, sen [cos 1 (-:)] = seny = 2V"2/3. 


b 



Encuentre los valores exactos sin usar calculadora: 

(A) arccos (V2/2) (B) cos -1 (cos 3.05) (C) cot [cos -1 (-1/V5)] 


Valores con calculadora 

Encuentre con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 
(A) arccos 0.4325 (B) cos -1 2.137 (C) esc [cos -1 (-0.0349)] 
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Solucion Ponga su calculadora en el modo radian. 

(A) arccos 0.4325 = 1.124 

(B) cos -1 2.137 = Error 2.137 no esta en el dominio de cos 

(C) esc [cos 1 (-0.0349)] =1.001 


a 4 Encuentre con cuatro digitos significativos usando una calculadora: 

(A) cos-' 0.6773 (B) arccos (-1.003) (C) cot [cos -1 (-0.5036)] 


Para restringir la funcion tangente para que llegue a ser uno a uno, se elige al intervalo 
de la tangente it/2). En este intervalo la funcion restringida pasa la prueba de la recta horizon¬ 

tal, y cada valor del rango se supone exacto una vez que x se mueve a traves de este 
dominio restringido (figura 6). Esta funcion restringida de la tangente se usa para defi- 
nir la funcion inversa de la tangente. 


y = tan r cs uno a Y 


uno en el intervalo (— tt/2, tt/2). 

i i 

i i 

1 1 

1 1 

1 1 

i i 

I i 

l i 

i 11- 

1 1 

1 

1 -n l 

l a I 2x 

-2n Ita i 

0 « 3 ft 

" ’2 7-i 

1 1 

1 1 

1 1 

i i 

2 2 

1 1 

1 1 

1 1 

i i 

1 1 

1 l 

1 1 

1 1 



DEFINICION 3 Funcion inversa de la tangente 

La funcion inversa de la tangente, denotada por tan -1 o arcotangente, se define 
como la inversa de la funcion restringida de la tangente y = tan x, —it 12 <x< it! 
2. Asi, 


y = tan -1 x y y = arctan x 

son equivalentes a 

tan y= x donde —tt/2 <y< it/2 y x es un numero real 

En otras palabras, la inversa de la tangente de x, o el arcotangente de x, es el 
numero o el anguloy, —tt/2 <y< tt/2, cuya tangente es x. 
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En la figura 7 se comparan las graficas de la funcion tangente restringida y su 
inversa. Observe que (-tt/4, 1), (0, 0) y (tt/4, 1) estan en la grafica de la tangente 
restringida. Invirtiendo las coordenadas se obtienen tres puntos en la grafica de la fun¬ 
cion inversa de la tangente. Tambien observe que las asintotas verticales pasan a ser 
asintotas horizontales para la funcion inversa. 


inversa. 


Funcion tangente 


V 



. 

1 - 

• V. 

1 

E 

0 k 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


Dominio = ( - 7 , f ) 
Rango = (-<*, cc) 
Funcion tangente restringida 


Y 



Ahora expresamos las identidades de la tangente y la inversa de la tangente. 


Identidades de la tangente y su inversa 

tan (tan' 1 .r) = jc 

tan -1 (tan x) = .v -tt/2 < x < tt/2 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Evalue cada uno de los siguientes enunciados con calculadora. ^Cual ilustra la inver¬ 
sa de la tangente y la identidad de la tangente y cud! no? Analice por que. 

(A) tan (tan '30) (C) tan -1 (tan 1.4) 

(B) tan [tan- 1 (-455)] (D) tan" 1 [tan (-3)] 


Valores exactos 


Encuentre los valores exactos sin usar calculadora: 
(A) tan -1 (—1/\ 31 (B) tan - ' (tan 0.63) 
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Soluciones (A) y = tan 1 (— l/'V 3) es equivalente a 


Triangulo de referenda i 



-~:2 

[Nota: y no puede ser 1 1 tt/6. y debe estar entre —u72 y ir/2.] 

(B) tan" 1 (tan 0.63) = 0.63 Identidad de la tangente y de la inversa de la tangente, 

puesto que -v/2 < 0.63 < tr/2 


Encuentre los valores exactos sin usar calculadora: 
(A) arctan (- V3) (B) tan (tan -1 43) 


Se resumen las definiciones y las graficas de las funciones trigonometricas inversas 
analizadas hasta aqui para una referencia conveniente. 



Resunften de sen 


es equivalente a 
es equivalente a 
es equivalente a 


y = tan 1 x 

Dominio = (-: 
Rango = (— 


y = cos" 1 x 

Dominio = [-1 
Rango = [0, jc] 


Dominio 
Rango = 
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* Las funciones 
secante, cotangente 
y la inversa de !a 
cosecante (optional) 


DEFINICION 4 

y = cot 1 x 
y = sec -1 x 
y = esc ' 1 * 


Para terminar, se irtcluyen las definiciones y las graficas de las funciones inversa de la 
cotangente, de la secante y de la cosecante. 


Funciones inversas de la cotangente, de la secante y de la cosecante 


es equivalente a x = cot y 

es equivalente a * = secj> 

es equivalente a x = cscy 


donde 0 <y < ir, — <* < x < <» 
donde 0 ^ y ^ ir, y # it 12, |x| =2 1 
donde —-ir/2 ^ y ^ ir/2,y + 0, |jc| > 1 


Y 



Dominio: Todos los numeros reales 
Rango: 0 < y < it 


y 



y = sec 1 x 

2 


-2 -1 0 

1 2 

Dominio: x 

S -1 07? 1 

Rango: 0 ^ 

y « it, y * k/2 


Y 



Dominio: x«-loxs1 
Rango: -n/2 s; y « n/2, y ?■ 0 


[Nata: Las definiciones de la sec 1 y esc ' 1 no son un acuerdo universal.] 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) -a/4 (B) -0.4 (C) -1/2 

2. (A) 0.2945 (B) No esta defmida 

3. (A) 17/4 (B) 3.05 (C) - 1/2 

4. (A) 0.8267 (B) No esia definida 

5. (A) -ir/3 (B) 43 


(C) -2.724 
(C) -0.5829 


EJERCICIQ 


5-9 


A men os que se express lo contrario, se supone que la inversa 
de las funciones trigonometricas dene como rango a los nume¬ 
ros reales (use el modo de radian en los problemas con calcu- 
ladora). Algunos problemas impiican rangos con dngulos 
medidos en grados, v estos son claramente indicados (use el 
modo del grade en problemas con calculadora). 


En los problemas del 13 al Id, evalue con cuatro digitos signi- 
ficativos con calculadora. 

13. sen ' 1 0.9103 14. cos ' 1 0.4038 15. arctan 103.7 

16. tan 1 43.09 17. arcos 3.051 18. arcscn 1.131 


A 


B 


En los problemas del 1 al 12, encuentre los valores exactos sin 
usar una calculadora. 


1 . cos 1 0 
4. arccos (V3/2) 
7. sen' 1 (V2/2) 
10. arctan (1A/3) 


2 . sen 1 0 
5. arctan V3 
8 . cos ' 1 7 
11 . sen ' 1 1 


3. arcsen (V3/2) 

6 . tan ' 1 1 
9. arccos 1 
12 . tan ' 1 0 


En los problemas del 19 al 34, encuentre los valores exactos 
sin usar calculadora. 


19. arcsen (-V2/2) 
21. tan " 1 (—\/3) 

23. cos 1 (-1) 

25. sen ' 1 (-1) 


20 . arccos (— 7 ) 

22 . tan ' 1 (- 1 ) 

24. sen ' 1 (—\/3/2) 
26. cos 1 (-V3/2) 
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27. tan (tan -1 25) 

29. cos -1 (cos 2.3) 
31. sen (cos -1 V§/2) 

33. esc [tan '(-!)] 


28. sen [sen 1 (-0.6)] 
30. tan -1 [tan (—1.5)] 

32. tan (cos -1 1/2) 

34. cos [sen 1 (-V3/2)] 


64. La identidad sen (sen 1 x) = x es valido para — 1 £.rs 1. 

(A) La grafica y = sen (sen -1 x) para — 1 s jc < 1. 

(B) /Que pasa si se grafica y = sen (sen 1 x) en un 
intervalo mas ancho, por ejemplo, — 2 s x < 2? 
Explique. 


En los prohlemas del 35 al 40, evalue con cuairo digitos signi- 
ficativos usando una calculadora. 


35. arctan (—10.04) 

37. cot [cos -1 (-0.7003)] 
39. V5 + cos -1 (1 - V2) 


36. tan ' (-4.038) 

38. sec [sen - >(-0.0399)] 
40. V2 + tan -1 V5 


c_ 

En los prohlemas del 65 al 68. escriba cada expresion como 
una expression algehraica en x lihre de funciones trigonome¬ 
tricas o de inversas de las funciones trigonometricas 

65. cos (sen -1 x) 66. sen (cos' 1 x) 


En los prohlemas del 41 al 44, encuentre la medida exacta del 
grado de cada uno sin usar calculadora. 

41. sen -1 (~ V2/2) 42. cos -1 (-1/2) 43. arctan (-V3) 

44. arctan(-l) 45. cos -1 (-l) 46. sen -1 (-1) 

En los prohlemas del 47 al 52. encuentre la medida del grado 
de cada una con dos cifras decimates usando una calculadora 
en el modo grado. 

47. cos -1 0.7253 48. tan -1 12.4304 

49. arcsen (—0.3662) 50. arccos (-0.9206) 

51. tan -1 (-837) 52. sen -1 (-0.7071) 

Evalue sen -1 (sen 2) con una calculadora en el modo radian, 
y explique por que esto ilustra o no la identidad del seno y 
del seno inverso. 

Evalue cos -1 [cos (—0.5)] con una calculadora en el modo 
radian, y explique por que esto ilustra o no la identidad del 
coseno y del coseno inverso. 

Los prohlemas del 55 al 64 requieren del uso de un dispositivo 
de graficacion. 

En los prohlemas del 55 al 62, grafique cada funcion en un 
dispositivo de graficacion sobre el intervalo indicado. 


55. 

,v 

= sen~ 

1 X. -1 Sts 1 

56. 

>’ 

= cos ‘ 

'r,-l£rSl 

57. 

.V 

= cos - 

1 (x/3), -3 x * 3 

58. 

y 

= scn 

1 (x/2), -2<r<2 

59. 

.V 

= sen~ 

1 (x - 2), 1 s x s 3 

60. 

>’ 

= cos" 

1 (x + 1), -2 < x < 0 

61. 

y 

= tan 

1 (2x - 4), -2 £ x s 6 

62. 

y 

= tan" 

1 (2x + 3), -5 <x< 2 


La identidad cos (cos 1 x) = x es valida para — 1 £ x ^ 1. 

(A) La grafica y = cos (cos -1 x) para - 1 s x s 1 . 

(B) /Que pasa si se grafica v = cos (cos 1 x) sobre un 
intervalo mas ancho, por ejemplo, — 2 £ x :£ 2? 
Explique. 


67. cos (arctan x) 68. tan (arcsen x) 

En los prohlemas 69 y 70, encuentre f '(x). / Como dehe estar 
x restringido en f '(x)? 

69. /(x) = 4 + 2 cos (r - 3), 3 £ r £ (3 + tt) 

70. f(x) = 3 + 5 sen(x - 1), (1 - ir/2) Sr£(l + tt/2) 

Los prohlemas 7} y 72 requieren del uso de un dispositivo de 
graficacion. 

La identidad cos -1 (cos x) = x es valida para 0 £ i £ tt. 

(A) Grafique y = cos ' 1 (cos jr) para 0£.rSt:. 

(B) /Que pasa si se grafica y = cos ' (cos x) en un intervalo 
mas grande, por ejemplo, -2rr s x ^ 27:? Explique. 

La identidad sen -1 (senx)=xcs valida para -+ !2 Sx£ tt/2. 

(A) Grafique y = sen 1 (senx) =x para -tt/2 ^x ^ tt/2. 

(B) /.Que pasa si se grafica v = sen -1 (sen x)cnun intervalo 
mas grande, como. -2irsrs 2ir? Explique. 


APLICACIONES m 

73. Fotografia. El angulo de vision cambia con la longitud focal 
de un lente de camara: Un lente gran angular de 28 mm tiene 
un angulo dc vision ancho, y un lente de telefoto de 300 mm 
tiene un angulo de vision estrecho. Para una camara de for- 
mato de 35 mm el angulo de vision 0, en grados, esta dado 
por 


0 = 2 tan 1 


21.634 

x 


donde x es la longitud focal del lente que sc usa. /.Cual es el 
angulo de vision (en grados decimales con dos cifras deci¬ 
mals) de un lente de 28 mm? /De un lente de 100 nun? 







5-9 Funciones trigonometricas inversas 
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"4. Fotografi'a. Refiriendose al problema 73, ;,cual es el an¬ 
gulo de vision (en grados decimates con dos cifras deci- 
males) de un lcntc dc 17 mm? ^De un lentc de 70 mm? 

"5. (A) CJrafique la funcion del problema 73 con un dispositi- 
vo de graficacion usando el modo grado. La grafica 
debe cubrir lentes con longitudes focales de 10 mm a 
100 mm. 

(B) iQue longitud focal de lentes, con dos cifras deci- 
tnales, tendra un angulo de vision de 40°? Resuelva 
graficando 0 = 40 y 0 = 2 tan -1 (21.634/x) en la 
misma ventana de vision y encuentre el punto de 
interseccion usando una rutina de aproximacion. 

76. (A) Grafique la funcion del problema 73 con un disposi- 

tivo de graficacion, en modo de grado, con la grafica 
de lentes que cubren longitudes focales de 100 mm a 
1 000 mm. 

(B) <,Cual es la longitud focal de un lente, con dos cifras 
decimales, que podria tenerun angulo de vision de 10 °? 
Resuelva graficando 0 = 10 y 0 = 2 tan -1 (21,634/x) 
en la misma ventana de vision y encuentre el punto de 
interseccion usando una rutina de aproximacion. 

77. Ingenieria. La longitud de la banda alrededor de las dos 
poleas en la figura esta dada por 

L = -nD + (d — D)0 + 2C sen 9 
Donde 9 (en radianes) esta dado por 


Verifique estas formulas y encuentre la longitud de la ban¬ 
da con dos cifras decimales si D = 4 pulgadas, d = 2 pul- 
gadas y C = 6 pulgadas. 



D > d 


78. Ingenieria. Para el problema 77, encuentre la longitud de 
la banda si D = 6 pulgadas, d * 4 pulgadas y C — 10 pul¬ 
gadas. 

79. Ingenieria. La funcion 

y, = 4-it — 2 cos ■ 1 — + 2xscn( cos " 1 - 1 

x \ x) 

representa la longitud de la banda alrededor de dos poleas 
en cl problema 77 cuando los eentros de las poleas estan a 
x pulgadas dc separacion. 


(A) Grafiquey, en un dispositivo de graficacion (en modo 
radian), incluyendo en la grafica las poleas cuando 
sus eentros estan separados por una distancia de 3 a 
10 pulgadas. 

(B) i,Que distancia, con dos cifras decimales, deberia 
haber entre los centres de las dos poleas para usar 
una banda de 24 pulgadas de longitud? Resuelva 
graficando v, yy 2 = 24 en la misma ventana de vision 
y encuentre el punto de interseccion usando una rutina 
de aproximacion. 

80. Ingenieria. La funcion 

y, = 6n — 2 cos " 1 ~ + 2 xsen^cos"’ -) 

representa la longitud de la banda alrededor de las dos po¬ 
leas en el problema 78 cuando los eentros de las poleas 
estan a x pulgadas de distancia, 

(A) Grafique y, con un dispositivo de graficacion (en 
modo radian), mostrando los eentros de las poleas 
separados por 3 a 20 pulgadas de distancia. 

(B) A que distancia, con dos cifras decimales, deben estar 
colocados los eentros de las dos poleas para usar una 
banda de 36 pulgadas de longitud? Resuelva 
graficando y l yy- = 36 en la misma ventana de vision 
y encontrar el punto de interseccion usando una rutina 
de aproximacion. 

81. Movimiento. La figura representa un patio circular rodea- 
do por una pared alta de piedra. Un foco localizado en E 
brilla en el patio. 



(A) Si una persona caminax pies lejos del centro a lo largo 
de DC, muestre que la sombra de la persona se movera 
una distancia dada por 

, x 

d — 2 rQ — 2r tan - 
r 

donde 0 esta en radianes. [Sugerencia: Dibuje una 
recta de A a C.] 

(B) Encuentre d con dos cifras decimales si r = 100 pies 
y x = 40 pies. 

- 82. Movimiento. En el problema 81, encuentre d para r = 50 
pies y x = 25 pies. 
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ACTIVIDADES EN CRUPO DEL CAPITULO 5 Un analisis depredador-presa que implica 

leones de la montana y venados 



En algunas areas del desierto occidental, las poblacio- 
nes de venado y del leon de la montana estan interre- 
lacionadas, ya que el venado es la fuente de alimento 
de los leones de la montana. La poblacion de cada es- 
p^cie sube y baja en ciclos, pero fuera de fase unos con 
respecto de los otros. Un equipo de investigacion de 
administracion de fauna calculo las poblaciones respec- 
tivas en cierta region cada 2 anos en un periodo de 16 
anos, con los resultados que se muestran en la tabla 1: 



TABLA 1 Leones de montana-poblacion de venados 


Anos 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

Venados 

1 272 

1 523 

1 152 

891 

1 284 

1 543 

1 128 

917 

1 185 

Leones de M. 

39 

47 

63 

54 

37 

48 

60 

46 

40 


(A) An&lisis de poblacion del venado 

1. Introduzca los datos para la poblacion de venado para el intervalo de tiempo [0,16] en un dispositivo de 
graficacion y haga una grdfica de dispersion de los datos. 

2. Se puede usar una funcion de la forma y = k + A sen (Bx + Q para modelar estos datos. Use los datos 
de la tabla 1 para determinar k,Ay B. Use la grafica de la parte 1 para estimar visualmente a C con una 
cifra decimal. 

3. Dibuje los datos de la parte 1 y la ecuacion de la parte 2 en la misma ventana de vision. Si es necesario, 
ajuste el valor de C para un mejor ajuste. 

4. Escriba un resumen de los resultados, fluctuaciones que describen y los ciclos de la poblacion de venado. 

(B) An&lisis de la poblacion del leon de la montana 

1. Introduzca los datos para la poblacion de leon de la montana para el intervalo de tiempo [0, 16] en un 
dispositivo de graficacion y haga una grafica de dispersion de los datos. 

2. Se puede usar una funcion de la forma y = k + A sen (Bx + Q para modelar estos datos. Use los datos 
de la tabla I para determinar k,Ay B. Use la grafica de la parte 1 para estimar visualmente a C con una 
cifra decimal. 

3. Dibuje los datos de la parte 1 y la ecuacion de la parte 2 en la misma ventana de vision. Si es necesario, 
ajuste el valor de C para un mejor ajuste. 

4. Escriba un resumen de los resultados, fluctuaciones que describen y los ciclos de la poblacion del leon 
de la montana. 

(C) Interrelacion de las dos poblaciones 

1. Analice la relacion de las poblaciones maximas del depredador con las maximas poblaciones de la 
presa con respecto al tiempo. 

2. Analice la relacion de las poblaciones minimas del depredador con las poblaciones minimas de la presa 
con respecto al tiempo. 

3. Analice la dinamica de las fluctuaciones de las dos poblaciones interdependientes. i,Cual es la causa de 
que las dos poblaciones suban y bajen, y por que estan fuera de fase una con respecto de la otra? 
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Repaso del capitulo 5 

5-1 LA l ONCION ENt ^Af OflA 

El circulo unitario es un circulo de radio 1 con centra en el 
origen de un sistema coordenado rectangular. La funcidn ge- 
neradora envuelve una recta numerica real con el origen en 
0 , 0 ) alrededor del circulo unitario (el eje real positivo se en¬ 
vuelve en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y el 
eje real negativo se envuelve en el sentido de las manecillas del 
reloj). Asi, cada numero real de la recta real esta relacionado 
con un punto unico, llamado punto circular, en el circulo uni¬ 
tario. 



Una manera equivalcnte de relacionar numeros reales con 
puntos en el circulo unitario es pensar en terminos de la longitud 
de arco, suponiendo que se sabe cual es la longitud del arco. 
Para encontrar el punto circular P asociado con el numero real 
x, se comienza en ,4(1,0) y sc mueve x\ unidades a lo largo del 
circulo unitario, a la izquierda si .r es positivo y a la derecha si 
x es negativo. La longitud del arco AP es |x| (vease figura). 



Coordenadas en puntos circulares clave 



Ayuda de memoria 



Observe los.pa&rSWrt'— 


La siguientc es una importante propiedad de la funcion 
generadora: Para todos los numeros reales x. 


v 



x> 0 

(a) 


jc < 0 
(b) 


W(x) = W{x 4- 2kT!) 
k cualquier entero 
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5-2 FUNCIONES CfRCULARES 

La funcion generadora W une cada numero real x con un par 
ordenado de numeros reales ( a , b ), las coordenadas del punto 
circular W(x). Esta asociacion se usa en la siguiente definicion 
de las seis funciones circulares; si* es un numero real y (a, b) 
son las coordenadas del punto circular W(x), entonces 


sen * = b 

esc x = r 
b 

h* 0 

cos x = a 

1 

sec x = - 

a * 0 


a 


b 

tan * = - a + 0 

a 

cot X = 7 

b* 0 

a 

b 






Usando los resultados de la seccion 5-1, se puede evaluar 
cualquiera de las seis funciones circulares exactamente, cuan- 
do existe alguna, para multiplos enteros de los numeros reales 
tt/6, it/4, tt/ 3 y -it/ 2. Una calculadora se puede usar para eva¬ 
luar las funciones circulares para numeros reales arbitrarios. 

Las siguientes identidades basicas trigonometricas, va- 
len para todos los reemplazos de* por numeros reales para los 
que esten definidos ambos lados de una ecuacion: 

Identidades reciprocas 

1 1 1 

esc * =- sec * =- cot * =- 

sen * cos * tan * 

Identidades del cociente 

sen * cos * 

tan * =- cot * = -- 

cos * sen * 

Identidades para negativos 

sen(-x) = -sen* cos (-*) = cos* tan (-*) = —tan* 
Identidad de Pit£goras 
sen 2 * + cos 2 * = 1 


5-3 ANGULOS Y SU MEDlDA 

Un angulo tiene dos lados y un punto comun llamado vertice. 
Un angulo se puede formar comenzando con el lado inicial en 


una posicion fija y girando at lado terminal desde la posicion 
fija a su posicion final (en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj, positivo; en el sentido de las manecillas del reloj, 
negativo). Un angulo esta en posicion estandar en un sistema 
coordenado rectangular si su vertice esta en el ortgen y su lado 
inicial esta en el eje * positivo. Los angulos de cuadrante tie- 
nen sus lados terminales en un eje coordenado. Un angulo de 
un grado es 1/360 de una rotacion complcta. Un angulo de un 
radian es un angulo central de un circulo subtendido por un 
arco que tiene la misma longitud que cl radio. 

Mcdido en radianes: 0 = - 
r 

e . e , 

grad mil 

Conversion de radianes a urados:-= - 

180° it rad 


4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


A cada una de las seis funciones circulares se le asocia una 
funcidn trigonometrica del mismo nombre. Si ties un angulo 
medido en radianes *, entonces el valor dc cada funcion 
trigonometrica en 0 esta dado por el valor del numero real *: 

Funcion 

Funcion 

trigonometrica 

circular 

sen 0 

= sen* 

cos 0 

= cos* 

tan 0 

= tan * 

esc 0 

= CSC * 

sec 0 

= sec * 

cot 0 

= cot* 



Para muchas aplicaciones que implican el uso de funcio¬ 
nes trigonometricas, incluyendo las aplicaciones del triangulo. 
es util tener una definicion alterna de una funcion trigono¬ 
metrica que utilice las coordenadas de un punto arbitrario (a. 
b) + (0, 0) en el lado terminal de un angulo 0: Si 0 es un angu¬ 
lo arbitrario en la posicion estandar en un sistema coordenado 
rectangular y P(a, b) cs un punto a r unidades del origen en el 
lado terminal dc 0, entonces: 
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£ 

^ 0 


v 

b) 


Si un triangulo de la rcferencia de un angulo dado es un 
triangulo rectangulo 30°-60° o un triangulo rectangulo a 45°, 
cntonces se puede cncontrar las coordenadas exactas y, por otra 
parte (0,0), en el lado terminal del angulo dado. Las siguientes 
relaciones de triangulos rectangulos 30°-60° y 45° del triangu¬ 
lo rectangulo son utiles en este enfoque: 



a b 

sen 0 = - 

y 

CSC 0 = - 

b* 0 

r 

b 


Q a 

cos 0 = - 

sec 0 = - 

a r 0 

r 

a 


tan 0 = -, a ^ 0 

cot 0 = - 

b 0 

a 

b 



r = Vrr + b 2 > 0: P(u, b) es un punto arbitrario en el lado 
terminal de 6 , (a, h) =£ ( 0 , 0 ) 

Dominios: Los conjuntos de todos los angulos posibles para 
los que se definen las funciones. 

Rangos: Subconjunto del conjunto de numcros rcalcs. 

(Los dominios y rangos se expresaran mas precisamente en la 
proxima section.) 

Asociado con cada angulo que no termina en un eje 
coordenado esta un triangulo de referencia para 0. El trian¬ 
gulo de referencia se forma dibujando una perpendicular del 
punto (a. b) en el lado terminal de 0 al eje horizontal. El angu¬ 
lo de referencia a es el angulo agudo, siempre tornado positi- 
vo, entre el lado terminal de 0 y el eje horizontal como se indica 
en la figura siguiente. 


b 



Referencia del triangulo 

(a. b) ± (0, 0) 
a siempre es positivo. 


Algunos valores espcciales del angulo se resumen en la 
siguiente tabla: 


TABLA 1 Valores especiales de angulos 

0 

sen 0 

cos 0 

tan 0 

0 ° 

0 

1 

0 

30° 

» 

2 

V3/2 

1/V3 o V3/3 

45° 

1/V2 o V2/2 

1 / V 2 o V2/2 

1 

60° 

V3/2 

l 

V3 

90° 

1 

0 

No esta 
definida 


Las funciones circulares estan relacionadas con las funciones 
trigonometricas como se indica: Para x cualquier numero real. 

sen a - = sen (x radianes) cos x = cos (x radianes) 
sec x = sec (x radianes) esc .v = esc (x radianes) 

tan x = tan (x radianes) cot x = cot (x radianes) 

Ahora sc puede evaluar las funciones circulares en termi- 
nos de funciones trigonometricas, usando triangulos de refe¬ 
rencia donde crca apropiado, o en terminos del punto circular 
y de la funcion generadora. Cada enfoque tiene ciertas venta- 
jas en situaciones particulares. 

5-5 SOLUCION DETRIANCr.LOS R5C7ANCUIOJ 

Un triangulo rectangulo es un triangulo con un angulo de 90°. 
Para resolver un triangulo rectangulo se deberan encontrar 
todos los angulos y los lados desconocidos, dadas las medidas 
de dos lados o las medidas de un lado y el angulo agudo. 
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Las funciones trigonometricas 
de angulos agudos 


sen 0 


cos 6 


tan 0 


_ Op. 

Hip. 

CSC 0 = —— 

flip. 

Op. 

Adj. 

senO- Hip - 

Hip. 

Adj. 

_ Op. 

cot 0 = 

Adj. 

Op. 



Op. 

Hip. 

n 


Ady. 




Precision 

Computational 

Angulo 

Digitos 
significativos 
para el lado 

cercano a 

medido 

1 ° 

2 

10 ' o 0.1° 

3 

1 ' o 0.01° 

4 

I0"o 0.001° 

5 


£ «,'NC:CNtS TRIGONOMETRICAS 


Una funcion/es periodica si existe un numero real positivo p 
tal que 


fix + p) = fix) 

para todo .r en el dominio de / El p positivo mas pequeno, si 
existe, se llama periodo fundamental de/, o a menudo perio- 
do de f Todas las funciones trigonometricas y circulares son 
periodicas. 

Grafica de y = sen jc: 


y 



Periodo: 2 tt 

Dominio: Todos los numeros reales 
Rango: [-1,1] 


Grafica de y = cos x\ 


Periodo: 2ir 

Dominio: Todos los numeros reales 
Rango: [-1,1] 


Grafica de y = tan x: 




I 

I 

I 

I I 


In 

2 



■A 


Periodo: rr 

Dominio: Todos los numeros reales excepto 17/2 + k-n, k 
es un entero 

Rango: Todos los numeros reales 


Grafica dey = cot a. 


y 



V 

\ , 


1 

1 

1 

1 

l 

V I • 

• 1 X 

1 


to j* 

T \ 

* 

2 

■ 

t 

2 

>«; 2 k *b 

2 ’ J 2 \ 

,1 



Periodo: it 

Dominio: Todos los numeros reales excepto krt,k\m entero 
Rango: Todos los numeros reales 


Grafica de y = esc a:: 


/ 

i 

i i 


/ : 

1 r • «* n 1 



! !/ 

! - f ’ 


i 

3« • 

2 ' 

2* 3n -i 

: -T ; . — 

1 1 

1 

1 

1 

1 

0 « 

2 

l 

i 

1 

l 

. 

« 


Periodo: 2 tt 

Dominio: Todos los numeros reales excepto km, k un entero 
Rango: Todos los numeros realesy tales quey < -1 oy s 1 
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Grafica de v = sec .t: 


r 




1 


V cos * 



. 

• 

- 1 

• 


£ l* 


Periodo: 2tt 

Dominio: Todos los numeros reales excepto ir/2 + kir, k 
un entero 

Rango: Todos los numeros reales v tales que vS —1 o 
1 

5-7 GRAFICACION DE y = k + A sen (Bx + Q 
y y — k + A cos ( Bx + Q 

\A\ — Amplitud 


El periodo es 2-rr/B. El cambio dc fase es una traduccion hori¬ 
zontal a la derecha si — C/B es positivo y a la izquierda si —Cl 
B es ncgativo. 

5-9 FUNCIONES TRIGONOMETRICAL INVERSAS 

y = sen' 1 x = arcsen x si y solo si seny = x, -tt/2 SyS tt/2 
y-lsirSl. 


Y 



Para encontrar el periodo y cambio de fase, resuelva (Bx + C) v = cos' 1 x = arccos x si y solo si cos y = x, 0 < y < - y -1 
= 0 y (Bx + C) = 2-tt: <x<l, 


Corrimiento de fase Periodo 
1 1 * 

C C ^2-rr 

B B B 

El periodo 2ir !B. El cambio de la fase es una traslacion hori¬ 
zontal a la derecha si -CIB es positivo y a la izquierda si — Cl 
B es negativo. 

|£| es una traslacion vertical: hacia arriba si k es positivo y 
hacia abajo si k es negativo. 


5 8 GRAFICACION MAS GENERAL DE L AS HJNCIONES 
TANGENTE, COTANGENTE, SECANT* v 
COSECANTE 


Y 



Rango = [0, Jt] 
Funcion coseno inversa 


La amplitud no esta definida para estas fund ones 

Para encontrar el periodo y el cambio de fase para y = A 
tan (Bx + C) o y = A cot (Bx + C), resuelva Bx + C = 0 y Bx 
+ C = it: 

Corrimiento de fase Periodo 



B B B 


El periodo es tt/S. El cambio de fase es una traslacion horizon¬ 
tal a la derecha si — CIB es positivo y a la izquierda si - C/B es 
negativo. 

Para encontrar el periodo y cambio de fase paray = A sec (Bx + 
C) oy = esc (Bx + C), resuelva Bx + C=QyBx+C = 2-ir: 

Corrimiento de fase Periodo 



y = tan 1 x = arctan x si y solo si tan y = x, —tt/2 <y < tt/2 y 
x es cualquier numero real. 


y 
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Ejerddo de repaso del capi'tulo 5 


A l resolver los problemas de este capitulo compruebe sus res¬ 
pues tas con las que se dan al final del libro. A hi se incluyen 
todas las respuestas a los problemas de repaso, y despues de 
cada respuesta esta un numero en tipo italico que indica la 
seccion a la que pertenece elproblema que se esta analizando. 
Si se lepresentan dudas repase las secciones correspondientes 
en el texto. 


A _ 


1. Encuentre la medida en radianes de un angulo central en- 
frente a una longitud de arco de 15 centimetres en un circu¬ 
it) con 6 centimetres de radio. 

2. En un circulo con 3 centimetres de radio, encuentre la lon¬ 
gitud de arco opuesto a un Angulo de 2.5 radianes. 

3. Resuelva el triangulo: 



4 . Encuentre el angulo de referenda asociado con cada an¬ 
gulo 6: 

(A) 0 = rr/3 (B) 0 = -120° 

(C) e =-13ir/6 (D) 0 = 210° 

5. ^En cual cuadrante cada uno de los siguientcs cnunciados 
es negativo? 

(A) sen 6 (B) cos 6 (C) tan 0 

6. Si (4, -3) esta en el lado terminal del angulo 9, encuentre: 

(A) sen 9 (B) sec 9 (C) cot 0 

7. Termine la tabla 1 usando valores exactos. No use calcula- 
dora. 


TABLA 1 


0= 

0 rad 

sen 0 

cos 0 

0° 



\J >h 

L»J 

O 

o 

}l? 

45° 

77/4 

M 

1/V2 

60° 



* lO 

90° 


•t 

f*S 

180° 

270° 


- ! 

~! 

Cj 

360° 


O 

1 


*ND = No esta definida. 


tan 0 esc 0 sec 0 cot 0 
ND* 

1 





9. Indiquc el dominio y rango de cada una de las siguientes 
funciones. 

(A) y — sen x (B) y = tan .r 

10. Trace una grafica de y = sen x, -2rr 2rr. 

11. Trace una grafica de y — cot x, - - <x < it. 

Describa vcrbalmente el significado de un angulo central 
de 0.5 rad en un circulo. 

Describa el cambio mas pequeno de la grafica de v = sen.r 
que produzca la grafica de y = cos x. 

B _ 

14. Cambie 1.37 radianes a grados decimales con dos cifras 
decimalcs. 

15 . Resuelva el triangulo: 



16. Indiquc si el angulo esta en cl cuadrante 1,11, Ill o IV o es 
un angulo cuadrantal. 

(A) -210° (B) 5rr/2 (C) 4.2 radianes 

17 . ^Cua) de los angulos siguientes es coterminal con 120°? 

(A) -240° (B) -7-77/6 (C) 840° 

18. i.Cual de los siguientes enunciados tiene el mismo valor 
de cos 3? 

(A) cos 3° (B) cos (3 radianes) (C) cos (3 +2-77) 

19. ^.Para cual valor de x, 0 ^ x < 2ir, no esta definida cada 
una de las siguientes funciones? 

(A) tanx (B) cot* (C) esex 

Un punto circular P(a, b) se mueve en el sentido de las 
manecillas del reloj de un circulo unitario comcnzando en 
(1,0) y parando despues de rccorrer una distancia de 8.305 
unidadcs. Explique como se puede encontrar las coorde- 
nadas del punto P en su position final y como se determi- 
naria en cual cuadrante esta P. Encuentre las coordenadas 
de P con tres cifras decimales y el cuadrante para la posi¬ 
cion final de P. 


En los problemas del 21 al 36, evalue exactamente sin usar 


calculadora. 



21. tan 0 

22. sec 90 c 

23. cos ' I 

( 3rr \ 

, S/2 

26. esc 300‘ 

24. cos- 

25. sen 1 — 

4 / 

2 



8. ^Cual es el periodo de cada una de las siguientes funciones? 
(A) y = cos x (B) y = esc x (C) y = tan x 
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27. arctan V3 

28. sen 570° 

29. tan' 

-(-I) 

„„ j 4rr \ 

30. cot,—) 

31. arcscn - 

32. cos _l (~ 

33. cos (cos - ' 0.33) 

34. esc [tan" 1 (—1)] 

35. sen 

( M 

arccos 1 - - 1 

/ _4\ 

36. tan 1 sen" 1 — 1 

Evalue las problemas del 37 al 44 con cuatro digitos significa- 
tivos usando una calculadora. 


51. Encuentre la ecuacion de la forma v = A sen Bx que riene 
la grafica 


37. cos 423.7° 

38. tan 93°46'17" 

39. sec (-2.073) 

40. sen" 1 (-0.8277) 

41. arccos (—1.3281) 

42. tan” 1 75.14 

43. esc [cos - ' (—0.4081)] 

44. sen -1 (tan 1.345) 

45. Encuentre la medida exacta en grados de cada uno de los 
angulos siguientes sin usar calculadora: 

(A) 6 = sen''(—1/2) (B) 6 = arccos (—1/2) 

46. Encuentre la medida en grados de cada uno de los angulos 
siguientes con dos cifras decimales usando una calculado¬ 
ra: 

(A) 0 = cos 1 (-0.8763) (B) 0 = arctan 7.3771 

Evaluc cos -1 [cos (—2)J con una calculadora en modo 
radian, y explique por que csto ilustra o no ilustra la iden- 
tidad de coseno y del coseno inverso. 

48. Trace una grafica de;' ■* —2 cos irx, — 1 s jc <3. Indique 
la amplitud A y el periodo P. 


. I 2 ' 


Dcscriba cl corrimiento y/o reflexion mas pcquenos 
que transforman la grafica de v = tan x cn la grafica de 
V = cot X. 

53. Simplifique cada una de las funciones siguientes usando 
las identidades basicas apropiadas. 


(A) sen (—x) cot (—x) (B) 


54. Trace una grafica dey : 
valo — 4ir s x s 4-it. 


1 -sen*x 
3 sen [(x/2) + (tt/ 2)] en el inter- 


55. Indique la amplitud A, el periodo P , y el cambio de fase 
para la grafica dey = -2 cos [( tt/2 Xx - (tt/4)]. No gra- 
fique. 

56. Trace una grafica dey = cos -1 x, e indique el dominio y el 
rango. 

57. Grafiquey = 1/(1 -Man 2 x) en un dispositivo dc graficacion 
que muestre al menos dos periodos completes dc la grafi¬ 
ca. Encuentre una ecuacion de la forma y = k + A sen Bx 
oy = k + A cos Bx que tenga la misma grafica. 

58. Grafique cada ecuacion con un dispositivo dc graficacion 
y encuentre una ecuacion de la forma y = A tan Bx o y = 
A cot Bx que tenga la misma grafica que la ecuacion dada. 
Escoja las dimensiones de la ventana de vision para que 
por lo menos sean visibles dos periodos. 


(A) V = 


2sen 2 x 
sen 2x 


(B) y = 


2 cos 2 x 
scn2x 


49. Trace una grafica dey = —2 + 3 sen (x/2), —4 tt < x ^ 4 tt. 

50. Encuentre la ecuacion de la forma y = A cos Bx que tiene 
la grafica 



59. Si en la figura las coordenadas de A son (8,0) y la longitud 
del arco s es de 20 unidades, encuentre: 

(A) La medida exacta de 0 en radianes 

(B) Las coordenadas de P con tres digitos significativos 
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60. Encuentre cxactamente el menor numero real positivo para 
el cual: 

(A) cosx = -j (B) cscx = -X'2 


Esta forma de onda se llama onda de pulso u onda cua- 
drada, y se usa, por ejemplo, para probar distorsion y para 
sincronizar las operaciones en computadoras. 


61. Trace una grafica de y = sec x, —tt/2 < x <3it/2. 

62. Trace una grafica d ey = tan - 1 x, e indique el dominio y el 
rango. 

63. Indique el periodo P y el cambio de fase para la grafica de 
y = —5 tan (irx + ir/2). No grafique. 

64. Indique el periodo y el cambio de fase para la grafica dey 
= 3 esc (x/2 - tt/ 4). No grafique. 

65. Indique si cada una de las funciones siguientes es simetri- 
ca con respecto al eje x, el ejey o el origen. 

(A) Seno (B) Coseno (C) Tangente 

66. Escriba como una expresion algebraica en x libre de fun¬ 
ciones trigonometricas o de funciones trigonometricas in- 
versas a: 

sec (sen -1 x) 

Intente calcular cada una de las funciones siguientes en su 
calculadora. Explique los resultados. 

(A) csc(— tt) (B) tan(-3rr/2) (C) sen -1 2 

68. La grafica siguiente representa una ecuacion de la forma y 
= A sen ( Bx + C), — 1 < — C!B < 0. Encuentre la ecuacion. 


y 



^ 69. Grafique y = 1.2sen2x+ 1.6 cos 2x con un dispositivodc 
graficacion. (Escoja las dimensiones de la ventana de vi¬ 
sion para que por lo menos dos periodos sean visibles.) 
Encuentre una ecuacion de la forma y = A sen (Bx + C) 
que tenga la misma grafica de la ecuacion dada. Encuentre 
Ay B exactamente y C con tres cifras decimales. Use la 
interseccion con el eje x cerca del origen como el corri- 
miento de fase. 

70. Cierta forma de onda particular esaproximada por los pri- 
rneros seis terminos de una seric de Fourier: 

4/ sen 3x sen5x sen7x sen9x senllx\ 

, = _( senjc + __ + __ + __ + __ + __j 


(A) Grafique esta ecuacion con un dispositivo de grafica¬ 
cion para — 3 tt £xs3TFy-22y£2. 

(B) La grafica del inciso (A) se aproxima una forma de 
onda que se compone totalmente de segmentos de 
linea recta. Trace a mano la forma de la onda a la que 
se aproxima la serie de Fourier. 


APUCACiONES 

71. Astronomia. (,Una recta del Sol a laTierra barre un angu- 
lo de cuantos radianes en 73 dias? Exprese la respuesta en 
terminos de tt. 

72. Geometria. Encuentre el perimetro de un cuadrado inscri- 
to en un circulo con 5.00 centlmetros de radio. 

73. Corriente alterna. La corriente I en corriente electrica 
alterna tiene una amplitud de 30 amperes y un periodo de 
T segundos. Si I = 30 amperes cuando t = 0, encuentre 
una ecuacion de la forma / = A cos Bt que de la corriente 
a cualquier tiempo t ^ 0. 

74. Acceso restringido. Un canal de 10 pies dc ancho hace un 
angulo recto con un canal de 15 pies de ancho. Un tronco 
largo y delgado va a estar flotando en los canales forman- 
do un angulo recto (vease figura). Se necesita encontrar la 
medida del tronco mas largo que va de un lado a otro apo- 
yado en la esquina ignorando el diametro del tronco. 



(A) Exprese la longitud de la recta L que toca los dos lados 
exteriores de los canales y la esquina interior en 
terminos de 0. 

(B) Termine la tabla 2, con una cifra decimal, y calcule 
de la tabla el tronco mas largo para aproximar al pie 
mas cercano que puede hacer esto. (El tronco mas 
largo es la distancia mas corta L.) 


TABLA 2 


0 (rads) 0.4 

0.5 

0.6 0.7 

0.8 0.9 1.0 

L (pies) 42.0 





(C) Grafique la funcion del inciso (A) con un dispositivo 
de graficacion y use un metodo de aproximacion para 
encontrar la distancia mas corta L con una cifra 
decimal, en consecuencia, la longitud del tronco mas 
largo que puede hacer esto. 

Explique qu6 pasa con la longitud L cuando 0 se 
aproxima a 0 o tt/2. 
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75. Modelado del ciclo estacional de negocios. Una compa- 
nia refresquera tiene ingresos por ventas en un pcriodo dc 
2 anos como el que se muestra en la grafica siguiente don- 
de R(t) es el ingreso (en millones de dolares) de un mes de 
ventas t meses despues del 1 de febrcro. 

(A) Encuentre una ecuacion de la forma R{t) = k + A cos 
Bt que produzca esta grafica. 

(B) interprete verbalmente la grafica 



24 


t 


(A) Usando un mes como la unidad basica de tiempo. 
introduzca los datos para un periodo de dos anos en 
su dispositivo de graficacion y realice una grafica de 
dispersion en la ventana de vision. Escoja 40 s y < 
90 para la ventana de vision. 

(B) Esto aparenta que una curva seno de la forma 

y = k + A sen (Bx + C) 

se aproximara al modelo de estos datos. Las constan- 
tes k,AyBse determinan facilmente de la tabla 3. Para 
calcular C, estime visualmente hasta una cifra decimal 
el cambio de fase positivo mas pequeno desde el inci- 
so (A) de la grafica. Despues de determinar A,B,kyC, 
escriba la ecuacion resultante. (Su valor de C puede 
diferir levemente del que se da en las respuestas de su 
libro.) 

(C) Grafique los resultados de los incisos (A) y (B) en la 
misma ventana de vision. (Se puede obtener un mejor 
ajuste arreglando levemente el valor de C.) 


76. Modelado de la variacion de la temperatura. El prome- 
dio de 30 anos de temperatura mensual, °F, de cada mes 
del ano para Los Angeles esta dado en la tabla 3 (Almana- 
que mundial). 


TABLA 3 


x (mes) 

1 2 

3 

4 5 

6 

7 8 9 

10 

11 

12 

y (temp.) 

58 60 

61 

63 66 

70 

74 75 74 

70 

63 

58 



6-1 Identidades basicas y su 

uso 


6-2 Identidades de suma, 
diferencia y cofuncion 

6-3 Identidades de angulos 
dobles y de angulo mitad 

6-4 Identidades de producto- 
suma y de suma-producto 

6-5 Ecuaciones 

trigonometricas 

Actividades en grupo del 
capitulo 6: Desde M sen Bt+ N 
cos Bt hasta A sen (Bt + Q, una 
herramienta de analisis 
armonico 

Repaso del capitulo 6 
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6 Identidades trigonometricas y ecuaciones condicionales 


Las funciones trigonometricas tienen amplia variedad de usos en la solucion de 
problemas de la vida cotidiana, asi como en el desarrollo de las matematicas. Cual- 
quiera que sea su uso, a menudo es importante poder cambiar una expresidn 
trigonometrica de una forma a otra equivalente que sea mas util. Esto implica el 
uso de identidades. Recuerde que una ecuacion con una o mas variables es una 
identidad si el lado izquierdo es igual al derecho para todos los reemplazos de las 
variables que definen ambos lados. Por ejemplo, la ecuacidn 

x 2 - 2x - 8 = (x - 4)(x + 2) 


es una identidad. pero 


x 2 - lx - 8 = 0 

no lo es. Esta ultima expresion se denomina ecuacion condicional, ya que solo se 
cumple para ciertos valores de x y no para todos los valores que definen ambos 
lados. En las primeras cuatro secciones del capitulo se abordan las identidades 
trigonometricas y en la ultima, las ecuaciones trigonometricas condicionales. 


SECCION 



Identidades basicas y su uso 



Identidades basicas 
Otras identidades 


En esta seccion se repasan las identidades basicas introducidas en la seccion 5-2 y se 
muestra como se usan para verificar otras identidades. 

• Identidades En el siguiente cuadro se enumeran, para una referencia conveniente, las identidades 
basicas basicas vistas en la seccion 5-2. Estas identidades se usaran con mucha frecuencia en el 
trabajo que sigue por lo que se deberan memorizar. 


Identidades trigomtmetricas basicas 


Identidades reciprocas 


cscx ^ 


sen v 


sec x - ■ 


cot x — 


cosx 


Identidades de cociente 


, . senx . |. cosx 

Urn pt - - cot x !f=- 


cosx 


sen x 
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Identidades para negativos 



sen (— x) — — sen.v 

cos (— x) = cos.t 

tan (-*) = -tan x 

Identidades pitagoricas 


W it ' ' , ; 

I 

| sen 2 x + cos 2 x = 1 

tan 2 n + I ! f sec 2 x 

1 4- cot 2 x — esc 2 x 


Todas estas identidades se establecieron en la seccion 5-2 (en los problemas 87 y 
88 de la seccion de ejcrcicios 5-2, se establecieron la segunda y tercera identidad de 
Pitagoras). 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Analice un camino facil para recordar la segunda y tercera identidad de Pitagoras a 

partir de la primera. [Sugerencia: Divida la primera identidad pitagorica entre las 
expresiones adecuadas.] 


Como antes se indico, cuando se trabaja con expresiones trigonometricas, a menudo es 
preferible convertir una forma a otra equivalente que pueda ser mas util. Esta seccion 
esta disenada para que se adquiera experiencia en este proceso. Ademas de usar las 
identidades basicas y demostrar otras identidades, se usaran con frecuencia las opera- 
ciones algebraicas basicas tales como multiplication, factorizacion, combination y re¬ 
duction de fracciones, etcetera. Los ejemplos siguientes ilustran algunas de las tecnicas 
usadas para demostrar ciertas identidades. Los pasos mostrados no son necesariamente 
los unicos (a menudo, hay mas de un camino para cumplir el objetivo). Para adquirir 
habilidad en el uso de las identidades, es importante que realice muchos problemas por 
su cuenta. 


Demostracion de identidades 

Demuestre la identidad: cos x tan x = sen x 

Demostracion Por lo general, se comienza con el lado mas complicado, y se transforma ese lado en el 
otro, en uno o mas pasos, mediante identidades basicas, algebra u otras identidades 
establecidas. Por consiguiente, 

cos x tan x = cos x Sen X - Identidad cociente 
cos x 

= senx Algebra 


Demuestre la identidad: sen x cot x — cos x 


EJEMPLO 2 Demostracion de identidades 


Demuestre la identidad: sec (—x) = sec x 
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6 Identidades trigonometricas y ecuaciones condicionales 


Demostracion 


Problema seleccionado 2 


EJEMPLO 3 


Demostracion 


Problema seleccionado 3 


1 

sec (— *) =--—- Identidad reciproca 

cos (—x) 

1 

=- Identidad para negativos 

cos x 

= sec x Identidad reciproca 


Demucstre la identidad: esc (-*) = -esc* 


Demostracion de identidades 

Demuestre la identidad: cot x cos x + sen x = esc x 


cos* 

cot x cos x + sen a; =-cos x 4- sen a Identidad cociente 

sen* 


cos** 

- 1 -sen* 

sen* 

cos 2 * + sen 2 * 
sen* 


Algebra 


Algebra 


1 

sen* 
= esc * 

Pasos algebraicos clave en e! ejemplo 


Identidad pitagorica 
Identidad reciproca 


j-a + b = 

0 


a 2 a 2 + b 2 


Demuestre la identidad: tan * sen * + cos * = sec * 


Para demostrar cualquier identidad. se procede de un lado al otro. o de la mitad de 
anibos lados, asegurese que todos los pasos scan reversibles. No use propiedades de 
igualdad para realizar la misma opcracion en ambos lados de la ecuacion. Aun cuando 
no hay un metodo fijo de demostracion de funciones para todas las identidades, en 
ocasiones puede ayudar el seguir ciertos pasos. 


Pasos sugeridos para la demostracion de identidades 

1. Empiece con el lado mas complieado de la identidad y transformed en un 
lado mas simple. 
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Demostracion 


ItMPU 


2. Interne operaciones algebraieas tales como naultiplicacion, factorization. com¬ 
bination de fracciones y separation de fracciones. 

3. Si los otios gases fall an, exprese cada fancibn en terminos de funciones seno 
x . oseno, y despoils realice las operaciones algebraieas adecuadas. 

4. En cada paso, tenga en mente el otro lado de la identidad. Esto a menudo 
reveia lo que se debe baser para llegar ahi 


Demostracion de identidades 


r _ . . . , , 1 + sen * 

Demuestre la identidad:-+ 


cos x 


=- 2 sec x 


1 + sen* 
cos x 


cosx 1 -fsenjc 

cos x _ (1 + sen*) 2 + cos 2 * 

1 + sen* cos*(l + sen*) 

1 + 2 sen* +sen 2 * + cos 2 * 


Algebra 


a b a 3 + b 3 

— 4 * — — •* 
bo ba 


cos * (1 + sen*) 

1 + 2sen* + 1 
cos*(l +sen*) 

— Algebra 

Identidad pitagorica 

2 + 2sen* 

Algebra 

cos*(l +sen*) 

2(1 +sen*) 

Algebra 

cos*(l +sen*) 

2 

Algebra 

cos* 

2 sec* 

Identidad recfproca 

i e _ mplo 4 

Z 

(1 + c) ! = 1 + 2c + c 3 

m (o + b) m 
n{o + b) n 


, . , . , , 1 + cos * sen * 

Demuestre la identidad:-1- 

sen * 1 + cos * 


= 2 esc * 


Demostracion de identidades 


Demuestre la identidad: 


sen 2 * + 2sen* + 1 
cos 2 * 


1 +sen* 
1 -sen* 
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Demostracion 


Problema selecclonado 5 


EJEMPLO 6 


Demostracion 


sen 2 a; + 2sen* + 1 _ (sen* + l) 2 
cos 2 * cos 2 x 


(sen* + l) 2 
1 —sen 2 * 


Algebra 


Identidad pitagorica 


(1 +sen*) 2 

= 7:-rr;—;-: Algebra 

(1 -sen*)(l +sen*) 


1 +sen* 
1 -sen* 


Algebra 


Pasos aluebraicos clave en el ejemplo 5 

a 2 + 2a + 1 = (a + I) 3 1 - b 1 = (1 - b)(l - b) 


Demuestre la identidad: sec 4 * - 2 sec 2 * tan 2 * + tan 4 * = 1 


Demostracion de identidades 


Demuestre la identidad: 


tan * — cot * 
tan * + cot * 


2 cos 2 * 


sen * cos * 


tan * — cot * cos * sen * 


tan * + cot * 


sen * cos * 

-+- 

cos * sen * 


(sen*)(cos *)l 


sen* cos* 


cos * sen * 


_ w / sen* cos* 
(sen*)(cos *)(-t 


cos* sen* 


sen 2 * - cos 2 * 
sen 2 * + cos 2 * 


cos 2 * 


cos 2 * 


Cambie a senos y cosenos 
(identidades de cociente). 


Multiplique el numerador y el 
denominador por (sen x)(cos *), 
y use el algebra para transformar 
la fraccion compuesta en una 
fraction simple. 


Identidad pitagorica 


= 1-2 cos 2 * 


Algebra 


Pasos algebraicos Have en cl ejemplo 6 



a . b (a b\ 
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Problems 51 ‘leccini 


Demuestre la identidad: cot a: — tan x = 


2 cos 2 x — 1 
sen x cos x 


(Un solo observar conio Urns demuestran identidades sera suficienre para 
ne usted mejnre en elln. pero ianibien debe democrat una gran cantidad 
pur su cuenta. Con la practica, el proccso le parecera menos complicado 


Prueba de identidades mediante un dispositivo de graficacion 

Use un dispositivo de graficacion para probar si cada una de las siguientes expresiones 
es una identidad. Si una ecuacion parece ser una identidad, demuestrela. Si parece que 
no lo es, encuentre un valor de x para el que ambos lados esten definidos pero no sean 
iguales. 

(A) tan x + 1 = (sec x)(senx - cos x) 

(B) tan x - 1 = (sec x)(senx - cos x) 

Soludoi . (A) Grafique cada lado de la ecuacion en la misma ventana de vision (figura 1). 


F1GURA 1 


No existe una identidad, dado que las graficas no concuerdan. Intente con x = 0 

Lado izquierdo: tan 0 + 1 = 1 
Lado derecho: (sec 0)(sen 0 - cos 0) = —1 



Encontrar un valor de x para el que ambos lados esten definidos, pero no sean 
iguales, no es suficiente para demostrar que la ecuacion no sea una identidad. 

(B) Grafique cada lado de la ecuacion en la misma ventana de vision (figura 2). 


FIGURA 2 
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La ecuacion parece ser una identidad, que en seguida se demostrara: 

(secx)(senx - cos x) = (-Vsenx - cos x) 

\cos x j 

_ sen x cos x 
cos x cos x 

= tan x - 1 


Prohj 


Use un dispositivo de graficacion para probar si cada una de las siguientes expresiones 
es una identidad. Si una ecuacion parece ser una identidad, demuestrela; si no lo parece, 
encuentre un valor de x para el que ambos lados esten definidos pero no sean iguales. 


(A) 


senx 


1 — cos 2 . 


- CSC X 


(B) 


sen* 


= sec x 


COS X 


Respuestas a los problemas seleccionados 

En las siguientes demostraciones de identidades, es posible tener otra sec.uencia (el proceso no es itnico). 


cos x 

X. sen x cot* =sen x -= cos* 

sen* 


2 . 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 


CSC (-*) 


1 


1 


sen (-*) -sen* 
sen 2 * 

tan *sen * + cos * =-+ 


= -esc * 

sen 2 * + cos 2 * 
cos * =- 


sec * 


cos x cos * cos * 

1 + cos* sen* (1 + cos*) 2 +scn 2 * 1 + 2cos* + cos 2 * +sen 2 * 

- + - = - --- = -!- 

sen* 1 +cos* sen*(l + cos*) sen*(l +cos*) 

2(1 + cos*) 

=---- = 2 esc * 

senx(l + cos*) 

sec 4 * - 2 sec 2 * tan 2 * + tan 4 * = (sec 2 * - tan 2 *) 2 = l 2 = 1 

cos* sen* cos 2 *-sen 2 * cos 2 * - (1 — cos 2 *) 2cos 2 *-l 

cot * - tan * =-=-=--- 

sen* cos* sen* cos* sen* cos* sen* cos* 

(A) una identidad: 


u 


u 



n 


n 


sen* _ sen* 
1 - cos 2 * sen 2 * 


1 

-= CSC * 

sen* 


(B) No existe una identidad; el lado izquierdo no es igual al derecho para* = 1. por ejemplo. 


)L 

MW L 

1 

m 4 
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EJERCiCIO 


6-1 


Demuestre que los problemas del 1 a! 26 seem identidades. 


1. sen 0 sec 0 = tan 0 
3. cot u sec u sen u = 1 

, scn(-x) 

5. -= — tan * 

cos (—x) 

6. cot ( —x) tan x = — 1 

_ tan a cot a 

7. sen a = 


2. cos 0 esc 0 = cot 0 
4. tan 0 esc 0 cos 0 = 1 


8. tan a = ■ 


CSC (X 

9. cot u + 1 = (esc «)(cos u + sen u ) 

10. tan u + 1 = (sec u)(senti + cos u) 
cos x - sen x 

11. -= esc x - sec x 

sen x cos x 


cos' x -sen- X 

12. -= cot x - tan x 


cos a sec a 
cot a 


13. 

15. 


sen x cos x 
;r \ 2 1 

+ cos t = sec t 


cos t 
cos x 


.„ cos' t 
14. —-1- sen t = esc t 


- sec* 


16. 


sen t 
sen u 


= esc u 


1 — sen x 1 - cos 2 u 

1 17. (1 - cos k)( 1 + cos u ) -sen 2 u 

18. (1 -sen/)(l -t-sent) = cos : r 

19. cos 2 * - sen 2 * = 1 — 2sen 2 * 

20. (sen* + cos*) 2 = I + 2sen*cos* 

21. (sec t + l)(sec t — 1) = tan 2 1 

22. (esc t — l)(csc t + 1) = cot 2 1 

23. esc 2 * - cot 2 * = 1 24. sec 2 u — tan 2 u = 1 

cos * + tan * 

25. cot * + sec * =- 

sen * 

26. sen m (esc m - sen m) = cos 2 m 

y En los problemas del 27 al 30, graflque todas las partes de 
cada problema en la misma ventana de vision con un disposi- 
tivo de graficacion. 

27. —-rr < * S -rr 

(A) y=sen 2 * (B) y = cos 2 * 

(C) y = sen 2 * + cos 2 * 

28. —it s * ■£ -rr 

(A) y = sec 2 * (B) y = tan 2 * 

(C) y = sec 2 * — tan 2 * 


29. -77 < * < 7t 

cos * 


(A) y 


cot* sen* 


(B) y = I 


30. — TT ^ * s 77 

sen* 


(A) y - 


cos * tan * 


(B) y = 1 


B 


Demuestre que los problemas del 31 al 6'0 sean identidades. 
I - (sen* - cos *) 2 


31. 

32. 


sen* 

1 - cos 2 v 


■ = 2 cos * 


(1 - sen>•)( 1 +seny) 

cot 0 -t- 1 


= tan 2 y 


33. cos 0 + sen 0 = 

34. sen 0 + cos 0 = 


esc 0 

tan 0 t- | 
sec 0 


35. 


1 + cos y sen 2 v 


1 — cosy (1 — cosy) 2 
cos 2 y 


36. 1 - sen y = 

1 +seny 

37. tan 2 * - sen 2 * = tan 2 *sen 2 * 

38. sec 2 * + esc 2 * = sec 2 * esc 2 * 
esc 0 


39 

40 


cot 0 + tan 0 
I + sec 9 


= cos 0 

esc 0 


sen 0 + tan 0 

41. In (tan*) = In (sen*) - In (cos*) 

42. In (cot *) = In (cos *) — In (sen*) 

43. In (cot*) = — In (tan *) 

44. In (esc*) = -In (sen*) 

1 — cos A sec A - 1 


45. 

46. 


I + cos .4 sec A + 1 
1 — esc y _ sen y - 1 


1 + esc v sen y + I 

47. sen 4 w - cos 4 w = 1—2 cos 2 w 

48. sen 4 * + 2 sen 2 * cos 2 * + cos 4 * = 1 

cos * 

49. sec * - --= tan * 


50. esc n - 


1 +scn* 
sen n 


= cot n 


51. 


1 +' cos n 

cos 2 z — 3 cos z + 2 2 — cos z 

sen 2 r I + cos z 
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52. 


sen 2 t + 4sen/ + 3 
cos 2 1 


3 + sen t 
1 -sent 


53. 


54. 


cos 2 ft - sen 3 0 
cos 0 - sen 0 

cos 3 u 4 sen 3 u 
cos u + sen u 


1 4- sen 0 cos 0 

1 — sen u cos u 


55. 


(sec x - tan x) 2 = 


1 - sen* 
1 4-senx 


tan t< 4- sen u 
tan u — sen u 


sec u 4- 1 
sec u - 1 


76. 


senx cosy 4- cos x seny 
cos jccosy — sen x sen y 


tanx 4- tany 
1 — tan x tan y 


77. 


78. 


tan a 4- cot (3 = 

cot a 4- cot (3 
cot a cot p - 1 


tan 3 4- cot a 
tan 3 cot a 

tan a 4- tan 3 
1 - tan a tan 3 


56. 


(cot u — esc u) 2 = 


1 — cos u 
1 4- cos U 


57. 

esc 4 X — 1 

cot 2 x 

- = 2 + cor x 

59. 

1 4- sen v 

COS V 




COS V 

1 — senv 


58. 

sec 4 x - 1 

= 2 4- tan 2 x 

tan 2 jc 

60. 

sen x 

1 4- cosx 

1 - COS X 

sen x 


Use un dispositivo de graficacion para probar si cada uno de 
los problemas del 61 al 72 es una identidad. Si una ecuacion 
parece ser una identidad, demuestrela. Si parece que no to es, 
encuentre un valor de x para el que ambos lados esten dejini- 
dos pero no sean iguales. 


61. 

62. 

64. 

\ 

66 . 

68 . 

69. 

70. 

71. 

72 


sen (-;c) 


cos (-a:) tan (-x) 
cos (-a:) 




= I 


senx cot (-x) 
cos x 

sen (-x) cot (—jc) 

1 - t 


63, 


sen at 


= 1 


cos x tan (-x) 

ens 2 x 

65. senx 4- 




senx 


= tan 2 x 


67. sen x 4- 


= tan 2 x 


1 - cot 2 x 

tan 2 x — 1 
1 — cot 2 x 

tanx _ 
sen x - 2 tan x cos x - 2 


cos x cos x 

4-= 2 sec x 


senx 


1 


1 — sen x 1 4- sen x 
tan x 1 


senx 4-2 tanx cosx —2 
cos x cos x 


senx 4- 1 senx — 1 


= 2 esc x 


c 


Demuestre que los problemas del 73 al 78 son identidades. 


73. 


2scn 2 x 4- 3 cos x — 3 
sen 2 x 


2 cos x — 1 
1 4- cos x 


74. 


3 cos 1 z 4- 5senz - 5 


3senz - 2 


En los problemas del 79a!84serequiereel usodeun dispositivo 
de graficacion. A partirde la grdfica deyl =f(x), encuentre una 
funcion mas simple de la forma g(x) =k +AT(x), donde T(x) es 
una de las seis funciones trigonometricas que tiene la misma 
grdfica como vl = f(x). Demuestre la identidadf(x) =g(x). 

1 -sen 2 x 

-f- sen x cos x 

tan x 

1 4- sen x cos x 
2 cosx 2 4- 2senx 

cos 2 x 

1 4- sen x — cos 2 x 

tan xsen x 
1 - cos x 

1 4- cos x - 2 cos 2 x sen 2 x 
1 - cos x 1 + cos x 

3senx - 2senxcosx 1 4- cos x 
1 - cos x sen x 

Cada una de las ecuaciones en los problemas del 85 al 92 es 
una identidad en ciertos cuadrantes asociados con x. Indique 
los cuadrantes. 


85. 

Vl 

— COS 2 X = 

-senx 

86. 

vT 

-sen 2 x = 

cos X 

00 

vr 

- cos 2 x = 

sen x 

88. 

vT 

- sen 2 x = 

— cos X 

89. 

VI 

—scn 2 x = 

|cosx| 

90. 

VT 

- cos 2 x = 

|senx 

91. 

senx 

tan x 

vr 

-sen 2 x 

92. 

senx 

-tan x 

vT 

—sen 2 x 


7 En cctlculo, las sustituciones trigonometricas proporcio nan una 
1 form a efecti va para racionalizar las formas radicales ^ zr — tr 
y Va- + u-. que a su vez conduce a la solucion de una irnpor- 
tante clase de problemas. Los problemas del 93 al ‘M implican 
tales transformaciones. [Recuerde: VV = Lxl para todos los 
niimeros reales x.] 

93. En la forma radical V# 3 — u 2 , a > 0, sea u = a sen x, 
-n/2 < x < tr/2. Simplifique mediante una identidad ba- 
sica y escriba la forma final sin radicales. 


79. 

II 

80. 

W, 

II 

00 

'w' 

II 

r4 

00 

II 

83. 

fix) = 

84. 

II 

'h 


cos 2 z 


1 4- sen z 
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94. En la forma radical \a 2 — u 1 , a > 0, sea u = a cos x, 0 < 
.v < tt. Simplifique mediante una identidad basica y escri- 
ba la forma final sin radicales. 

95. En la forma radical V« 2 + u 1 , a > 0, sea u = a tan x, 0 < 
x < tt/ 2. Simplifique mediante una identidad basica y es- 
criba la forma final sin radicales. 


96. En la forma radical \a : + ir, a > 0. sea a = a cot x. 0 < 
,v < tt/2. Simplifique mediante una identidad basica y es- 
criba la forma final sin radicales. 


SECCION 



identidades de suma, diferencia y cofuncion 


Identidades de suma y diferencia para el coseno 
Identidades de cofuncion 

Identidades de suma y diferencia del seno y tangente 
Resumen y su uso 


Las identidades basicas analizadas en la seccion 6-1 implican solo una variable. En csta 
seccion se consideran identidades que implican dos variables. 


Se comienza con la importante identidad de diferencia para el coseno: 

suma y diferencia 

( 1 ) 

Muchas otras identidades utiles se pueden demostrar facilmente a partir de esta en 
particular. 

Aqui, se traza una prueba de la ecuacion (1) suponiendo que x y y estan en el 
intervalo (0, 2 tt) y x > y > 0. La identidad (1) se curnple, sin embargo, para todos los 
numeros reales y angulos medidos en radianes o en grados. 

Primero, asocie x y y con arcos y angulos en el circulo unitario como se indica en 
la figura 1(a). Usando las definicioncs de las funciones circulares, dadas en la seccion 
5-2. marque los puntos terminales de x y y como se muestra en la figura 1(a). 


Identidad de 

diferencia. 



Ahora, si se gira el triangulo AOB en el sentido de las manecillas del reloj con 
respecto al origen hasta que el punto terminal A coincida con D( 1,0), entonces el punto 
terminal B estara en C, como se muestra en la figura 1(b). Por consiguiente, como en la 
rotacion se conservan las longitudes. 


d(A, B ) = d(C, D ) 


V(c - af + (d - b) 2 = V(1 - ef + (0 - f) 1 
(c - af + (d- bf = (1 - ef +f 2 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 


c 2 - lac + a 2 + d 2 - 2db + b 2 = \ - 2e + e 2 + f 2 
(c 2 + d 2 ) + (a 2 + b 2 ) — lac — 2 db = 1 — 2e + {e 2 + f 2 ) (2) 

Como los puntos A, By C estan sobre loscirculos unitarios, c 2 + d 2 = I ,a 2 + b 2 = 1 y 
e 2 + f 1 = 1, entonces la ecuacion (2) se simplifica a 

e - ac + bd (3) 

Reemplazando e, a, c, by d con cos (x - y), cosy, cosx, seny y sen*, respectivamente 
(vease figura 1), se obtiene 

cos {x - y) = cos y cos x + sen y sen x 

= cos x cos y + sen x sen y (4) 

De esta manera, se ha establecido la identidad de diferencia para el coseno. 

Si se reemplazay con —y en la ecuacion (4) y se usan las identidades para negati¬ 
ves (un buen ejercicio para usted), se obtiene 

(5) 

Esta es la identidad de suma para el coseno. 


Analice como se podria demostrar que, en general, 

cos (x - y) =£ cos x - cos y 

y 

cos (x + y) + cos x + cos y 


Para obtener las identidades de suma y diferencia para las funciones seno y tangente, se 
necesita primero obtener las identidades de cofuncidn directamente de la ecuacion (1), 
la identidad de diferencia para el coseno: 


cos (x — y) = cos x cos y + senxsen y 


cos 


( 7T \ IT 

I — - y 1 = cos — 


IT 


■ 2 ..i — 0 cosy + senyseny 

= (0)(cos y) + (1 )(seny) 


= seny 


Asi, se tiene la identidad de cofuncion para el coseno: 

1 XT 

I — — y J — Si-n y 


( 6 ) 


para cualquier numero real y o angulo medido en radianes. Si y esta medida en grados, 
reemplace tt/2 con 90°. 
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• Identidades 
de suma y diferentir? 
del seno y tangentt 


Ahora, si se sustituye y = tt/2 - x en la ecuacion (6), se tiene 


cos 


TT / 77 
2 ~ \2~ X 


( 


77 


= seni- - a: 


( 77 

cos x = sen l- x 

\2 


Esto es la identidad de cofuncion para el seno; es decir, 


(7) 

donde x es cualquier numero real o angulo medido en radianes. Si x esta medido en 
grados, reemplace 7 t/ 2 con 90°. 

Por ultimo, se establece la identidad de cofuncion para la tangente (y se deja su 
obtencion para el problema 10 en la seccion de ejercicios 6-2): 


lui: 


( 8 ) 


para cualquier numero real o angulo x medido en radianes. Si x esta medido en grados, 
reemplace tt/2 por 90°. 

Comentario. Si 0 < x < 90°, entonces x y 90° — x son angulos complementarios. 
“Coseno”, “cotangente” y “cosecante” significan, respectivamente, “complemento del 
seno”, “complemento de la tangente” y “complemento de la secante”. Ahora solo se 
hara referencia al coseno, cotangente y cosecante como cofunciones del seno, tangente 
y secante, respectivamente. 


Para obtener una identidad de diferencia del seno, se usan las ecuaciones (1), (6) y (7) 
como sigue: 


sen (x - y) - cos 


77 


(a- - y) 


- cos 


77 


- - * I - (-y) 


Use la ecuacion 6 

Algebra 


/ 77 


= cos I — - jm cos (-_y) + sen — — .r sen(— y) Use la ecuadon (1 ). 


Use las ecuaciones (6) 
y (7) y las identidades 
para negativos. 


= sen x cos >’ - cos Arseny 

Se obtiene el mismo resultado al reemplazar tt/ 2 por 90°. Asi, 

sen u - v) — sen .i cos ; — fit* • 


(9) 


es la identidad de diferencia para el seno. 

Ahora, si se reemplazay en la ecuacion (9) con — y (un buen ejercicio para usted), 
se obtiene 


sen i.v -+- v l — en x rn* 


( 10 ) 


la identidad de suma para el seno. 
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No es dificil deducir las identidades de suma y diferencia para la funcion tangente. 
Observe si puede explicar la razon de cada paso: 


tan (x — y) 


sen (x — y) 
cos (x - y) 


sen x cosy — cos x sen y 
cos x cos y + sen x sen y 


sen x cos y cos x sen y 

cos x cos y cos x cos y Divida el numerador y el 

cos .v cosy senxseny denominador entre cos xy cos y. 

cos x cos y cos x cos y 

senx senv 
cos x cos y 
^ senx sen y 
cos x cos y 

tan x — tan y 
1 + tan x tan y 


Asi, para todos los angulos o numeros reales x y y, 

.... 

( 11 ) 

1 + tan .v tan v 

es la identidad de diferencia para la tangente. 

Por otra parte, si se reemplaza y en la ecuacion (11) por —y (otro buen ejercicio 
para usted), se obtiene 


( 12 ) 


la identidad de suma para la tangente. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Analice como se podria demostrar que, en general, 

tan (x - y) ¥= tan x — tan y 


y 


tan (x + y) ¥= tan x + tany 


Antes de proceder con ejemplos que ilustren el uso de estas nuevas identidades, repase 
la lista dada en el cuadro siguiente. 
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Solucion 


sss 


Resumen de identidades 
Identidades de suma 


sen (x + v) = sen x cos y + cos x sen y 

cos (x + y) = cos x cosy — sen x seny 

... tanx + tany 
tan (x + y) - —- 


I — tan x tan y 


Identidades de diferencia 


II 


sen (x — y) = sen x cos y - cos x sen y 
cos (x — y) = cos x cosy sen x seny 


tan (x — y) = 


tan x — tany 
1 + tan x tan y 


Identidades de cofuncion 

(Reemplace tt/2 por 90° si x esta en grados.) 


. it 

cos | — — x | = sen x sen 
2 


(H 


/ TT \ 

= cos x tan — — x | = 

\2 


cotx 


Uso de la identidad de diferencia 

Simplifique cos (x — tt) mediante la identidad de diferencia. 

cos (x — y) = cos x cos y + sen x sen y 
cos (x — tt) = cos x cos tt + sen x sen tt 
- (cos x)(-l) + (senx) (0) 
= -cos X 


Simplifique sen (x + 3 tt/ 2) mediante la identidad de suma. 


Comprobacion del uso de identidades de suma y diferencia 
en un dispositivo de graficacion 

Simplifique sen (x — tt) mediante la identidad de diferencia. Introduzca la forma origi¬ 
nal cornoyl y la forma convertida comoy2 en un dispositivo de graficacion, despues 
grafiquelas en la misma ventana de vision. 
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Solucion 



■4 


FIGURA 2 


Problema seteccionado 2 


EJEMPLO 3 


Solucion 


PiT-tj! i 'ii.) ’ ' io7 


EJEMPLO 4 


Solucion 


sen (x — y) = sen x cos y — cos x sen y 
sen (x - -it) = sen x cos -n - cos x sen it 
= (senx)(-l) - (cos x)(0) 

= -sen* 

La grafica de y\ = sen (x - tr) y y2 = -sen x se muestran en la misma ventana de 
vision (figura 2). Use la funcion TRACE y muevase hacia atras y adelante entre yl yy2 
en diferentes valores de * para demostrar que los correspondientes valores de y sean los 
mismos, o casi los mismos. 


Simplifique cos (x + 3 tt/ 2) usando una identidad de suma. Introduzca la forma original 
como yl y la forma convertida como y2 en un dispositivo de graficacion, despues 
grafiquelas en la misma ventana de vision. 


Determinacion de valores exactos 

Encuentre el valor de tan 75° en la forma radical exacta. 


Como se puede escribir 75° = 45° + 30°, la suma de dos angulos especiales, se puede 
usar la identidad de suma para tangentes con * = 45 °yy = 30° 


tan (x + y) 


tan * + tan y 
1 — tan * tan y 


tan (45° + 30 c ) 


tan 45° + tan 30° 

1 - tan 45° tan 30° 


Identidad de suma 


_ 1 + (1/V3) 
“ 1 - 1(1/V3) 

V3 + 1 
= V3^7 


Evalue las funciones de manera 
exacta. 

Multiplique el numerador y el 
denominador por \ 3 y simple - 
que. 


= 2 + V3 


Racionalice el denominador y 
simplifique. 


Encuentre el valor de cos 15° en la forma radical exacta. 


Determinacion de valores exactos 

Encuentre el valor exacto de cos (* + y), dado sen x = ], cosy = |, * es un angulo en 
el cuadrante II y y es un angulo en el cuadrante I. No use calculadora ni tabla. 

Se comienza con la identidad de suma para el coseno, 

cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y 

Se conoce el senx y el cosy, pero no el cosx y el seny. Se encuentran las dos ultimas 
usando dos metodos diferentes como sigue (use el metodo que considere mas facil). 
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Dado que sen x = | y x es un angulo que esta en el cuadrante II, encuentre cos x\ 
Metodo I. Use un triangulo de referencia: Metodo II. Use un drculo unitario: 



a 

COS X = — 

a 2 + 3 2 = 5 2 
a 2 — 16 
a = ±4 



En el cuadrante II, a = -4 En el cuadrante II, a = - 

Por lo tanto, cos x = -f Por lo tanto, cos x = - 

Dado que cos y = 5 y y es un angulo que esta en el cuadrante I, encuentre seny: 


Metodo I. Use un triangulo de referencia: Metodo II. Use un circulo unitario: 




b 

seny = - 


seny = b 


42 + b 2 = 5 2 


(f) 2 + b 2 = 1 


b 2 = 9 




b=± 3 


b=±\ 

En el cuadrante II, 

b = 3 

En el cuadrante II, 

ca¬ 

ll 

Por lo tanto, 

seny = | 

Por lo tanto, 

seny = | 


Ahora se puede evaluar cos (x + y) sin conocer x ni y: 

cos (x + y) = cos x cos y - senxseny 

= (-fxf) - (|)(|) = -H = -1 


Encuentre el valor exacto de sen (x - y), dados sen x = - |, cos y = V5/3, x es un 
angulo que se encuentra en el cuadrante III yy es un angulo que esta en el cuadrante IV 
No use calculadora ni tabla. 
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Demostracion de identidades 


Demuestre la identidad: tan x + coty = 


cos (* - y) 
cos x sen v 


Demostracion 


cos (* - y ) _ cos x cos y + sen*seny 
cos x sen y cos x sen y 


Identidad de diferencia 
para ei coseno 


coscr cos y sen x sem? 

=-- H-- Algebra 

co»-x sen y cos x scnr 

= cot y + tan x Identidades de cociente 


= tan x + cot y 


Demuestre la identidad: coty - cot* = 


sen (x - y) 
sen x sen y 


Respuestas a los probiemas seleccionados 

1. -cos x 2. yl = cos (x + 3ir/2). >'2 = sen x 


A 



3. (I + V3)/2\/2o (V6 - V2)/4 4. -4V5/9 

„ sen (x - y) sen x cos y - cos jt sen y cos v cos x sem* 

3. -=-=-= cot y — cot x 

sen x sen y sen x sen y semsenv senxs&tr 


6-2 


A _ 

Se pueden utilizar las identidades de sumapara establecer pro- 
piedades periodicas para las funciones trigonometricas. De¬ 
muestre las identidades de los probiemas del I al S usando 
identidades de suma. 

1. sen (x + 2tt) = sen x 2 . cos (x + 2ir) = cos x 

3. tan (x + tt) = tan x 4. cot (x + it) = cot * 

5. cos ( x + 2Ictt) = cos jc, k cs un entero 

6. sen (x + 2hn) = sen*, k es un entero 


Demuestre cada identidad en los probiemas del 9 al 12 usando 
identidades de cofuncion para el senoy el coseno y las identi¬ 
dades bdsicas analizadas en la seccion 6-1. 

9. cot | — — jc J = tan * 10. tan - x j = cot x 

11. esc f— — * ! = sec* 12. sec j — - * ] = esc* 

\ 2 j \ 2 / 


Convierta los probiemas del 13 al 18 a formas que impliquen 
sen x, cos x y/o tan x mediante identidades de suma o de dife¬ 
rencia. 


7. cot (* + fc-rr) = cot *, k en un entero 


13. sen (30° - *) 


8. tan (* + k-a) = tan *, k en un entero 


15. sen (180° — *) 


14. sen (* - 45°) 
16. cos (* 4- 180°) 
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17. tan | x H- 

V 3 



B 


Use las identidades adecuadas para encontrar los valores exac- 
tos de los probletnas del 19 al 26. No use calculadoru. 


19. sec 75° 


20. sen 75° 


,, 7IT 

21 . sen- 

12 


22 . cos 


12 


7t7 77 77 

Sugerencia: -—-K 

12 3 4 

f- "TT 11 " 11 

Sugerencia: — = — - — 

12 4 6 


23. cos 74° cos 44° + sen 74° sen 44° 

24. sen 22° cos 38° + cos 22° sen 38° 


25. 


tan 21° + tan 18° 

1 - tan 2T tan 18° 


26. 


tan 110° - tan 50° 

1 + tan 110° tan 50° 


41. tan (x — y) = 


cot y — cot x 
cot x cot y + 1 


42. tan (x + y) = 


cot* + coty 
cot * cot y — 1 



Eva hie ambos lad os de la identidad de diferencia para el seno, 
v la identidad de suma para la tangente en cuanto a los valores 
de x y y indicados en los problemas del 45 al 48. Evalue con 
calculadora hasta obtener cuatro digitos significativos. 


45. * = 5.288, y = 1.769 46. * = 3.042, y = 2.384 

47. * = 42.08°. v = 68.37° 48. * = 128.3°, >- = 25.62° 

Explique como podria demostrar que. en general, 


sec (x — y) 4=- sec * — sec y 
Explique como podria demostrar que. en general, 


Encuentre sen (x - y) y tan (x + y), de manera exacta y sin 

calculadora usando la informacion dada en los problemas del 

27 ul 30. 

J >— 

27. sen * = - j, seny = V 8/3,* es un angulo en el cuadrante 
IV, y es un angulo en el cuadrante 1. 

2 1 

28. sen* = j, cos y = - j, * es un angulo en el cuadrante II, 
y es un angulo en cl cuadrante III. 

29. tan * = q, tany = - j , * es un angulo en el cuadrante 111, 
y es un angulo del cuadrante TV 

i 

30. cos*= — j , tany = 2 ,* es un angulo del cuadrante II, y 
es un angulo en el cuadrante III. 


esc (* + y) * esc * + esc y 

En los problemas del 51 al 56. use las identidades de suma o 
diferencia para convertir cada ecuacion a la forma que impli- 
ca sen *, cos xy/o tan *. Introduzca la ecuacion original en un 
dispositivo de grafwacion como yl y la forma converrida como 
v2, despues grafiqueyl y y2 en la misma ventana de vision. 
Use la funcion TRACE para comparar las dos grdficas. 

51. y =scn (x + tt/ 6) 52. y = sen(x - tt/3) 

53. y = cos (x — 3 tt/4) 54. y = cos (x + 5 tt/6) 

55. y = tan (x + 2 tt/ 3) 56. y = tan (x — tt/4) 

c_ 


Demuestre cada identidad en los problemas del 31 al 44. 

31. cos 2x = cos 2 x -sen 2 x 

32. sen 2x = 2 sen x cos x 


33. cot (x + y) = 


cot x cot y - I 
cotx + coty 


34. cot (x — y) = 


cot x cot y + 1 
coty - cotx 


35. tan 2x = 


2 tan x 
I - tan 2 x 


36. cot 2x - 


cot 2 x - 1 
2 cotx 


sen(v + u ) 
sen(v — k) 


cot u + cot v 
cot u — cot v 


sen (u + v) 
scn(« - v) 


tan u + tan v 
tan « — tan v 


39. 


cot x — tan y - 


cos (x + y) 
sen x cos y 


40. tan x - tan y 


scn(x - y) 
cos x cos y 


En los problemas del 5 7 al 60. evalite de manera exacta como 

se hace con los ttumeros reales sin usar una calculadora. 

57. sen [cos -1 (- 5 ) +scn -1 (— 5 )] 

58. cos [sen -1 (- 5 ) + cos -1 ( 5 )] 

59. sen [arccos j +arcscn(-l)] 

60. cos [arccos (-V3/2) -arcsen(-^)J 

61. Exprese sen (sen 1 * + cos 1 v) en una forma equivalente 
sin que aparezean las funciones trigonometricas nonnales 
ni las inversas. 

62. Exprcsc cos (sen -1 * — cos -1 y) en forma equivalente sin 
que aparezean las funciones trigonometricas normales ni 
las inversas. 


Demuestre las identidades en los problemas 63 y 64. 

63. cos (x + y + 1 ) = cos x cos y cos z - sen xseny cos z - 
sen x cosy sen z - cos x sen y sen z 
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64. sen (* + y + z) = sen x cos y cos z + cos x sen y cos z + 
cosxcosysenz — sen* sen >• sen z 


„ N 

tan p = tan a-sec ct 

M 


En los problemas 65 y 66. escriba cada ecuacion en terminos 
de una sola funcion trigonometrica. Introduzca la ecuacion 
original en un dispositive de graficacion como yl y la forma 
convertida comoy2, despues grafiqueyl yy2 en la misma ven- 
tana de vision. Use la funcion TRACE para comparar las dos 
graficas. 

65. y = cos 1 lx cos 0.8* - sen 1 ,2xsen 0.8* 

66 . >• = sen 0.8* cos 0.3* — cos 0.8*sen0.3* 


APLICAv 


67. Geometria analitica. Use la information de la figura para 
demostrar que 


tan (0 2 - 0,) = 


m 2 — m i 

1 + mpn 2 



tan 0, = Pendiente de Z, = m, 
tan 0 2 = Pendiente de L 1 = m 2 

68. Geometria analitica. Encuentre el angulo agudo de inter¬ 
section entre las dos rectasy = 3* + 1 yy = yX — 1. (Use 
los resultados del problema 67.) 

69. Refraction de la luz. Los rayos de luz que pasan a traves 
del cristal de una ventana. sc refiractan cuando entran al vi- 
drio y cuando vuelven a salir continuan en una trayectoria 
paralela a los rayos entrantes (vease figura). Si el cristal tie- 
ne un espesor de M pulgadas, el desplazamiento paralelo 
de los rayos de luz es de N pulgadas, el angulo de incidencia 
es a y el angulo de refraccion es 3 , demuestre que 

M 


Aire 


“A 


\ X 
V \ 

\ \ 

\ \ 

Aire ' v '* 

\ \ 

Cristal 

N 


[.Sugerencia : Use primero las relaciones geometricas para 
obtener 


M N 

sen (90° - 3) sen (a - 3) 

despues use identidades de diferencia e identidades funda¬ 
mentals para completar la deduccion.] 

70. Refraccion de la luz. Use el resultado del problema 69 
para encontrar P hasta el grado mas proximo si a = 43°, 
M = 0.25 pulgadas y N = 0.11 pulgadas. 

71. Reconocimiento. El Capitan es un gran pico monolitico 
de granito que se eleva en forma recta desde el suelo del 
valle de Yosemite en el Parque Nacional de Yosemite. Atrae 
a escaladores de picos de todo el mundo. Algunas vcces la 
reflexion del pico se puede ver en el rio Merced que corre 
a lo largo del valle. ^Como se puede determinar la altura H 
de El Capitan, con respecto del rio, usando solo un sextante 
de h pies de altura para medir el angulo de elevacion P 
hacia la parte superior del pico, y el angulo de depresion a 
de la parte superior del pico reflejado en el rio? (Vease la 
figura, no esta a escala.) 

(A) Usando las relaciones de triangulos rectangulos, de¬ 
muestre que 

1 + tan 3 cot a 

H = h- -£- 

1 - tan 3 cot a 

(B) Usando identidades de suma o diferencia, demuestre 
que el resultado del inciso (A) se puede escribir en la 
forma 

, sen (a + 3 ) 

ti — n -— 

sen (a - 3) 

(C) Si un sextante con una altura de 4.90 pies registra que 
a es de 46.23° y p es de 46.15°, calcule la altura H de 
El Capitan por arriba del rio Merced hasta tres digitos 
significativos. 


El Capitan 


A 


/ / 


7t> 


/ / 
/ / 


.. 


Hr ,, 

' C % 


Rio Merced 


Parque Nacional 
Yosemite 
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SECCION 



identidades de angulos dobles y de angulo mitad 


Identidades de angulos dobles 
Identidades de angulo mitad 


En esta seccion se desarrolla otro conjunto importante de identidades llamadas identi¬ 
dades de angulos dobles y de angulo mitad. Se pueden deducir esas identidades direc- 
tamente de las identidades de suma y de diferencia explicadas en la seccion 6-2. Aunque 
los nombres usan la palabra “angulo”, las nuevas identidades se cumplen tambien para 
los numeros reales. 


• lctentid<idi!i cie 
angulos dobles 


Se comienza con la identidad de suma para el seno: 

sen (x + >•) = sen x cos y + cos a: sen y 


y se reemplaza v por x para obtener 

sen (jc + x) = sen x cos x + cos x sen x 
Con la simplificacion, se tiene 


!i !s«*n.ro<iv v Idcitiidad tie uut;* 


Si se comienza con la identidad de suma para el coseno, 

cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y 
y se reemplaza y por x, se obtiene 

cos (x + x) = cos x cos x — sen x sen x 
Con la simplificacion, se tiene 


(I) 


( 2 ) 

Ahora, mediante la identidad pitagorica 

sen 2 x + cos 2 x = 1 (3) 


en la forma 


cos 2 x = 1 - sen 2 x 


y sustituyendola en la ecuacion (2), se obtiene 

cos 2jc = I — sen 2 x - sen 2 x 
Con la simplificacion, se obtiene 

L\ \ - 


(4) 




1 sen .> 


diliid tie Idtiulu ijoltli 


o<iru c 


(5) 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


O, si se usa la ecuacion (3) en la forma 

sen 2 * = 1 — cos 2 x 

y se sustituye en la ecuacion (2), se obtiene 

cos 2x = cos 2 x - (1 - cos 2 *) 
Con la simplification, el resultado es 


( 6 ) 

Se pueden establecer las identidades de angulos dobles para la funcion tangente en la 
misma forma comenzando con la formula de suma para la tangente. Esto se propone 
como ejercicio para usted (problemas del 19 al 21 en el ejercicio 6-3). 

A continuation se indican las identidades de angulo doble para una adecuada refe¬ 
renda. 


Identidades de angulos dobles 

sen lx - 2 sen x cos x 

cos 2* = cos 2 x — sen 2 x = 1 — 2 sen 2 x = 2 cos 2 jc — 1 


2 tan* 


2 cot* 

2 

1 — tan 2 * 


cot 2 * - 1 

cot* - 

tan* 


Las identidades del segundo renglon se usar de manera ventajosa en calculos del 
siguiente tipo: 

, 1 - cos 2x , 1 + cos 2x 

sen x ---- cos x =--- 

2 2 

para transformar una forma con potencia en otra sin potencia. 


(A) Analice como se podria demostrar que, en general, 

sen lx ¥= 2 sen x cos 2* =£ 2 cos x tan 2x # 2 tan x ' 

(B) Grafique y 1 = sen 2x y y2 = 2 sen x en la misma ventana de visidn. ^Cual es 
su conclusion? Repita el proceso para los otros dos postulados del inciso (A). 


Determinacion de identidades 


Demuestre la identidad: cos 2x 


1 - tan 2 .r 
1 + tan 2 * 
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Demostracion 


Problc-ma 


Solucion 


Problema seleccionado 2 


Se comienza por el lado derecho: 


1 


tan 2 x 


1 - 


cos 2 X 


1 + tan 2 jt 


1 + 


sen 2 x 
cos 2 x 


cos 2 x - sen 2 x 
cos 2 x + sen 2 x 


- cos 2 x — sen 2 x 


= cos 2x 


Identidades de cociente 


Algebra 

Idemidad pitagorica 
ld“ni'dad de anqulc doble 


n- 


b ; i 
tr{ 1 


IT 

b 1 


Demuestre la identidad: sen 2x = 


2 tan x 
1 + tan 2 x 


Determinacion de valores exactos 

Encuentre los valores exactos, sin usar calculadora, de sen 2x y cos 2x si tanx = — j y 
x es un angulo en el cuadrante IV 

Se dibuja primero el triangulo de referencia para x y se encuentra cualesquiera de los 
lados desconocidos: 


r — V(—3 ) 2 + 4 2 - 5 

4 3 

- 1 -► senx = -f 

i 

4 

COS X = 5 


Ahora se usan las identidades de angulos dobles para el seno y el coseno: 

sen 2 x = 2 sen x cos x = 2 (—§)(f) = - 2 ? 

cos 2x = 1 cos 2 x — 1 = 2(|) 2 — 1 = gj \ 


Encuentre los valores exactos, sin usar calculadora, de cos 2x y tan 2x si sen x = 7 y x 
es un angulo en el cuadrante II. 
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Las identidades de angulo mitad son simplemente identidades de angulo doble estable- 
cidas en forma altema. Se comienza con la identidad de angulo doble para el coseno en 
la forma 


cos 2m = 1 — 2 sen 2 m 

Ahora reemplace m con x/2 y despeje para sen ( x/2 ) [si 2m es el doble de m, entonces m 
es la mitad de 2m (piense acerca de esto)]: 

, x 

cos x = 1 — 2sen 2 — 

2 

, X 1 - COS X 
Sen 2 = ^~ 

(7) 


donde la election del signo se determina por el cuadrante en que se encuentre x/2. 

Si se quiere obtener una identidad de angulo mitad para el coseno, se comienza 
con la identidad de angulo doble para el coseno en la forma 

cos 2m = 2 cos 2 m — 1 
y se hace m = x/2 para obtener 


( 8 ) 


donde el signo se determina por el cuadrante en el que se encuentre x/2. 

Para obtener una identidad de angulo mitad para la langente, use la identidad de 
cociente y las formulas de angulo mitad para el seno y coseno: 



x . Il - cos X 

_ 2 _ _ V 2 _^ / I - cos x 

X , /I + cos X - V 1 + COS X 
COS- ±\ - 

2 v 2 


Asi, 


(9) 


donde el signo se determina por el cuadrante en que se encuentre x/2. 

Se pueden obtener versiones mas simples de la ecuacion (9) como sigue: 

x , IT— cos x 

tan - = A i- 

2 v 1 + cosx 

V I - cos x 1 + cos x 
1 + cos x 1 -r cos x 


(10) 
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V I — cos 2 * 

(1 + cosx) 2 

, / sen* ~ 
V (1 + cos a :) 2 

Vsen 2 x 
V(1 + cos a :) 2 

|sen x\ 

1 + cos x 


Vsen 2 x = isen xl y 

V (1 - cos x) 2 = 1 - cos x, ya que 1 + cos x nunca es negativo 


Se pueden eliminar todos los signos de valor absoluto, ya que se puede demostrar que 
tan (x/2) y sen x siempre tienen el mismo signo (un buen ejercicio para usted). Asi, 


A1 multiplicar el numerador y el denominador en el radicando de la ecuacion (10) por 
1 - cos x y razonando como antes, tambien se puede obtener 


A continuation se incluye la lista de todas las identidades de angulo mitad para una 
adecuada referencia. 



EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Analice como se podria demostrar que, en general, 


x , i r , i . x , i 

sen —5 sen x cos —^2 cos a: tan—#TtanA: 

2 2 2 ‘ 


(B) Grafiqueyl = sen (x/2) yy2=\ sen x en la misma ventana de vision. ^Que se 
puede concluir? Repita el proceso para los otros dos postulados del inciso (A). 
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Determinacion de valores exactos 

Calcule el valor exacto de sen 165° sin usar calculadora mediante una identidad de 
angulo mitad. 


Solucion 


sen 165° = sen 


330° 


-V 


1 - cos 330° 


1 - (V 3/2) 


V2 - V3 


Use la identidad de angulo mitad para 
el seno con un radical positivo, ya que 
sen 165“ es positivo. 


Calcule el valor exacto de tan 105° sin usar calculadora. mediante una identidad de 
angulo mitad. 


Determinacion de valores exactos 


Encuentre los valores exactos de cos (jc/2) y cot (x/2), sin utilizar calculadora, si sen* = 
— 5 , tt < x < 3tt/2. 


Solucion Dibuje un triangulo de referencia en el tercer cuadrante y encuentre cos x. Despues use 
las identidades pertinentes de angulo mitad. 


a = -V5 2 - (-3) 2 = -4 
cos x = — J 


Si it < .v < 3ir/2, entonccs 


IT x 3tt 

— < — <- Divida cada miembro de rr < x < 3ir/2 entre 2 

2 2 4 


Asi. x/2 es un angulo en el segundo cuadrante donde el coseno y la cotangente son 
negativos, y 


cosf- 


•v 


1 + COS X 


1 + (- 3 ) 


4/1 -VTo 

' V15 °- 



1 

tan (x/2) 

_2 

1 - (- 1 ) 


senx 


1 - cos x 


l 

3 


10 
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Encuentre los valores exactos de sen (x/2) y tan (x/2), sin usar una calculadora. si cot.x 
= — 5, tt/2 < X < IT. 


Demostracion de identidades 


Demostracion 


Demuestre la identidad: sen 2 — = 

2 


X j /1 cosx 

sen - = ±V‘ 


2 
. X 


2 

1 - cos X 


sen- - =-— 

2 2 


tan x — sen x 
2 tan x 

Identidad de angulo mitad para el seno 
Eleve al cuadrado ambos lados. 


tan x 1 - cos x 
tan x 2 


Algebra 


tan x - tan x cos x 
2 tan x 


Algebra 


tan x - sen x 
2 tan x 


Identidad de cociente 


Problem* telecelonado 5 


Demuestre la identidad: cos 2 — 

2 


tan x + sen x 
2 tanx 


Respuestas a los problemas seleccionados 


2 tanx 

Jsenx't 
"\cosx 1 

cos 2 X 

2 teV 

(cosx). 

2senxcosx 

1 + tan 2 x 

j sen 1 x 
cos 1 X 

COS 2 X ( 

\ 

1 + S -^r^ 

„ cos' x / 

\ cos ; x+sen ; x 

f 

cos 2x = 

-37. tan 2x = 

f 3, 

- V3 - 2 

4. sen (x/2) = 


= 2 sen x cos x = sen 2x 


. i x _ 1 

S. cos - = - 


tan x 
tanx 


1 + cos x 


10/10, lan (x/2) = 3 
tan x -i- tan x cos x tan x + sen x 


2 tan x 


2 tan x 


EJERCICIO 

A _ 

En los problemas del 1 al 6, verifique cada identidad para los 
valores indicados. 

1. cos 2x = cos 2 x -sett 2 x, x = 30° 

2. sen2x = 2senxcosx, x = 45° 

2 7T 

3. tan 2x = - , x = — 

cot x — tan x 3 



4. tan 2x 


2 tan x 7 t 

- = T 


1 — tan x 


5. sen - = 


/1 — cos x 


X = 77 


(Escoja el signo correcto). 


X A ; 1 + COS X TT 

6. cosy= ±y-; 




(Escoja el signo correcto). 
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En los problemas del 7 al 10, encuentre el valor exacto, sin 
usar calculadora, mediante identidades de angulo dobleyan- 
gulo mitad. 

7. sen 22.5° 8 . tan 75° 

9. cos 67.5° 10. tan 15° 

En los problemas del 11 al 14, grafique yl y y2 en la misma 
ventana de vision para -2~ Sti 2 tt. Use lafuncion TRACE 
para comparar las dos graficas. 


En los problemas del 37 al 40, calcule los valores exactos de 
sen (x/2), cos (x/2) y tan (x/2) usando la informacion dada y 
las identidades adecuadas. No use calculadora. 

37. sen x = — 5, tt < x < 3-n72 

38. cos x = — j, it < * < 3tt/2 

39. cot x = — it < x < —t,I2 

40. tan x = 7 , -tt < x < —tt/2 


11 . y 1 = cos 2x, yl = cos 2 x - sen 2 x 

12 . yl = sen 2 x,y 2 = 2 sen* cos x 


13. yl = tan y2 = 


sen* 

1 + cos* 


14. yl = tan lx, yl - 


2 tan * 

1 - tan 2 * 


B __ 


Demuestre las identidades en los problemas del 13 al 32. 

15. (sen* + cos *) 2 = 1 + sen lx 

16. sen 2 * = (tan *)( 1 + cos lx) 

17. sen 2 * = £(1 - cos 2*) 

18. cos 2 * = j(cos lx H- 1 ) 

19. 1 — cos lx = tan *sen2* 

20 . 1 + sen It = (sent + cos t) 2 


Suponga que esta asesorando a un estudiante que tiene difi- 
cultades para encontrar los valores exactos de sen 6y cos 6 a 
partir de la informacion dada en los problemas 41 v 42. Su¬ 
ponga que ha realizado cada probtema y ha identificado los 
pasos clave en elproceso de solucion; proceda a guiar al estu¬ 
diante por el proceso de solucion usando las siguientes pre- 
guntas. Registre las respuestas correctas del estudiante. 

(A) c En que cuadrante esta el angulo 2 Oy como lo sabe? 

(B) 1 Como puede encontrar sen 2 By cos 2 6? Encuentre cada 
uno. 

(C) cQue identidades relacionan sen By cos 6 con sen 2 0 o 
cos 2 B? 

(D) iComopodria usar las identidades del inciso (C)para en¬ 
contrar sen By cos B de manera exacta, incluyendo el sig- 
no correcto? 

(E) j'Cuales son los valores exactos de sen By cos B? 

Encuentie los valores exactos de sen 0 y cos 0, dado tan 20 
= - 5 , 0° < 0 < 90°. 

Encuentre los valores exactos de sen 0 y cos 0, dado sec 20 
= 0° < 0 < 90°. 


,* 1 - cos * 

21 . sen 2 - =- 

2 2 


23. tan lx - 


1 - tan 2 * 


0 sen 0 

25. cot - =- 

2 1 - cos 


27. cos 2 u - 


1 - tan 2 u 
1 + tan 2 u 


29. 2 esc lx = 


1 + tan 2 * 


„ ,* 1 + cos * 

22 . cos 2 - =--- 

2 2 


24. tan lx - —;- 

cot 2 * - 1 

0 1 + cos 0 

26. cot - =- 

2 sen 0 

cos 2 u 1 + tan u 

28. -=- 

1 - sen lu 1 - tan u 


30. sec 2* = 


2 - sec 2 * 


Demuestre cada una de las identidades siguientes para el va¬ 
lor de x indicado en los problemas del 43 al 46. Calcule los 
valores hasta con cinco digitos significativos usando calcula¬ 
dora. 

2 tan* 

(A) tan 2* = -- —p- 

1 - tan 2 * 

* , 1 1 + cos * 

(B) cos-=±y—-— 

(Escoja el signo correcto). 


43. * = 252.06° 
45. * = 0.934 57 


44. * = 72.358° 
46. * = 4 


31. cos a = 


1 — tan 2 (a/ 2 ) 
1 + tan 2 (a/ 2 ) 


32. cos 2a = 


cot a — tan a 
cot a + tan a 


Calcule los valores exactos de sen 2x cos 2xy tan 2x usando la 
informacion dada en los problemas del 33 al 36 y las identida¬ 
des adecuadas. No use calculadora. 

33. sen* = 5, -nil < x < tt 34. cos * = —5, tt/2 < * < it 

35. tan * - —tt/2 < * < 0 

36. cot* —tt/2 <*< 0 


^ En los problemas del 47 al 50. grafique yl yy2 en la misma 
ventana de vision para - 2tt S * s 2 tr, y establezca los inter¬ 
vals para los cuales yl y y2 son identidades. 

47. yl = cos (*/2),y2 = y 1 + ^ cos x 

48. yl = cos (xJl),yl = _y_LL£ 2 ii 

49. yl = sen (*/2), y2 = -]j - ~ ™ S - 

50. yl = sen(*/2), y2 = ^ 1- 




6-3 Identidades de angulos dobles y de angulo mitad 


479 


c 


Demuestre las identidades en los problemas del 51 al 54. 

51. cos 3x = 4 cos 3 x - 3 cos x 

52. sen 3x = 3 sen x — 4scn 3 x 

53. cos Ax = 8 cos 4 x — 8 cos 2 x + 1 

54. sen 4x = (cos x)(4senx — 8 sen 3 x) 


En los problemas del 55 al 60. encuenrre el valor exacto de 
cada itna de las expresiones usando nna calculadora. 

55. cos (2 cos -1 f) 56. sen (2 cos ^ 1 5 ) 

57. tan [2 cos " 1 (- 5 )] 58. tan [2 tan^' (-|)] 

59. cos [{ cos 1 (-j)] 60. sen [5 tan -1 ( — 5 )] 


En los problemas del 61 al 66, grafique f(x) con un dispositivo 
degraficacion. encuentre una funcion mas simple g(x) que tenga 
la misma grafica que f(x), y verifique la identidad f(x) - g(x). 
[Suponga g(x) — k + AT(Bx), donde Tlx) es una de las seis 
funciones trigonometricas.J 

61. fix) = esc x - cot x 62. fix) = esc x + cot x 


63. fix) = 


1—2 cos 2 x 
2 scnx - 1 


64. fix) = 


1+2 cos 2 x 
1 + 2 cos x 


65. fix) = 


1 

cotxsen 2 x - 1 


66 . fix) = 


cotx 

1 + cos 2 x 


APLI= KVlO+tS 

67. Medicion indirecta. Encuentre el valor exacto de x en la 
figura; despues encuentre x y 0 con hasta tres cifras deci- 
males. [Sugerencia: Use cos 20 = 2 cos 2 0-1.] 


eVT 


8 m 


7 m 


68 . Medicion indirecta. Encuentre cl valor exacto de x en la 
figura; dcspucs encuentre x y 0 con hasta tres cifras deci- 
males. [Sugerencia: Use tan 20 = (2 tan 0)/(1 — tan 2 0 ).] 



4 pies 2 pies 


69. Fisica: deportes. La distancia teorica d que un lanzador 
de bala, uno de disco o uno de jabalina puede lograr en 


cierto ianzamiento, se encuentra en la fisica de manera 
aproximada por 

d _ 2v 2 0 sen 0 cos 0 

32 pies por segundo cuadrado 

donde i^es la velocidad inicial del objeto lanzado (en pies 
por segundo) y 0 es el angulo por arriba de la horizontal 
con que cl objeto sale de la mano (vease la figura). 



(A) Escriba la formula solo en terminos dc sen 0 mediante 
una identidad adecuada. 

(B) Usando el rcsultado de la ecuacion del inciso (A), de¬ 
termine el angulo 0 que producira la maxima distan¬ 
cia d para cierta velocidad inicial v„. Este resultado es 
una considcracion importante para los lanzadores de 
bala. de jabalina y de disco. 


70. Geometria. En el inciso (a) de la figura, M y N son los 
puntos medios de los lados de un cuadrado. Encuentre el 
valor exacto de cos 0. [Sugerencia: Use en la solucion el 
teorema de Pitagoras. la defimeion de seno y coseno, la 
identidad de angulo mitad y algunas rectas auxiliares como 
las dibujadas en el inciso (b) de la figura.] 


M 


M 



\ / 

N / 

N / 

X 

N S 

V A 
> 

/ 

/ 

/ 

s 


s 

(a) 


(b ) 


I 


Area. Un poligono regular dc n lados se encuentra en un 
circulo dc radio R. 


(A) Demuestre que el area del n esimo lado del poligono 
esta dada por 

1 r,' 2 tr 
A„ = ^n^?‘sen — 

[Sugerencia: Area dc un triangulo = y (base)(altura). 
Una identidad de angulo doble tambien es util.] 

(B) Para un circulo dc radio 1, complete la tabla I, con cin- 
co cifras decimales, usando la formula del inciso (A). 


TABLA 1 

n 10 100 1 000 10 000 

A„ 
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(C) £ Que numero hace que A n parezca aproximarse conforme 
n aumenta sin Hmite? QCual es el area de un circulo de 
radio 1?) 

(D) £d n sera exactamente igual al area del circulo circunscrito 
para una n lo suficientemente grande? £Corno se puede 
acercar A para obtener el area del circulo circunscrito? 


[En calculo. el area del circulo circunscrito se denomina 
Ihnite de A conforme n aumenta sin limite. Utilizando un 

n 

lenguaje simbolico, para un circulo de radio 1 se puede 
escribir lim A a — rr El concepto de limite es la parte 
fundamental sobre la cual se ha construido el calculo.] 


SECCION 


6-4 


Identidades de producto-suma 
y sum a producto 


Identidades de producto-suma 
Identidades de suma-producto 


Se concluye el estudio de identidades desarrollando las identidades de producto-suma 
y suma-producto , que se obtienen facilmente a partir de las identidades de suma y de 
diferencia desarrolladas en la seccion 6-2. Esas identidades se usan en calculo para 
convertir las formas de producto en formas de suma mas adecuadas. Tambien se usan 
en musica, en el estudio de ondas sonoras, para convertir formas de suma en formas de 
producto mas adecuadas. 

Primero, sume las identidades de suma y de diferencia para el seno, las del lado izquier- 
do con las del lado izquierdo y las del lado derecho con las del lado derecho: 


sen (x + y) == sen x cos y + cos x sen >’ 
sen (x — y) = sen x cos y — cos x seny 

sen {x + y) + sen (x — y) = 2 sen x cos y 


o 


sen x cos y = ? fseni.v + v) i sen i v - 


De manera similar, al sumar o restar las identidades adecuadas de suma y de dife¬ 
rencia, se puede obtener otras tres identidades de producto-suma. Estas se enlistan a 
continuacion para una referencia adecuada. 


Identidades de producto-suma 

,! !lf.J .ISai.. . Ii. 1 1 

I 

* 

sen .V cosy = }[sen ( x + y) + sen (.t - y)] 
cos x sen y = } [sen (.t + y) - sen (x - y)J 
sen .t sen y = j[cos (x — y) — cos (x + y)] 

j 


cos x cos y = ! [cos (x + y) + cos (x — y)] 



Un producto como una diferencia 

Escriba el producto cos 3f sen t como una suma o diferencia. 
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Solucion 


Problema seleccionar!'' 1 


EJEMPLO 2 


Solucion 


Problema seleccionado 2 


• Idt-niidaries de 
<»urna sircducto 


cosxseny = jlsenO + y) - sen ( x - y)] Sea > 3r y y = t 
cos 3rsen/ = 5 [sen( 3 r + t) - sen (3/ - f)] 

= jsen4f - 3 sen 2 1 


Escriba el producto cos 50 cos 20 como una suma o diferencia. 


Determinacion de valores exactos 

Evalue de manera exacta sen 105° sen 15° mediante una identidad adecuada de produc¬ 
to-suma. 


sen*sen y = ^[cos (x — y) — cos (x + y)] 
sen 105° sen 15° = j[cos (105° - 15°) - cos (105° + 15°)] 
= |[cos 90° - cos 120°] 

= 4ro — Hw-io o.25 


Evalue de manera exacta cos 165° sen 75° mediante una identidad adecuada de produc¬ 
to-suma. 


Las identidades de producto-suma se pueden transformar en formas equivalentes deno- 
minadas identidades de suma-producto. Esas identidades se usan para expresar su- 
mas y diferencias que implican senos y cosenos, como productos que implican senos y 
cosenos. Se ilustra la transformacion para una identidad. Las otras tres identidades se 
pueden obtener mediante procedimientos analogos. 

Se comienza con una identidad de producto-suma: 

sen a cos [3 = j[sen(cx + 3) +sen (a - (3)] (1) 


Se podria hacer 


a + 3 = x 

a - 3 = y 


Resolviendo este sistema, se tiene 


a 


x + y 
2 



(2) 


Sustituyendo la ecuacion (2) en la ecuacion (1) y simplificando, se obtiene 

„ x + y x - y 
sen x + sen y = 2 sen —-— cos —-— 
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EJt-MP! 3 


Solucion 


Problema seleccionado * 


EjtMPLO -4 


Solucion 


Todas las identidades de suma-producto se enlistan a continuacion para una ade- 
cuada referencia. 


Identidades de suma-producto 

sen x + sen y — 2 sen 
sen x - sen v = 2 cos 
cos .v ?fi eos>' = 2 cos 



•v + y 

2 

X + y 

2 

x + y 
2 

_ x + y 


cos • 


cos 


x - y 


X —V 

1 __ 

1 

2 

x - 

-JL 

> 

2 

r 

— 1 


Una diferencia como un producto 

Escriba la diferencia sen 76 - sen 36 como un producto, 


„ x t v x - y 

sen x - sen y = 2 cos-^-sen-- 

2 2 

„ n „„ „ 70 + 30 70 - 30 

sen 70 - sen 30 = 2 cos-sen-- 

2 2 

= 2 cos 50 sen20 


Escriba la suma cos 3/ + cos t como un producto. 


Determinacion de valores exactos 

Encuentre el valor exacto de sen 105° - sen 15° mediante una identidad adecuada de 
suma-producto. 


x + y x — v 
sen x - sen y = 2 cos-sen-- 


,co o 105°+15° 105° - 15° 

sen 105 - sen 15 = 2 cos-sen- 


= 2 cos 60° sen 45° 

.WiVsa.v! 

\2A 2 j 2 
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Encuentre el valor exacto de cos 165° — cos 75° mediante ana identidad adecuada de 
suma-producto. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 La siguiente “prueba sin palabras” de dos identidades de suma-producto se basa en 

una “prueba” similar realizada por Sidney H. Kung, de la Universidad de Jacksonville, 
que en octubre de 1996 se imprimio en la Revista de Matematicas. (Analice como 
las relaciones de la figura a continuation se verifican de la figura.) 


y 



2 2 2 

cos a + cos B , a - B a + B 

-— = t = cos- r cos-- 

2 2 2 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1 . j cos 70 + 5 cos 36 2. (-V3 - 2)/4 3. 2 cos 2l cos t 4. - V6/2 


6-4 


A _ 

En los problemas del 1 al 4, escriba cada producto como una 
suma o diferencia que implique seno y coseno. 

1. sen 3 m cos m 2. cos 1A cos 54 

3. sen usen 3u 4. cos 20 sen 30 

En los problemas del 5 al 8. escriba cada diferencia o suma 
como un producto que implique senos y cosenos. 

6 . cos 70 + cos 50 


7. cos 5w - cos 9 w 8. sen u -sen 5w 

B _ 

Evalue de manera exacta los problemas del 9 al 12, usando 
una identidad adecuada. 

9. sen 195° cos 75° 10. cos 75° sen 15° 

11. cos 15° cos 75° 12. sen 105°scn 165° 

Evalue de manera exacta los problemas de! 13 al 16, usando 
una identidad adecuada. 


5. sen 3 1 + sen r 
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13. cos 285° + cos 195° 14. sen 195° +sen 105° 

15. cos 15° - cos 105° 16. sen 75° - sen 165° 

Use las identidades de suma y de diferencia para demostrar 
las identidades de los problemas 17 y 18. 

17. cos x cos y = 3 [cos ( x + y ) + cos (a — v)] 

18. scn.vscn y = 3 [cos (x - y ) - cos (a + y)] 

Hxplique como puede transformar la identidad de produc- 
to-suma 

sen Hsen v = 3 [cos (it — v) — cos (u + v)] 
en la identidad de suma-producto 


(A) cos a: sen y = 3 [sen (a + y) — sen {x — > 9 ] 

x + y x — v 

(B) cos x + cos y = 2 cos ——— cos-- 

2 2 

29. ,v= 172.63°. >• = 20.177° 

30. a = 50.137°, y = 18.044° 

31. A' = 1.1255, y = 3.6014 

32. a = 0.039 17, y = 0.610 52 

4^ Escriba cada uno de los problemas del 33 al 40, como un pro- 
ducto, sly es una suma o diferencia: o como una suma o dife¬ 
rencia si y es un producto. lntroduzca la ecuacion original en 
un dispositivo de graficacion como yl. la forma convertida 
comoy2, >’ la grdfica deyl yy2 en la misma ventana de vision. 
Use lafuncion TRACE para comparar las dos graficas. 


x + y x — y 

cos x - cos v = — 2 sen-sen- 

2 2 

mediante una sustitucion adecuada. 

Explique como se puede trasf'ormar la identidad producto- 
suma 


33. y = sen 2a + sen x 
35. y = cos 1.7a — cos 0.3a 
37. y = sen 3a cos a 
39. y = sen 2.3a sen 0.7a 


34. y = cos 3a + cos a 
36. y = sen 2. 1a - sen 0.5a 
38. y = cos 5a cos 3a 
40. v = cos 1.9a sen 0.5a 


cos u cos v = 3 [cos (u + v) + cos (u - v)'l 

en la identidad de suma-producto 

„ a + v a - y 
cos A + cos V = 2 cos —— cos —-— 

2 2 

mediante una sustitucion adecuada. 


Demuestre cada identidad en los problemas del 21 al 28. 


21 . 


sen 2r 1 - sen4t 

-r-— = cot t 

cos 2 r - cos 4 1 


22 . 


cos t — cos 3 1 

-= tan t 

sen t + sen 3/ 


sen a- sen v A + y 

23. -= —cot- 

cos a — cos v 2 


24. 


sen a + sen y 
cos a + cos y 


cos a + cos y 
sen a -seny 


A + y 
tan ——— 



26. 


COS A - COS y A - V 

-- = - tan- 

sen .v + sen v 2 


27. 

28. 


cos a + cos v a + y a t_ y 

-= - cot-cot —-— 

cos a - cos y 2 2 

sen a + seny _ tan [|(a + y)] 
sen a — sen v tan [3 (a — y)] 


c_ 

Demuestre cada identidad en los problemas 41 y 42. 

41. cos a cos y cos z = 3 [cos (a + y — 2 ) + cos (y + 2 - a) + 
cos (z + a - y) + cos (a + y + z)] 

42. sen a sen ysen z = |[sen(A + y - z) + sen (y + z - a) + 
sen (z + a - y) -sen (a + y + z)] 

En los problemas del 43 al 46: 

(A) Grajique yl, y2 y y3 con un dispositivo de graficacion 

para 2. 

(B) Conviertayl a una suma o diferencia v repita el inciso (A). 

43. yl =2 cos (28 tta) cos (2 tta) 
y 2 = 2 cos ( 2 -tta) 

y3 = — 2 cos (2 tta) 

44. yl = 2scn(24iTA)sen(2i7A) 
y2 = 2sen(2irA) 

y3 = — 2sen (2 -tta:) 

45. yl = 2scn(20z7A) cos (2 -ita) 
y 2 = 2 cos ( 2 tta) 

y3 = - 2 cos ( 2 tia) 

46. yl = 2 cos (16TTA)sen (2 -mta) 
y 2 = 2 sen ( 2 t , x ) 

y3 = -2scn(2trA) 


Demuestre cada una de las identidades siguientes para los Los problemas 47 y 48 implican el fenomeno del sonido llama- 

valores dexyy indicados en los problemas del 29 al 32. Eva- do interferencias. Si se escuchan dos tonos con la misma in- 

lue cada lado hasta con cinco digitos significativos. tensidady altura aproximada tfrecuencia), uno despues del otro, 
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es diffcil para la mayoria de las personas diferenciar uno de 
orro. Sin embargo, si los tonos se escuchan de manera simultd- 
nea, se intercalan entre si. produciendo un sonido bajo ululado 
denominado interferencia. Cuando los musicos afinan un ins- 
trumento con otros instrumentos o con un diapason, escuchan 
esos tonos bajos ululados y tratan de eliminarlos ajustando 
sus instrumentos. bos problemas 47 y 48 proporcionan una 
ilustracion visual del fendmeno de interferencia. 

47. Frecuencias de musica y de interferencia Las ecuaciones 
y = 0.5 cos 128-rr/ y y = —0.5 cos 144ir/ son ecuacio¬ 
nes de ondas sonoras con frecuencias de 64 y 72 hertz, res- 
pcctivamcntc. Si ambos sonidos se cmiten de manera simul- 
tciiica, cl resultado es una frccucncia de interferencia. 

(A) Demuestre que 

0.5 cos 128 tt/ - 0.5 cos 144ir/ =sen 8iTfsen 136tt/ 

(La forma de producto es mas util para los ingenieros 
de sonido.) 

(B) Grafique cada ecuacion cn una diferente ventana de 
vision para Osts 0.25: 

v = 0.5 cos 128tt/ 

y = —0.5 cos I44i7t 


y = 0.5 cos 128tr/ - 0.5 cos 144irr 
y =scn 8ir/sen 136irt 

48. Frecuencias de musica y de interferencia .y = 0.25 cos 
256ir/ y y = —0.25 cos 288ir/ son ecuaciones de ondas 
sonoras con frecuencias de 128 y 144 hertz, respectiva- 
mente. Si ambos sonidos se emiten de manera simultanea, 
resulta una interferencia. 

(A) Demuestre que 

0.25 cos 256ft/ - 0.25 cos 288ir/ 

= 0.5 sen 16-n-/sen272ir/ 

(La forma de producto es mas util para los ingenieros 
de sonido.) 

(B) Grafique cada ecuacion en una diferente ventana de 
vision para 0 s / < 0.125. 

y = 0.25 cos 256itt 
y - —0.25 cos 288fr/ 
y = 0.25 cos 256-rr/ - 0.25 cos 288 tt/ 
y = 0.5 sen I6ft/sen 272 -jt/ 


SECCION 



Ecuaciones trigonometricas 


Solucion de ecuaciones trigonometricas mediante un procedimiento algebraico. 
Solucion de ecuaciones trigonometricas mediante dispositivos de graficacion. 


En las primeras cuatro secciones de este capitulo se consideraron ecuaciones trigo¬ 
nometricas denominadas identidades. Estas ecuaciones son verdaderas para todos los 
reemplazos de la(s) variable(s) para las que ambos lados estan definidos. Ahora se 
considerara otra clase de ecuaciones trigonometricas, llamadas ecuaciones condicio- 
nales. que pueden ser verdaderas para algunos reemplazos de la variable pcro falsas 
para otros. Por ejemplo, 


cos x = sen x 


es una ecuacion condicional. ya que es verdadera para algunos valores, por ejemplo .v 
= -rr/4, y falsa para otros, tales como x = 0. (Compruebe ambos valores.) 

En esta seccion se consideran dos procedimientos para resolver ecuaciones condi- 
cionales trigonometricas: un procedimiento algebraico y un procedimiento con un dis- 
positivo de graficacion. Resolver ecuaciones trigonometricas usando un procedimiento 
algebraico requiere a menudo del uso de manipulaciones algebraicas, identidades e 
ingenuidad. En algunos casos los metodos algebraieos conducen a soluciones exactas, 
que son muy utiles en ciertos contextos. Se pueden usar metodos con un dispositivo de 
graficacion para aproximar soluciones en una amplia variedad de ecuaciones 
trigonometricas; pero a menudo no producen soluciones cxactas. Cada metodo tiene 
sus fortalezas. 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 Se esta interesado en las soluciones de la ecuacion 

cos x = 0.5 

La figura siguiente muestra una gr&fica parcial de los lados izquierdo y derecho de 
la ecuacion. 



(A) ^Cuantas soluciones tiene la ecuacidn en el intervalo [0, 2ir)? ^Cuales son? 

(B) ^Cuantas soluciones tiene la ecuacion en el intervalo (—°°, «’)? Analice un 
metodo para escribir todas las soluciones de la ecuacidn. 


Usted puede encontrar util las sugerencias siguientes para resolver ecuaciones 
trigonometricas mediante un procedimiento algebraico: 

'igonomemca* 
m«di«nte un 

procedimiento ^■ ■ me . —_ --n—— 

Sugerencias para la solucion de ecuaciones trigonometricas de 
manera algebraica 

1. Considere una funcion trigonometrica en particular como una variable, y 
resudlvala. 

(a) Considere el uso de manipulaciones algebraicas tales como factorizacion, 
xombinacion o separacion de fracciones, etcetera. 

(b) Considere el uso de identidades. 

2. Despues de resolver una funcion trigonometrica, despeje la variable. 


Varios ejemplos le ayudaran a comprender el procedimiento algebraico. 


Soluciones exactas mediante factorizacion 

Encuentre todas las soluciones exactas de 2 cos 2 x - cos x = 0. 


Solucion Paso 1 . Despeje cos x: 
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2 cos 2 x — cos x = 0 
cos x (2 cos x — 1 ) = 0 
cos x = 0 o 


Factorice cos x. 

ab = 0 s6lo si a = 0 o b = 0. 

2 cos jc — 1=0 

COS A' = J 


V Paso 2. Resuelva cada ecuacion en un periodo [0, 2n): Trace la grafica de y = cos a. 

y — Oyy — j en el mismo sistema coordenado para ayudarse al escribirtodas 
las soluciones en un periodo (vease figura 1 ). 



-i 


cos x = 0 


cos x = 5 




17 3ir 

2’T 


x 


IT Sir 

3’T 


FKc 


Paso 3. Escriba una expresion para todas las soluciones. Como la funcion coseno es 
periodica con un periodo 2 tt, todas las soluciones estan dadas por 


—/I -f 2Arr 
t/2 + 2A 

7? 3 + cArr 


Encuentre de manera exacta todas las soluciones para 2 sen 2 x + sen a = 0. 


Soluciones aproximadas usando identidades y factorizacion 

Encuentre todas las soluciones reales para 3 cos 2 a + 8 sen a = 7. Calcule todas las 
funciones inversas con cuatro cifras decimates. 

Solucion Paso 1. Despeje sen x yio cos x. Pase todos los terminos diferentes de cero a la iz- 
quierda del signo igual y exprese el lado izquierdo en terminos de sen x: 

3 cos 2 a + 8 sen a = 7 

3 cos 2 a + 8 sen x - 1 - 0 cos 2 x = 1 - sen 2 * 

3(1- sen 2 a) + 8 sen a - 7 = 0 

3sen 2 a — 8 sen a + 4 = 0 3u 2 8 u - 4 (u - 2 ) (3iv 2 ) 

(sen a - 2) (3 sen a - 2) = 0 ab = 0 solo si a = 0 o b 0 

sen a — 2 = 0 o 3 sen a — 2 = 0 


sen a = 2 


sen a 


■ 
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Y Paso 2. Resuelva cada ecuacion en unperiodo [0, 2 tt). Trace una grafica dey = senx, 

* y = 2 y y = f en el mismo sistema coordenado para ayudar a escribir todas las 

soluciones en un periodo (vease figura 2). 

Resuelva la primera ecuacion: 

sen X = 2 No hay solucion, ya que 1 s sen x £ 1 . 

Resuelva la segunda ecuacion: 

En la grai'ica se observa que existen soluciones 
en el primer y segundo cuadrantes. 

Solucion en el primer cuadrante 

Solucion en el segundo cuadrante 

Comprobacion sen 0.7297 = 0.6667; sen 2.4119 = 0.6666 (Las comprobaciones pueden no ser exac- 
tas debido a los errores de redondeo.) 

Paso 3. Escriba una expresion para todas las soluciones. Como la funcion seno es 
periodica con el periodo 2ir, todas las soluciones estan dadas por 


FICURA 2 


senx = ^ 


x =sen _l § = 0.7297 
x = it - 0.7297 = 2.4119 


2/3 


2ir 

t > X 


0.7297 -r 2f. 


Encuentre todas las soluciones reales de 8 sen 2 x = 5 - 10 cos x. Calcule todas las 
funciones inversas con cuatro cifras decimales. 


Soluciones aproximadas mediante sustitucion 

Encuentre 0, medido en grados, con hasta tres cifras decimales de manera que 
5 sen (20 - 5) = -3.045 0° 20 - 5 =s 360° 

Realice una sustitucion. Sea u — 20 - 5 para obtener 
5sen M = -3.045 0° < u ^ 360° 

Despeje sen u. 

-3-045 

sen u - —-— = -0.609 

Despeje para u en 0° ^ u ^ 360°. Trace una grafica de y = sen u y y = 
—0.609 en el mismo sistema coordenado para ayudar a escribir todas las so¬ 
luciones en 0° ^ u ^ 360° (vease figura 3). 


Solucion Paso 7. 



Paso 2. 


Paso 3. 
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Problema 


Las soluciones se encuentran en el tercer y cuarto cuadrantes. Si el angulo de 
referencia es a, entonces u = 180° + a o u = 360° - a. 

a = sen - '0.609 = 37.571° Angulo de referenda 
u = 180° + 37.571° 

= 217.517° Soludon en el tercer cuadrante 

u = 360° - 37.571° 

= 322.429° Soludon en el cuarto cuadrante 

Comprobacidn sen 217.517° = -0.609 sen 322.429° = -0.610 

Paso 4. Ahora despeje para 6: 

u = 217.517° u = 322.429° 

20 - 5 = 217.517° 20 - 5 = 322.429° 

e - ;: • :««' u = i6.<.7i5 

Se deja al lector una comprobacion final en la ecuacion original. 


Encuentre 0, medido en grados, con tres cifras decimales de manera que 
8 tan (60 + 15) = -64.328 -90° < 60 + 15 < 90° 


Soluciones exactas mediante identidades y factorizacion 

Encuentre las soluciones exactas para sen 2 x = \ sen 2x, 0 ^ x ^ 2tt. 

Soludon La solucion siguiente solo incluye los pasos clave. Trace las graficas que sean adecua- 
das en una hoja de papel. 

sen 2 x — \ senlx Use la identidad de angulo doble. 

- ^(2 sen* cos x) 

sen 2 x — sen x cos x = 0 a- - ob o(a - b ) 

sen x(se.nx - cos x) - 0 a(a b) = 0 solo si a = 0 

o a - b = 0 

senx = 0 o sen* - cos x = 0 
x = 0, it sen x — cos x 

sen* 

COS X 

tan x = 1 

TT 5tT 
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Combinando las soluciones de ambas ecuaciones, se tiene el conjunto completo de 
soluciones: 


Encuentre las soluciones exactas para sen 2x = sen x, 0 ^ x < 2-ir. 


Soluciones aproximadas mediante identidades y la formula cuadratica 

Resuelva cos 2x = 4 cos x - 2 para toda x real. Calcule las funciones inversas con 
cuatro cifras decimales. 

Solucion Paso 1. Despeje cos x. 


cos 2x = 4 cos x — 2 
2 cos 2 x — \ = 4 cos x — 2 
2 cos' x — 4 cos x + 1 = 0 


cos x = 


Use una identidad de doble Angulo. 


Haga una ecuacion cuadratica en cos x, 
El lado izquierdo no se factoriza usando 
coeficientes enteros. Resuelva mediante 
la formula cuadratica. 


4 ± V16 - 4(2) (1) 
2 ( 2 ) 

= 1.707107 o 0.292893 


y Paso 2. Resuelva cada ecuacion en un periodo [0. 2 t\): Trace una grafica de y = 

cos x, y = 1.707107, y y = 0.292893 en el mismo sistema coordenado para 
_ ayudar a escribir todas las soluciones en un periodo (figura 4). 


i - 

0.292893 



-H 


Resuelva la primera ecuacion: 

cos x — 1.707107 No existe solucion, ya que -1 < cos x £ 1 


Resuelva la segunda ecuacion: 


cos x = 0.292893 


La figura 4 indica una solucion en el primer cuadrante y otra en el cuarto 
cuadrante. Si el angulo de rcferencia es a, entonces x = a o x = 2 tt — a. 


a = cos" 1 0.292893 = 1.2735 
2tt — a = 2tt — 1.2735 = 5.0096 


Comprobacion 


cos 1.2735 = 0.292936 


cos 5.0096 = 0.292854 
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Problems se!e>: donack 


• Solucion de 
ecuacicwe* 
trigonometries* 
mediante 
dispositivos de 
graficacion 


EJEMPLO 6 


Solucion 


Coinprobacion 


ProliJema tonado 6 


Escriba una expresion para todas las soluciones. Como la funcion coseno es 
periodica con el periodo 2 tt, todas las soluciones estan dadas por 

1.273-5 + 2A-ti 

.» = k es rr.iero 

5.1(0% + 2kn 


Resuelva cos 2x = 2(sen x - 1) para toda a real. Calcule las funciones inversas con 
cuatro cifras decimales. 


Todas las ecuaciones trigonometricas que se han resuelto con metodos algebraicos, 
pueden tambien resol verse, aunque a menudo no de manera exacta, con metodos donde 
se utilizan dispositivos de graficacion. Ademas, existen muchas ecuaciones trigono¬ 
metricas que se pueden resolver (con el grado de exactitud decimal deseado) mediante 
metodos con dispositivos de graficacion, pero no se pueden resolver en una secuencia 
finita de pasos usando metodos algebraicos. Los ejemplos del 6 al 8 lo demuestran. 


Solucion mediante un dispositivo de graficacion 


Encuentre todas las soluciones reales hasta con cuatro cifras decimales para 2 cos 2x = 
1.35* - 2. 


Esta ecuacion trigonometrica relativamente simple no se puede resolver usando un nu- 
mero finito de pasos algebraicos (jintentelo!). Sin embargo, se puede resolver facil- 
mente con la exactitud deseada mediante un dispositivo de graficacion. Grafique vl = 
2 cos lx yyl = 1 ,35a- - 2 en la misma ventana de vision, y encuentre cualquier punto 
de interseccion usando una rutina preconstruida. El primer punto de interseccion se 
muestra en la figura 5. Parece que hay mas de un punto de interseccion, pero cuando se 
hace un acercamiento a la parte de la grafica que se esta analizando, se muestra que las 
dos graficas no se intersectan en esa region (figura 6). La unica solucion es 

a = 0.9639 


Lado izquierdo: 2 cos 2(0.9639) = -0.6989 
Lado derecho: 1.35(0.9639) - 2 = -0.6987 



3 



Encuentre todas las soluciones reales con cuatro cifras decimales para sen a/2 = 0.2a 
- 0.5. 
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EJEMPLO 7 


Solucion 



FIGURA 7 


Comprobacion 


Problema seleccionado 


Aplicacion geometrica 

Se tiene un arco de 10 centimetres sobre un circulo que tiene una cuerda de 8 centime- 
tros. ^Cual es el radio del circulo, con cuatro cifras decimales? <,Cual es la medida en 
radianes del angulo central subtendido por el arco, con cuatro cifras decimales? 

Trace una figura con rcctas auxiliares (figura 7). De la figura, 0 en radianes es 


Asi, 



y 


sen 0 


4 

R 



4 

R 


y el problema es resolver esta ecuacion trigonometrica para R. Con metodos algebraicos 
no se dcspeja R , asi es que vuelva al uso de un dispositivo de graficacion. Comience por 
graficaryl = sen (5/,v) y v2 = 4/x en la misma ventana de vision para 1 ^ x ^ 10 y —2 
2 (figura 8). Parece que la grafica intersecta x entre 4 y 5. Para obtener una 
vision mas clara del punto de interseccion, se cambian las dimensiones de la ventana a 
4s.v<5y 0.5 <y < 1.5 y se usa una rutina preconstruida para encontrar el punto de 
interseccion (figura 9). 



FIGURA 8 


FIGURA 9 


En la figura 9, se ve que 


R = 4.4205 centimetros 


sen — = sen , 

R 4.4205 


= 0.9049 


4 _ 4 

R ~ 4.4205 


0.9049 


Si se tiene R, se puede calcular la medida en radianes del angulo central subtendido por 
el arco de 10 centimetros: 


Angulo central 


10 

R 


10 

4.42(15 


T2622 radianes 


Se tiene un arco de 8.2456 pulgadas sobre un circulo que tiene una cuerda dc 6.0344 
pulgadas. ( : ,Cual es el radio del circulo, con cuatro cifras decimales? (l Cual es la medida 
del angulo central, con cuatro cifras decimales, subtendido por el arco? 
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EJEMPLO o 


Solucibn 


FIGURA 10 


Problema sele<<ionad 


: .J-' ' ' r 't 0 


Solucion 


’IGtiRA I 1 


Solucion mediante un dispositivo de graficacion 

Encuentre todas las soluciones rcales, con cuatro cifras decimales, para tan (.v/2) = 1 x. 

77 < X S 317. 


Grafiqueyl = tan (x/2')y y2 = \!x en la misma ventana de vision para — 77 < x < 3~ 
(figura 10). Las soluciones son los puntos de interseccion. 


2 



Utilizando una rutina preconstruida, se encuentra que las tres soluciones son 

x = -1.3065. 1 .3065. 6.5846 

Se deja al lector la comprobacion de estas soluciones. 


Encuentre todas las soluciones reales, con cuatro cifras decimales. para 0.25 tan (x/2 ) 
= In x, 0 < x < 4 t7 . 


Resolver desigualdades trigonometricas mediante un dispositivo de graficacion es 
tan facil como resolver ecuaciones trigonometricas mediante un dispositivo de 
graficacion. El ejemplo 9 ilustra el proceso. 


Solucion de una desigualdad trigonometrica 

Resuelva sen x - cos x < 0.25.V - 0.5 con una exactitud de dos cifras decimales. 

Grafiqueyl = sen* — cosxyy2 = 0.25x - 0.5 en la misma ventana dc vision (figu¬ 
ra 11 ). 


2 


A, 

[yf 

A 

f \J 
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A1 encontrar los tres puntos de intersection mediante una rutina preconstruida, se ob- 
serva que la grafica de vl esta debajo de la grafica de v2 sobre los dos intervalos 
siguientes: (-1.65, 0.52) y (3.63, <=c). En consecuencia, el conjunto solution para la 
desigualdad es ( — 1.65, 0.52) U (3.63, °°). 


Resuelva cos x - sen x > 0.4 - 0.3x con una exactitud de dos cifras decimales. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 ^Cu&ntas soluciones tiene la ecuacion siguiente? 

sen — = 0 (1) 

x 

Grafique y 1 = sen (l/x) y y2 = 0 para cada uno de los intervalos indicados en los 
incisos (A) a (G). A partir de cada grafica, estime el numero de soluciones que 
parece tener la ecuacion (1). ^Que conjetura final podria usted establecer respecto al 
numero de soluciones de la ecuacion (1)? Explique. 

(A) [-20, 20]; £puede 0 ser una solucibn? Explique. 

(B) [-2,2] (C) [-1, 1] (D) [-0.1, 0.1] (E) [-0.01,0.01] 

(F) [-0.001,0.001] (G) [-0.0001,0.0001] 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1 . 


2 . 


3. 


5. 

6 . 
8 . 


0 + 2k* 
it + 2k* 
7ir/6 + 2kt! 
11 tr/6 + 2kir 


k cs cualquier entero 


1.8235 + 2k-n 
1 ~ 4.4597 + 2k* 
— 16.318° 4. x = 

0.9665 + 2k* 
2.1751 + 2k* 


k es cualquier entero 
0, ir/3, 7 t, 5it/3 
kt s cualquier entero 


x = 5.1609 7. R = 3.1103 pulg; angulo central = 2.6511 rad 

x = 1.1828, 2.6369, 9.2004 9. (-1.67, 0.64) U (3.46, *9 


EJERCICIO 


6-5 


A _ 

En los problemas del I al 12, encuentre las soluciones exacias 
sobre los intervalos indicados, x es un numero real y 0 esta en 
grades. 

1 . 2senx + 1 = 0,0 s x < 2ir 

2. 2 cos x + 1 = 0,0 ^ x < 2-rr 

3. 2sen* +1=0, paratodax real 


4. 2 cos x + 1 = 0, para toda x real 

5. tan x + V3 = 0. 0 £ x < * 

6. V3 tanx + 1 = 0,0 ^ x < -rr 

7. tan x + V3 = 0, para toda x real 

8. V3 tan x + 1 =0, para toda x real 

9. 2 cos 6 - V3 = 0, 0° s 0 < 360° 
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10 . V 2 sen 0 - l= 0 , 0 c s«< 360° 

11 . 2 cos 0 - V3 = 0 , para toda 0 

12 . V 2 sen 0 -1=0, para toda 9 

Resuelva los problemas del 13 al 18 con cuatro cifras decima- 


les 

(8 esta en grados. x es real). 


13. 

7 cos x — 3 = 

0 , 0 sx < 2 -it 


14. 

5 cos x — 2 = 

0, 0 :£ X < 2n 


15. 

2 tan 0 — 7 = 

0 , 0 ° S 0 < 180° 


16. 

4 tan 0 + 15 = 

= o,o"se< iso 0 


17. 

1.3224scnx 4 

- 0.4732 = 0, para toda x 

real 

18. 

5.0118senx - 

- 3.1105 = 0, para toda x 

real 


Resuelva los problemas del 19 al 22 con cuatro cifras decimo¬ 
les usando un dispositivo de graficacion. 

19. 1 — x = 2 sin x, para toda x real 

20 . 2 x - cos x = 0 , para toda ,v real 

21 . tan (x/2) = 8 — x, O^xCir 

22. tan 2x = 1 + 3x, 0 S x < ir/4 


B _ 


39. 2scnx = cos 2x, 0 ^ x < 2 tt 

40. cos 2x + 10 cos x = 5, 0 s x < 2ir 

Resuelva los problemas 41 v 42 para todas las soluciones rea¬ 
les. Calcule las funciones irtversas con cuatro digitos signifi- 
cativos. 

41. 2sen 2 x= 1 -2senx 

42. cos 2 x = 3 — 5 cos x 

Resuelva los problemas del 43 al 52 con cuatro cifras decimo¬ 
les mediante un dispositivo de graficacion. 


43. 

2 senx = 

= cos 2 x, 0 £ x < 2 tt 

44. 

cos 2x + 10 cos x = 5,0Sx<2-rr 

45. 

2 sen 2 x 

= 1-2 senx, para toda x real 

46. 

cos 2 x = 

= 3 — 5 cos x, para toda x real 

47. 

cos 2x> x 2 — 2 , para toda x real 

48. 

2 sen (x 

- 2) < 3 - x 2 , para toda x real 

49. 

cos ( 2 x 

+ 1) s 0.5x — 2, para toda x real 

50. 

sen (3 - 

2x) 2 1 — 0.4x, para todax real 

51. 

gsen.v = 

2 x - 1 , para toda x real 

52. 

j - tea a — 
c — 

3 — x, para toda v real 


Explique la diferencia entre evaluar tan 1 (-5.377) y re¬ 
suelva la ecuacion tan x = -5.377. 


En los problemas del 23 al 34, encuentre todas las soluciones 
exactas para toda x real y 6 en grados. 

23. 2sen 2 0 + sen 20 = 0, para toda 0 

24. cos 2 0 = jsen 20, para toda 0 

25. tan x = -2senx, 0 -s x < 2 tt 

26. cos x = cot x. 0 < x < 2 tt 

27. sec (x/2) + 2 = 0, 0 sx<2tt 

28. tan (x/ 2 ) - 1 = 0 , 0 ^ x < 2 tt 

29. 2 cos 2 0 + 3 sen 0 = 0,0° s 0 < 360° 

30. sen 2 0 + 2 cos 0 = -2. 0° ss 0 < 360° 

31. cos 29 + cos 0 = 0, 0° s 0 < 360° 

32. cos 20 + sett 2 0 = O.O°S0< 360° 

33. 2sen 2 (x/2) - 3 sen (x/2) + 1 = 0,0 ^ x ^ 2- 

34. 4 cos 2 2x - 4 cos 2x+ 1 = 0,0 s x s 2 rr 

Resuelva los problemas del 35 al 40, x es real y 8 esta en gra¬ 
dos. Calcule las funciones inversus con cuatro digitos signifi- 
cativos. 

35. 6 sen 2 0 + 5 sen 0 = 6 . 0° < 0 < 90° 

36. 4 cos 2 0 = 7 cos 0 + 2, 0° s 0 s 180° 

37. 3 cos 2 x — 8 cos x= 3 , 0 srsir 

38. 8 scn 2 x + lOscn x = 3, 0 5 x < -rr/2 


Explique la diferencia entre evaluar cos -1 (-0.7334) y re¬ 
suelva la ecuacion cos x = -0.7334. 


c 


Encuentre las soluciones exactas en los problemas del 55 al 

58. [Sugerencia: Eleve al cuadrado ambos lados en un punto 
adecuado. despues despeje y al final, elimine las soluciones 
extranas.] 


55. cos x — senx = 1,0 ^ x < 2rr 

56. senx + cos x = 1,0 s x < 2tr 

57. tan x - sec x = 1,0 ^ x < 2 tt 

58. sec x + tan x = 1,0 s x < 2rr 

Resuelva los problemas 59 y 60 con cuatro digitos significati- 
vos mediante un dispositivo de graficacion. 


59. sen (1/x) = 1.5 - 5x, 0.04 Sx s 0.2 


60. 2 cos (1/x) = 95Ox - 4, 0.006 < x < 0.007 


I 


Sc quicre encontrar las raices de la funcion f(x) = sen 
( 1 /x) para x > 0 . 

(A) Explore la grafica de/para diferentes intervalos [0.1. 
b\ para algunos valores de b, b > 0.1. <\Tiene la funcion 
/una raiz mas grande? Si es asi, 2 ,cual es (con cuatro 
cifras decimaies)? Explique que sucedc con la grafica 
de f conforme x aumenta sin limite. ^Tiene la grafi¬ 
ca una asintota? Si es asi, ,j,cual es su ecuacion? 
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(B) Explore la grafica de/para diferentes intervalos (0, 
b ] para algunos valores de b, 0 < b s 0. 1 . <,Cuantas 
raices existen entre 0 y b, para cualquier b > 0 , aunquc 
sean pequenas? Explique por que sucede esto. Tiene 
/una ralz positiva mas pequena? Explique. 

Sc qniere encontrar las raices de la funcion g(x) = cos 

(la) para .v > 0 . 

(A) Explore la grafica dc g para diferentes intervalos [0.1, 
h] para algunos valores dc b, b > 0 . 1 . ^La funcion g 
tiene la raiz mas grande? Si es asi, ^cual es (con cuatro 
cifras decimales)? Explique que succde con la grafica 
dc g conformc aumenta sin limite. ^Tiene la grafi¬ 
ca una asintota? Si es asi, ^cual es su ecuacion? 

(13) Explore la grafica de g para diferentes intervalos (0, 
2>] para algunos valores de b, 0 < b ^ 0.1 ^Cuantas 
raices existen entre 0 y b. para cualquier b> 0 , aunque 
sea pequena? Explique por que sucede esto. ^Tiene g 
una raiz positiva mas pequena? Explique. 


APLICACIONES 

63. Corriente electrica. Un generador de corriente electrica 
produce una corriente dada por la ecuacion 

I = 30 sen 120tt t 

donde t es el tiempo en segundos e / es la corriente en 
amperes. Encuentre el tiempo t positivo mas pequeno (con 
cuatro digitos significativos) de manera que / = —10 
amperes. 

64. Corriente electrica. Rcmitasc al problema 63. Encuentre 
el tiempo t positivo mas pequeno (con cuatro digitos signi¬ 
ficativos) de manera que I = 25 amperes. 

65. 6ptiea. Un filtro polarizador de una camara fotografica 
contiene dos placas paralelas de vidrio polarizado: uno es 
fijo y la otra puede girar. Si B es el angulo de rotation 
desde la position de maxima transmision de luz, entonces 
la intensidad de la luz que sale del filtro es cos 2 0 veces la 
intensidad / de la luz que entra al filtro (vease la figura). 

Filtro polarizador 



Encuentre el angulo 0 mas pequeno (en grados decimales 
con dos cifras decimales) de manera que la intensidad dc 
la luz que sale del filtro sea el 40% de la que entra. 


66 . 6ptica. Rcfierase al problema 65. Encuentre cl angulo 0 
positivo mas pequeno de manera que la luz que sale del 
filtro sea el 70% de la que entra. 

67. Astronomia. El plancta Mcrcurio viaja alrededor del Sol 
en una orbita cliptica dada aproximadamente por 

3.44 X 10 7 
1 - 0.206 cos 0 

(vease la figura). Encuentre cl angulo 0 positivo mas pe¬ 
queno (en grados decimales con tres digitos significati¬ 
vos) de manera tal que Mcrcurio estc a 3.09 X 10 7 millas 
del Sol. 



68 . Astronomia. Rcfierase al problema 67. Encuentre el an¬ 
gulo 0 positivo mas pequeno (en grados decimales con tres 
digitos significativos) dc manera que Mercuric este a 3.78 
X l () 7 millas del Sol. 

69. Geometria. El area del segmento de un circulo en la figu¬ 
ra esta dado por 

A = \R 2 (0 - sen 0) 

donde 0 esta medido en radianes. Use un dispositivo de 
graficacion para encontrar la medida en radianes. hasta con 
tres cifras decimales. del angulo 0 si el radio cs dc 8 pulga- 
das y cl area del segmento es de 48 pulgadas euadradas. 



^ 70. Geometria. Repita el problema 69 si el radio es de 10 cen- 
timetros y el area del segmento tiene 40 ccntimetros cua- 
drados. 

71. Cirugia de ojos. Una tecnica de cirugia para corregir el 
astigmatismo tmplica remover pequefias partes de tejido 
para cambiar la curvatura de la cornea.* En la scccion trans- 

*Basado en el articulo "La corrcccion quiriirgica del astigmatismo”, 

por Sheldon Rothman y Helen Strassberg, UMAP Journal, vol. V, num. 

2, 1084. 
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versal de la cornea que se muestra cn la figura. el arco 
circular, con radio R y el angulo central 29, representa una 
scccion transversal de la superficie dc la cornea. 



hacia dcntro haciendola mas plana, aun de forma 
circular. Con la ayuda de un dispositivo de grafieacion 
en parte dc la solucion, aproxime h con cuatro cifras 
decimales si a se aumenta a 5.5 milimetros y L 
permanecc igual que en el inciso (A). 

r Geometrfa analitica. Encuentre las soluciones simultaneas 
1 para cada sistema de ecuaciones en las problemas 73 y 74 (0° 
< 9 < 360°). Estas ecuaciones son polares. y se analizaran en 
el capitulo siguieme. 

* 73. r = 2 sen 0 
r - sen 20 

*74. r — 2 sen 0 

r = 2(1 - sen 0) 


(A) Si a = 5.5 milimetros yb = 2.5 milimetros, encuentre 
la L correcta con cuatro cifras decimales. 

(B) Al reducir la longitud dc la cuerda a 2 a sin cambiar 
la longitud L del arco, tiene un efecto de empuje de la 
cornea hacia afucra redondeandola. Con la ayuda de 
un dispositivo de grafieacion en parte de la solucion, 
aproxime b con cuatro cifras decimales si a se redu¬ 
ce a 5.4 milimetros y L permanece igual que en el 
inciso (A). 

ga 72. Cirugia de ojos. Rcficrase al problema 71. 

(A) Si en la figura a = 5.4 milimetros y b = 2.4 mili- 
metros, encuentre la L corrccta con cuatro cifras 
decimales. 

(B) Aumentar la longitud de la cucrda sin cambiar la 
longitud L del arco, tienc un efecto de jalar la cornea 


f Los problemas 75 y 76 estan relacionados con la rotation de 
' los ejes en geometria analitica. 

**75. Geometria analitica. Dada la ecuacion 2xy = 1, reempla¬ 
ce x y y con 

.v = u cos 0 — v sen 9 
y = wsen 8 + v cos 0 

y simplifique cl lado izquierdo de la ecuacion resultante. 
Encuentre cl angulo 0 positivo mas pequeno medido en 
grados dc rnanera que el coeficiente del termino uv sea 0. 

*' 76. Geometria analitica. Rcpita el problema 75 para.ry=—2. 


ACTIVIDADES EN CRUPO DEL CAPITULO 6 Desde M sen Bt + N cos Bt hasta A sen (Bt + C), 

una herramlenta de analisis armonico 

Al resolver cierta clase de problemas matematicos avanzados (problemas que tienen que ver con circuitos electri- 
cos, sistemas de masa-resorte. flujo de calor, etcetera), el proceso de solucion conduce de manera natural a una 
funcion de la forma 

y = M sen Bt + N cos Bt (I) 

La investigacion siguiente mostrara que el fenomeno que conduce a este tipo de ecuacion son las armonicas 
simples y se puede representar por una ecuacion de la forma 

y = A sen (Bt + Q 

(A) Dispositivo de grafieacion para exploracidn. Use un dispositivo de grafieacion para explorar la natura- 
leza de la grafica de la ecuacion (I) para algunos valores de M, N y B. <^La grafica parece ser armonica 
simple; es decir. parece ser la grafica de una ecuacion de la forma y = A sen (Bt + Q? 
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La grafica dey = 2 sen (irr) - 3 cos (n-f), que es ti'pica de varias graficas de la ecuacion (1), se muestra en 
la figura 1. El resultado es que la grafica de esta tambien se puede obtener de una ecuacion de la forma 


y = A sen (Bt + C) 


( 2 ) 


para valores adecuados de A, B y C. 
FIGURA 1 y = 2 sen (nt) - 3 cos (Ttf). 



El problema ahora es: Dados M, Ny B en la ecuacion (1), encuentre^, B y Cen la ecuacion (2), de manera que 
esta produzca la misma grafica que la anterior. Esto ultimo se prefiere sobre lo primero, ya que de (2) se puede 
facilmente leer la amplitud, periodo y corrimiento de fase, y reconocer un fenomeno como armonico simple. 

El proceso para encontrar A , By C, dados M, Ny B, requiere un poco de ingenuidad y el uso de la identidad 
de la suma 


sen (x + y) = sen x cos y + cos x sen y (3) 

^Como se procede? Se comienza por tratar de obtener el lado derecho de la ecuacion (1) para que se parezca al 

lado derecho de la identidad (3). Despues se usa (3), de derecha a izquierda, para obtener (2). 

(B) Estableciendo una identidad de transformacion. Demuestre que 

y — M sen Bt + N cos Bt = V m 2 + N 2 sen (Bt + Q (4) 

donde C es cualquier angulo (en radianes si t es real) que tiene P(M, N) sobre su lado terminal. Sugerencia : Un 

primer paso es el siguiente: 

M sen Bt + N cos Bt = —= + -^ L- (M sen Bt + N cos Bt) 

VM 2 + N 2 

(C) Uso de la identidad de transformacion. Use la ecuacion (4) para transformar 

vl = —4 sen —- + 3 cos —■ 

2 2 

en la forma y2 = A sen {Bt + C), donde se escoge C de manera que |C| sea minima. Calcule C hasta con tres cifras 

decimales. A partir de la nueva ecuacion, determine la amplitud, periodo y corrimiento de fase. 

(D) Visualizacidn y verificaci6n del dispositivo de graficacidn. Grafique vl yy2 de la parte C en la misma 
ventana de vision. 

(E) Aplicacion fisica. Se suspende un peso de un resorte, con una constante del resorte de 64, se jala 4 
centimetros por debajo de su posicion de equilibrio y despues se le da un empuje hacia abajo para producir 
una velocidad inicial hacia abajo de 24 centimetros por segundo. En matematicas mas avanzadas (ecuaciones 
diferenciales) se encuentra que la ecuacion de movimiento (despreciando la resistencia del aire y la fric- 
cion) esta dada de manera aproximada por 

yl = —3 sen 8? - 4 cos 8/ 
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donde y 1 es la posicion del peso en la parte inferior de la escala en la figura 2, en un tiempo t (y esta en centime¬ 
tres y t en segundos). Transforme la ecuacion en la forma 

y2 = A sen (Bt + C) 

e indique la amplitud, periodo y corrimiento de fase del movimiento. Escoja el minimo positivo C y mantenga A 
positivo. 



(F) Visualizacidn y verificacidn en un dispositivo de graficacidn. La grafica deyl yy2 del inciso (E) en la 
misma ventana de vision de un dispositivo de graficacion, 0 < r s 6. ^Cuantas veces pasara el peso pory = 
2 en los primeros 6 segundos? 

(G) Solucion de una ecuacion trigonomdtrica. i,Cuanto tiempo, con tres cifras decimales, le tomara al peso 
llegar ay = 2 la primera vez? 


Repaso del capitulo 6 


6-1 IOENTIOAOES BA5ICAS Y SU USO 

Las siguientes once identidades son basicas en el proceso para 
cambiar expresiones trigonometricas a formas equivalentes que 
son mas utiles: 


Identidades reciprocas 

1 .. 1 


sen * cos x 

tan* 

Identidades de cocientes 


sen x 

cos.r 

tan x =- cot .v = 


cos.t 

sen* 



Aun cuando no existen metodos fijos para la demostra- 
cion que trabaja bien para todas las identidades. los siguientes 
pasos sugeridos son utiles en muchos casos. 
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6 Identidades trigonometricas y ecuaciones condicionales 


Pasos sugeridos para la 
demostracion de identidades 

i ! 

1. Comience con el lado mas complicado de la identidad 
y transfdrmela en un lado mas simple. 

2. lntente operaciones algebraicas tales como multipli¬ 
cation. factorization, combination de fracciones y 
fraccioncs separables. 

3. Si los otros pasos fallan, exprese cada fimcion en ter- 
minos de las funciones seno y coseno, y despues rea- 
lice operaciones algebraicas adecuadas. 

4. En cada paso, tenga en cuenta el otro lado de la iden¬ 
tidad. Esto a menudo revela lo que usted debe hacer 
para llegar ahi. 


cos 2x = cos 2 x — sen 2 x = 1 — 2 sen 2 x = cos 2 x — 1 
tan 2x - 


Identidades de angulo mitad 


2 

tan x 

= 

2 cotx 



2 



1 

- 

- tan 2 x 

cot 2 x — 

l 

cotx - 

tan 



1 — cos -X 


sen — = ± 
2 


X I 1 + COS.Y 

COS-= ± , I- 

2 v 2 


X _ 

/ 1 — cos X 

-f- 1 — 

senx 

1 — cos X 

2 

— „ 

V 1 + COSJC 

1 + cos X 

senx 


Identidades de suma 


sen (x + y) = sen x cos y + cos x sen y 
cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y 
tan x + tan y 


tan (x + y) 


1 - tan x tan y 


Identidades de diferencia 

sen (x - y) = sen x cos y — cos x sen y 
cos (x — y) — cos x cos y + sen x sen y 
tan x — tan y 


tan (x - y) = 


1 + tan x tan y 


Identidades de cofuncion 

(Reemplace tt/ 2 con 90° si x esta en grados.) 


U \ 

C 08 il"*) = 


sen x sen 


\ 

x i 


cosx 


tan 1 — - x | = cot x 

2 


Identidades de producto-suma 

senx cosy = j[sen (x + y) + sen (x - y)] 

cos x seny = j [sen (x + y) - sen (x - y)] 

sen x sen y = ! [cos (x - y) - cos (x + y)] 

cos x cos y — 2 [ cos (x + y) + cos (x — y)] 

Identidades de suma-producto 


, _ x+y x-y 

sen x + sen v =2 sen-— cos- 


_ x+y x-y 

sen x — sen y = 2 cos ——— sen-— 

2 2 

, ~ x+y x-y 

cos x + cos y = 2 cos-— cos- rL - 


. x+y x-y 
cosx — cosy — —2 sen-— sen- 


Identidades de angulo doble 

sen 2x = 2 sen x cos x 


En las primeras cuatro secciones del capitulo, se considcraron 
ecuaciones trigonometricas llamadas identidades. Las identi¬ 
dades son verdaderas para todos los reemplazos dc la(s) 
variablc(s) para las cuales ambos lados cstan definidos. Esta 
seccion considera ecuaciones condicionales, que son verda¬ 
deras para algunos reemplazos de variables pero son falsas para 
otros reemplazos de variables para las cuales ambos lados es- 
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tan definidos. La ecuacion sen x = cos x es una ecuacion con- 
dicional. 

En la resolution de una ecuacion trigonometrica me- 
diante un procedimiento trigonometrico, ninguna regia en 
particular le conducira a todas las solucioncs de cada ecuacion 
trigonometrica que usted quiera encontrar. Resolver ecuaciones 
trigonometricas de manera algcbraica a menudo requiere del 
uso de manipulation algebraica, identidades e ingenuidad. 

I-- 1 - 

Sugerencias para la solucion 

de ecuaciones trigonometricas 

de manera algebraica 

1. Tome en cucnta una funcion trigonometrica en parti¬ 
cular eotfio una variable y rfcsufelvala. 


(a) Considere el uso de manipulacidn algebraica tai 
como factorizacidn, combination o separacidn de 

fracciones, etcetera. 

(b) Considere el uso de identidades. 

2. Despues de resolver una funciOn trigonometrica, des- 
peje la variable. 


Con la solucidn de una ecuaciOn trigonometrica me- 
diante un procedimiento cn un dispositivo de graficacion 
se pueden resolver mayor variedad de problemas que con el 
procedimiento algebraico. Las soluciones son generalmentc 
aproximaciones (con cualquier exactitud decimal deseada). En 
algunos cases las soluciones exactas se pueden encontrar por 
medio de un procedimiento algebraico. 


Ejercicio de repaso del capitulo 6 


Despues de resolver todos los problemas de este capitulo, re¬ 
vise y compruebe las soluciones que se encuentran al final. 

Ahi estdn todas las respuestas a los problemas de repaso, ex¬ 
cept a las comprobaciones; en seguida estd un numero en tipo 
italico que indica de que seccion es el problema analizado. Si 
se le presentan dudas, revise la seccion correspondiente en el 
lexto. 

A __ 

Demuestre cada identidad en los problemas del 1 al 4. 

1. tan x + cot x = sec x esc x 

2. sec 4 x — 2 sec 2 x tan 2 x + tan 4 x = 1 

3. ---1-= 2 sec 2 x 

1 -senx 1 -t-senx 

( 3iA D 

4. cos lx-—I = —sen x D 


Resuelva los problemas del 10 al 13 con cuatro cifras 
decimates (ti estd en grados. x es real). 

10. sen.v = 0.7088, para todax real 

11. cos fi = 0.2557. para toda 0 

12. cot x = -0.1692, — tt/2 < x < tr/2 

13. 3 tan (11 - 3x) = 23.46, -tt/2 < 11 - 3x < tt/2 

14. Use un dispositivo de graficacion para probar si cada una 
de las siguientes expresiones es una identidad. Si la ecua¬ 
cion parece ser una identidad. demuestrela. Si no lo pare- 
ce. encuentre un valor de x para la que ambos lados estan 
definidos pero no son iguales. 

(A) (sen.v + cosx) 2 = 1 — 2 senx cos x 

(B) cos 2 x -sen 2 x = 1 — 2sen 2 x 


5. Escriba como una suma: sen 5a cos 3a. Demuestre cada identidad en los problemas del 15 al 23. 

6. Escriba como producto: cos lx — cos 5x. 


7. 

Simplifique: 

(' + ~2 ) 

15. 

1 — 2 cos x — 3 cos 2 x 
sen 2 x 

1 — 3 cos x 

I — cos* 




16. 

(1 — cos x)(csc x + cot x) 

= sen x 

Resuelva de manera ex acta los problemas 8 y 9 (6 estd en gra- 


1 + sen x cos x 


dos, 

x es real). 


17. 






cos x 1 — sen x 


8. 

V 2 cos 0 t 

1 = 0, para todo 0 


1 — tan 2 x 





18. 

cos 2x = 


9. 

sen x tan x — 

sen x = 0, para toda x real 


1 + tan' x 
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6 Identidades trigonometricas y ecuaciones condicionales 



encuentre un valor de x para el que ambos lados esten de- 
finidos pero no scan iguales. 



1 

cos x — 2 

_ 1 _ 

cos x - 2 


22 . tan m + tan n 


sen (m + n) 


cos m cos n 


23. tan (x + y) = 


cot x + cot y 
cot x cot y - 1 


Evah'ie de manera exacta los problemas 24 y 25 mediante las 
identidadespertinentes de suma-producto o deproducto-suma. 

24. cos 195° sen 75° 

25. cos 195° + cos 105° 


** 41. Use una identidad de suma o diferencia para convertiry = 
cos (x - -rr/3) a una forma que implique sen x y/o cos x. 
Introduzca como yl la ecuacion original a un dispositivo 
de graficacion, la forma convertida como yl, y grafique 
>'l y yl en la misma ventana de vision. Use la funcion 
TRACE para comparar las dos graficas. 

42. (A) Resuelva de manera exacta tan (x/2) = 2 sen x, 0 £ x 
< 2 tt, mediante metodos algebraicos. 

(B) Resuelva tan (x/2) = 2 sen x, 0 £ x < 2 tt, con cuatro 
cifras decimales, usando un dispositivo de graficacion. 


43. Resuelva3 cos (x — 1 ) = 2 - x 2 , para todax real, con tres 

Resuelva de manera exacta los problemas del 26 al 30 (6 esta cifras decimales, usando un dispositivo de graficacion. 

en grados, x es real). 


26. 4sen 2 x — 3 = 0,0 £ x < 2 tt 

27. 2sen 2 0 + cos 6 = 1,0° £ 0 £ 180° 

28. 2 sen 2 x - sen x = 0 , para toda x real 

29. sen 2 x = V3sen x, para toda x real 

30. 2sen 2 0 + 5 cos 0 + 1 = 0, all 0 

Resuelva los problemas del 31 al 33 con cuatro digitos signifi- 
cativos (6 esta en grados, x es real). 

31. tan 0 = 0.2557, para toda 9 

32. sen 2 x + 2 = 4senx, para toda x real 

33. tan 2 x = 2 tan x + 1, 0 £ x < it 

Resuelva los problemas del 34 al 37 con cuatro cifras decima¬ 
les mediante un dispositivo de graficacion. 


c_ 

Resuelva de manera exacta los problemas del 44 al 46, sin 
usar calculadora. 

44. Dada tan x = — 5 , ir/2 £ x £ tt, encuentre: 

(A) sen(x/2) (B) cos 2x 

45. sen [2 tan -1 (-|)] 

46. sen (sen" ‘ | + cos~' f) 

47. (A) Resuelva cos 2 2x = cos 2x + sen 2 2x, 0 £ x < tt, de 

manera exacta, mediante metodos algebraicos. 

(B) Resuelva cos 2 2x = cos 2x + sen 2 2x, 0 £ x < tt, con 
cuatro cifras decimales usando un dispositivo de 
graficacion. 

Se quiere encontrar las raices de 


34. 3sen 2x = 2x - 2.5, para toda x real 

35. 3 sen 2x > 2x — 2.5, para toda x real 


/ 


fix) 



para x > 0 


36. 2sen 2 x - cos 2x = 1 - x 2 , para toda x real 

37. 2scn 2 x — cos 2x £ 1 — x 2 , para toda x real 

38. Dada la ecuacion tan (x + y) = tan x + tan y 

(A) cEsx = 0 y y = -it/ 4 una solucion? 

(B) cEs la ecuacion una identidad 0 una ecuacion 
condicional? Explique. 

Explique la diferencia entre evaluar sen -1 0.3351 y la so¬ 
lucion dc la ecuacion sen x = 0.3351. 

|Ej 40. Use un dispositivo de graficacion para probar si cada una 
de las siguientes expresiones es una identidad. Si una ecua¬ 
cion parece ser una identidad, verifiquela. Si no lo parece, 


(A) Explore la grafica de/para diferentes intervalos [a, 
6 ] para diversos valores de a y b, 0 < a < b. ^La 
funcion/tiene la raiz mas pequena? Si es asi, £cual es 
(con cuatro cifras decimales)? ^La funcion tiene la 
ralz mas grande? Si es asi cual es (con cuatro cifras 
decimales)? 

(B) Explique que sucede con la grafica conforme x au- 
menta sin limite. ^Tiene la grafica una asintota? Si es 
asi, ^cual es su ecuacion? 

(C) Explore la grafica de/para intervalos cada vez mas 
pequefios que contienen x = 1. ^Cuantas raices existen 
en cualquier intervalo que contiene x = 1 ? ^,Es x = 1 
una raiz? Explique. 
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plMACIONES 4 

-p*. Medici6n indirccta. Encuentre el valor exacto de x en la 
figura; despues encuentre x y 8 con tres cifras decima- 
les. [Sugerencia: use una identidad adecuada que implique 
tan 20.] 



50. Corriente electrica. Un generador de corriente alterna 
produce una corriente dada por la ecuacion 

1 = 50 sen 120tt (t - 0.001) 

donde t es el ticmpo en segundos, e I es la corriente en 
amperes. Encuentre el valor de t positivo mas pequeno, 
con tres digitos significativos, de manera que / = 40 
amperes. 

51. Frecuencias de musica e interferencia. v = 0.6 cos 184m 
y v = -0.6 cos 208m son ecuaciones de ondas sonoras 
con frecuencias de 92 y 104 hertz, respectivamente. Si se 
emiten ambos sonidos de manera simultanea, se tendra una 
frecucncia de interferencia. 


(A) Demuestre que 

0.6 cos 184m - 0.6 cos 208irt = 1.2 sen 12777 sen 196 tt7 

(B) Grafique cada una de las ecuaciones siguientes en una 
diferente ventana de vision para Osis 0.2. 

y = 0.6 cos 184irr 

y - -0.6 cos 208m 

y — 0.6 cos 184m — 0.6 cos 208m 

y * 1.2 sen 12m sen 196m 

52. Ingenieria. Se tiene un puentc con un arco circular con 
una longitud de arco de 36 pies y salva un claro del canal 
de 32 pies (vease la figura). Determine, con tres cifras de¬ 
cimates, la altura y el radio del arco circular por arriba del 
agua en el centro del puente. Comience por dibujar rectas 
auxiliares en la figura, marcando las partes adecuadas, 
despues explique como la siguiente ecuacion trigono- 
metrica 

sen 0 = | 0 

se relaciona con el problema. Resuelva en seguida la ecua¬ 
cion trigonometrica para 0; el radio es facil de encontrar y 
la altura del arco por arriba del agua se puede deducir con 
un poco de ingenuidad. 
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7 Temas adicionales en la trigonometria 


En este capftulo se consideran varios temas adicionales de trigonometria. Prime- 
ro, se regresa al problems de resolver triangulos, pero ahora no solo de tri&ngulos 
rectangulos sino de cualquier tipo. Despues se usan algunas de estas ideas para 
desarrollar el importante concepto de vector. Una vez adquirido el conocimiento 
de la trigonometria, es posible introducir el estudio del sistema de coordenadas 
polares, probablemente el sistema coordenado mas importante despues del siste¬ 
ma coordenado rectangular. En seguida se consideran las ecuaciones polares y sus 
graficas, los numeros complejos se representan en la forma polar. Una vez que un 
numero complejo esta en la forma polar, se pueden encontrar las nesimas poten- 
cias y las n esimas raices del numero usando un ingenioso teorema debido a De 
Moivre. 


SECCION 



de los senos 



Deduction de la ley de los senos 

Solucion de los casos ALA y AAL 

Solucion del caso LLA incluyendo el caso ambiguo 


La ley de los senos (desarrollada en esta seccion) y la ley de los cosenos (que se dcsa- 
rrollara en la siguiente) desempenan un papel fundamental en la solucion de triangulos 
oblicuos (triangulos sin un angulo recto). Todo triangulo oblicuo es agudo, todos sus 
angulos estan entre 0° y 90°, u obtuso, un angulo esta entre 90° y 180°. La figura 1 
ilustra ambos tipos de triangulos. 


Triangulos oblicuos. 



c 

Triangulo agudo 


(a) 


a 

b 

c 

Triangulo obtuso 

(b) 


TABLA 1 

Triangulos y 
dlgitos significativos 

Angulo Digitos significa- 

mas tivos para la me- 

cercano dida de un Iado 


1 ° 2 

10' o 0.1° 3 

r o 0.01° 4 

10" o 5 


Observe como se marcaron los lados y los angulos de los triangulos oblicuos de la 
figura 1: El lado a es el angulo opuesto a, el lado b es el angulo opuesto (3 y el lado c es 
el angulo opuesto y. Observe tambien que el lado mas grande de un triangulo esta 
frente al angulo mas grande. Dando tres cantidades cualquiera de las seis que se indican 
en la figura 1 se busca encontrar las tres restantes, si estas existen. Este proceso se 
llama solucibn del triangulo. 

En esta seccion se desarrolla la ley de los senos y en la siguiente se desarrollara la 
ley de los cosenos. Estas dos leyes proporcionan las herramientas basicas para la solu¬ 
cion de los triangulos oblicuos. Si las cantidades dadas incluyen un lado y el angulo 
opuesto, se debe usar la ley de los senos; de otro modo, se inicia con la ley de los cosenos. 

Antes de proceder con ejemplos especificos, es importante recordar las reglas de 
la tabla 1 considerando la precision de las medidas del angulo y del lado. La tabla 1 se 
repite tambien en la cubierta del texto para una referencia facil. 
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Calculos con calculadora 

Cuando se resuelve un cierto lado o un angulo, se realizan todas las operaciones 
con calculadora y despues se redondea al numero apropiado de digitos significa- 
tivos (como se especifica en la tabla 1) al finalizar el calculo. Su respuesta puede 
diferir un poco de las que se dan en el libro, dependiendo del orden en que se 
resuelvan los Iados y los dngulos. 


La ley de los senos es relativamente facil de probar usando las propiedades de los trian- 
gulos rectangulos estudiadas en la seccion 5-5. Se usara tambien el hecho de que 

sen (180° - x) = sen * 


i 



c 


(a.) 




c 


(b) 


FIGURA 2 


la cual se obtiene facilmente usando una identidad de la diferencia (un ejercicio bueno 
para usted). Refiriendose a los triangulos de la figura 2, se procede como sigue: Para 
cada triangulo, 


sen a = 


h 

b 


y 


sen p = 


h 

a 


Despejando h de cada ecuacion, se obtiene 


h = b sen a y h - a sen 3 


Asi, 


bse na = asen p 

sen a sen 3 
a b 


( 1 ) 


De manera similar, para cada triangulo de la figura 2, 


m m 

sen a = — y sen y - sen (180° - y) = — 
c a 

Al despejar m de cada ecuacion, se obtiene 

m = c sen a y m = a sen y 

Asi, 

csena = aseny 

sen a _ seny 
a c 


(2) 


Si se combinan las ecuaciones (1) y (2), se obtiene la ley de los senos. 
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7 Tema$ adicionales en la trigonometria 


Teorema 1 Ley de los senos 

/\ 

■—> sen a _ sen ft _ sen -y 

b 0 a b c 

iY_ *J_ 

c 


En palabras, la razon del seno de un angulo con su lado opuesto es igual a la razon 
del seno de cualquiera de los otros angulos con su lado opuesto. 

[Nota: Si las cantidades dadas incluyen un angulo y el lado opuesto, use la ley de 
los senos. Si no es asi, empiece con la ley de los cosenos.] 


Por consiguiente, la ley de los senos se usa para resolver triangulos, dando: 

1. Dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos (LLA) 

2. Dos angulos y cualquier lado (ALA o AAL) 

Comience con la ley de los cosenos (seccion 7-2) para resolver un triangulo dado: 

3. Tres lados (LLL) 

4. Dos lados y un angulo (LAL) 

Primero se aplica la ley de los senos para los casos mas faciles ALA y AAL, 
despues se aborda el caso mas dificil LLA. 


® 5oE ‘; -n de los 

Caso* I A y AAL 


Solucion para el caso ALA 

Resuelva el triangulo de la figura 3. 


FICURA i 



Solucion Se estan dando dos angulos y el lado que los contiene, este es el caso ALA. Encuentre 
el tercer angulo, despues encuentre los otros dos lados usando la ley de los senos. 
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Despeje y 


7 = 180° — (a + 3 ) 

= 180° - (28°0' + 45°20') 
= 106°40’ 


Despeje a sen a _ sen 7 

a c 

c sen a 

a =- 

sen 7 

_ 120sen28°0' 
~~ sen 106°40' 

= 58.8 metros 

Des P e i e b sen p _ sen 7 

b c 

, c sen p 
sen 7 

_ 120sen45°20' 
sen 106°40' 

= 89.1 metros 


Resuelva el triangulo de la figura 4. 


FICURA A 


b 

113°0' 
c 


35 

65° 20/ 


Observe como el caso AAL siempre sc pucdc convertir al caso ALA encontrando 
primero el tercer angulo. En el caso del ALA 0 del AAL para determinar un triangulo 
unico, la suma de los dos angulos debc estar entre 0 ° y 180°, ya que la suma de los tres 
angulos de un triangulo es igual a 180° y ningun angulo puede ser cero ni negatlvo. 


Ahora se tratara el caso donde se dan dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos (el 
caso LLA). Este caso tiene diferentes resultados posibles, dependiendo de las medidas 
de los dos lados y del angulo. La tabla 2 ilustra las diferentes posibilidades. 
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TABLA 2 

sriaclones LLA 




a 

Niimero de 



a 

(h = b sen a) 

triangulos 

Figura 

Caso 

Agudo 

0 < a < h 

0 

]a \ h 

(a) 

Agudo 

a = h 

1 

b h a 

\“ 

(b) 

Agudo 

h < a < b 

2 

b ! C h aso 

o ' a ambiguo 

(c) 

Agudo 

a & b 

1 

b a 

(d) 




— 

\ / 


Obtuso 

0 < a s 6 

0 

“Ax 

h a 

(e) 

Obtuso 

a> b 

1 


(f) 


/ 

/ 



No es necesario aprenderse de memoria la tabla 2. Generalmente, un burdo dibujo 
de cierta situation indicara cual de las variaciones se aplica. El caso donde h < a < b se 
denomina caso ambiguo, porque son siempre posibles dos triangulos, un agudo y otro 
obtuso. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Analice cuales casos de la tabla 2 se aplican y por que en el proceso de solucion de 

un triangulo LLA con a agudo se encuentra que: 



(1) sen (3 > 1 

(2) sen P = 1 

(3) 0 < sen p < 1 


EjEMPLO 2 Solucion del caso LLA 


Resuelva el (los) triangulo(s) con a = 123°, b = 23 centimetros y a = 47 centimetres. 
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Solucion En un burdo dibujo (figura 5), se observa que solo hay un triangulo: 


FIGURA 5 



Despeje 3 


sen p _ sen a 
b a 


sen p = • 


b sena 23 sen 123° 


P = sen 1 


a 47 

23 sen 123° 


47 


= 24° 


Despeje 7 


a + P + 7 = 180° 

7 = 180 3 - 123° - 24° = 33 c 


Despeje c 


sen a _ sen 7 

a c 

a sen 7 

c = - 

sena 


47 sen 33° 

-= 31 centimetres 

sen 123 


Resuelva el (los) triangulo(s) con P = 98°, a = 62 metros y b = 88 metros. 


Resuelva el caso LLA (ambiguo) 

Resuelva el (los) triangulo(s) con a = 26°, a = 1.0 metro y b = 1.8 metros. 


Solucion Si se trata de dibujar un triangulo con los lados indicados y un angulo, se encuentra que 
son posibles dos triangulos, I y II (figura 6 ). Esto se verifica por el hecho de que h < a 
< b, donde h = b sen a = 0.79 metros, a = 1.0 metro y b = 1.8 metros. 


FIGURA 6 


1.8 m 
\26° 


/\ 


\1.0 m 


/ 1.0 m 


/ 


B 






1.8 m 


\26° 


P 


tV 

1.0 m 


1.8 m 




D • • !<• i j . Se comienza por encontrar p y P' usando la ley de los senos: 


senP _ sena 

b a 

frsena 

sen p =- 

a 


1.8 sen 26° 
1.0 


0.7891 
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El angulo [3 puede ser obtuso o agudo: 

(3 = 180° - sen-' 0.7891 o (3' =serr> 0.7891 
= 180° - 52° = 128° = 52° 


Despeje y y En seguida se encuentra y y 7 ': 


7 = 180° - (26° + 128°) = 26° 
7 ' = 180° - (26° + 52°) = 102° 


Despeje c y c Finalmente, se despeja c y c 


sen a _ sen 7 
a c 

a sen 7 

c =- 

sen a 

1.0 sen 26° 
sen 26° 

= 1.0 metro 


sen a sen 7 ' 
a c' 

, aseny' 

c =- 

sen a 

_ 1.0 sen 102 
sen 26° 

= 2.2 metros 


O 


En resumen: 

Triangulo I: [3 = 128° 7 = 26° 

Triangulo II: [3' = 52° 7 ' = 102° 


c = 1.0 metro 
c' = 2.2 metros 


Resuelva el (los) triangulo(s) con a = 8 kilometros, b = 10 kilometres y a = 35°. 


La ley de los senos es util en muchas aplicaciones. como se puede ver en el ejem- 
plo 4 y las aplicaciones de los ejercicios 7-1. 


Topografia 

Para medir la longitud d de un lago (vease figura 7), se establecio y se midio una linea 
de base AB de 125 metros. Los angulos Ay B son de 41.6° y 124.3°, respectivamens 
(■Que tan largo es el lago? 
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Solucion Encuentre el angulo C y use la ley de los senos. 


Angulo C = 180° - (124.3° + 41.6°) 
= 14.1° 


sen 14.1° sen41.6° 


125 


/sen 41.6° \ 

d = 1251-—— i 

\senl4.1°/ 

= 341 metros 


En el ejemplo 4, encuentre la distancia AC. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. y = 10P40'. b = 141. c = 152 2. a = 44°, y = 38°, c = 55 m 

3. (3 = 134°. p' = 46°. 7 = 11°, y = 99°. c = 2.7 km. c' = 14 km 4. 424 m 


EJERCiCIO 


7-1 


Las etiquetas de la siguiente figura se basan en la convencion 
que se seguira en este conjunto de ejercicios. Sus respuestas a 
algunosproblemas pueden diferir un poco de las que se dan en 
el libro, dependiendo del orden en que se resuelvan los ladosy 
los dngulos de un triangulo dado. 



c 


A _ 

Resuelva cada triangulo en los problemas del l al 8. 

1. a m 73°. 3 = 28°, c = 42 pies 

2 . a = 41°, p = 33°, t = 21 centimetres 


3. a = 122°, y = 18°, b = 12 kilometres 

4. p = 43°, 7 = 36°, a = 92 milimetros 

5. 3 = 112°, 7 = 19°, c = 23 yardas 

6 . a = 52°, 7 = 105°, c = 47 metros 

7. a = 52°, 7 = 47°, a = 13 centimetres 

8 . 3 = 83°, 7 = 77°, c = 25 millas 

En los problemas del 9 al 16, determine si la informacion de 
cada problema permite que usted construya cero, uno o dos 
triangulos. No resuelva el triangulo. Explique cual caso de la 
tabla 2 se aplica. 

a = 2 pulgadas. b = 4 pulgadas. a = 30° 
a = 3 pies, b — 6 pies, a = 30° 


a = 6 pulgadas, b = 4 pulgadas, a = 30° 
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o = 8 pies, 6 = 6 pies, a = 30° 
a = 1 pulgada, b = 4 pulgadas, a = 30° 
a = 2 pies, 6 = 6 pies, a = 30° 
a = 3 pulgadas, 6 = 4 pulgadas, a = 30° 
a = 5 pies, 6 = 6 pies, a = 30° 

B _ 

Resuelva cada tridngulo en los problemas del 17 al 30. Si un 

problema no tiene solucion, indlquelo. 

17. a = 118.3°, y = 12.2°, 6 = 17.3 pies 

18. p = 27.5°, 7 = 54.5°, a = 9.27 pulgadas 

19. a = 67.7°, p = 54.2°, 6 = 123 metros 

20. a = 122.7°, 3 = 34.4°, 6 = 18.3 kilometres 

21. a = 46.5°, a — 7.9 milimetros, 6 = 13.1 milimetros 

22. oi = 26.3°, a = 14.7 pulgadas, 6 = 35.2 pulgadas 

23. 3 = 38.9°, a = 42.7 pulgadas, 6 = 30.0 pulgadas, a 

agudo 

24. 3 = 27.3°, a = 244 centimetres, 6 = 135 centimetres, a 
agudo 

25. 3 = 38.9°, a = 42.7 pulgadas, 6 = 30.0 pulgadas, a 
obtuso 

26. 3 = 27.3°, a = 244 centimetres, 6 = 135 centimetres, a 
obtuso 

27. a = 123.2°, a = 101 yardas, 6 = 152 yardas 

28. a = 137.3°, a = 13.9 metros. 6 = 19.1 metros 

29. 3 = 29°30', a = 43.2 milimetros, 6 = 56.5 milimetros 

30. 3 = 33°50', a = 673 metros, 6 = 1 240 metros 

c_ 

31. Sea a = 42.3° y 6 = 25.2 centimetres. Determine un valor 
k, tal que si 0 < a < k, no hay solucion; si a = k, hay una 
solucion; y si k < a < 6 , hay dos soluciones. 

32. Sea a = 37.3° y 6 = 42.8 centimetres. Determine un valor 
k , tal que si 0 < a < k, no hay solucion; si a = k, hay una 
solucion, y si k < a < 6 , hay dos soluciones. 

33. Ecuacidn de Mollweide, 

y a. — 3 

(a - 6 ) cos — = c sen —-— 

a menudo se usa para comprobar la solucion final de un 
triangulo, ya que las scis partes de un triangulo estan im- 
plicadas en la ecuacion. Si el lado izquierdo no es igual al 
lado dcrccho despues de la sustitucion, entonces se ha 


cometido un error al resolver el triangulo. Use esta ecua¬ 
cion para comprobar el problema 1. (Debido a los erro- 
res de redondeo, ambos lados pueden no ser exactamente 
iguales.) 

34. (A) Use la ley dc los scnos y las identidades adecuadas 
para mostrar que en el caso de cualquier triangulo 


o + 6 a + S 
tan — 7 ^- 

(B) Demuestre la formula con los valorcs del problema 1. 


APLICACIONES 

35. Guardia costera. Dos postes de mirador, Ay B (con 10.0 
millas de separation), se colocan en una costa para vigilar 
barcos ilegales que traspasen el limite dc 3 millas. Si el 
poste A reporta un barco 5 1 en cl angulo BAS = 37°30'y el 
poste B reporta el mismo barco en el angulo ABS = 20°0', 
i,a que distancia esta el barco del poste Al. ^a que distancia 
esta de la costa (suponga que la costa esta a lo largo de la 
linea que unc a los dos postes de observacion)? 

36. Mirador de observacion. Un faro en F esta senalado con 
dos estaciones de mirador, A y 5, con 10.0 millas de sepa¬ 
racion. Si la estacion B reporta al faro con un angulo ABF 
= 53°()'y la estacion A reporta al faro a un angulo BAF = 
28°30', i,a que distancia dc la estacion A esta el faro? de 
la estacion B1 

* 37. Ciencia natural. Los arboles mas altos del mundo crecen 
en el Parque Nacional Redwood en California; la altura de 
estos es mayor que e! largo de un campo de futbol. En- 
cuentre la altura de uno de estos arboles, dada la informa- 
cion de la figura. (La medida de 100 pies tiene una precision 
de tres digitos significativos.) 



38. Topografia. Para medir la altura del Monte Whitney en 
California, los topografos usan un esquema como el que 
se muestra en la figura del problema 37. Establecen una 
linea de base horizontal de 2 000 pies de largo al pie de 
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la montana y encuentran que el angulo mas cercano a la 
montana es de 43°5'; y el mas Iejano es de 38°0'. Si la li- 
nea de base estaba a 5 000 pies sobre el nivel del mar, ^cual 
es la altura del Monte Whitney con respecto al nivel del 
mar? 

39. Ingenieria. Un piston de 4.5 pulgadas se une por medio 
de una barra con un piston dc 1.5 pulgadas del ciguenal 
(vease figura). [A que distancia del centro del ciguenal 
esta la base del piston (distancia d) cuando la barra forma 
un angulo de 9° ( con la linea central? El problema tiene 
dos respuestas. 



40. Ingenieria. Repita el problema 39 si la barra del piston es 
de 6.3 pulgadas, el ciguenal es de 1.7 pulgadas y el angulo 
es de 11°. 

41. Astronomia. Las orbitas de la Tierra y Venus son aproxi- 
madamente circulares, con el Sol en el centro. Se manda 
una senal a Venus dcsde la Tierra, y el angulo STV es de 
18°40'. Si el radio de la orbita de la Tierra es 1.495 X 10 s 
kilometres y el radio de la orbita de Venus es 1.085 X 10 s 
kilometres, ^cudles son las posibles distancias de la Tierra 
a Venus (vease figura)? 

42. Astronomia. En el problema 41, se encuentra el angulo 
maximo STV. [Sugerencia: El angulo es maximo cuando 
una linea recta que une a la Tierra y a Venus es tangente a 
la orbita de Venus.] 


, Venus-. 

' ;f\ 

i / s 

{] ± 

, Venus r ^ 

\ • A / 

\ / X 

\ fy 

\ i / 

. V 

Tierra ^ 


43. Topografia. Un arbol que crece en una ladera proyecta una 
sombra de 102 pies sobre el piano de la colina (vease figu¬ 
ra). Encuentre la altura vertical del arbol si, con respecto a 
la horizontal, la colina tiene una pendiente de 15.0° y el 
angulo de elevacion del Sol es de 62.0°. 



* 44. Topografia. Encuentre la altura del arbol del problema 43 

si la longitud de la sombra es de 157 pies y, con respecto a 
la horizontal, la colina tiene una pendiente de 11.0° y el 
angulo dc elevacion del Sol es de 42.0°. 

* 45. Ciencia de la vida. Una section transversal de la cornea 

de un ojo, un arco circular, como el que se muestra en la 
figura. Encuentre el radio R del arco y la longitud del arco 
s, dada la longitud de la cuerda C - 11.8 milimetros y el 
angulo central 0 = 98.9°. 



* 46. Ciencia de la vida. Con respecto a la figura, encuentre el 

radio R del arco y la longitud del arco s, dado que la cuer¬ 
da tiene una longitud C = 10.2 milimetros y el angulo cen¬ 
tral 0 = 63.2°. 

* 47. Topografia. El procedimiento ilustrado en los problemas 

37 y 38 se usa para deterininar una altura inaccesible h 
cuando la linea de base d esta en una linea perpendicular a 
h, que se puede establecer (vease figura) y los angulos a y 
S que se pueden medir. Muestre que 


sen ot senji 
sen((3 - a). 
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sy 






y* 


At _ri 


48. Topografia. La disposicion de la figura se usa para deter- 
minar una altura inaccesible h cuando una linea de base d 
csta en un piano perpendicular a h que se puede establecer, 
y se pueden medir los angulos a, (3y y. Muestre que 


h = d sen a esc (a + (3) tan y 



SECCION 



Ley de los eos«nos 



Deduccion de la ley de los cosenos 
Solucion del caso LAL 
Solucion del caso LLL 


Si dos lados dc un triangulo y el angulo que los contiene (LAL) o tres lados (LLL). 
estan dados, no se puede usar la ley de senos para resolver el triangulo (ningun caso 
implica un angulo y su lado opuesto (figura 1)). Ambos casos se pueden resolver co- 
menzando con la ley de los cosenos, que se estudiara en esta seccion. 


FIGURA 1 



V 


c 

(a) Caso LAL 


b 


(b) Caso LLL 


El teorema 1 expresa la ley de los cosenos. 

de Sos cosenos 


Teorema 1 Ley de los cosenos 




a 2 = b 2 + C 2 - 2be cos a Las tres ecuaciones 

plantean en esencia 

b 2 = a 2 + c 2 - lac cos 0 lo mismo. 
c 2 = a 2 + b 2 - lab cos y 


Los casos LAL y LLL se resuelven muy rapidamente comenzando con la ley 
de los cosenos. 
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Se establece a 2 = b 2 + c 2 - 2be cos a. Las otras dos ecuaciones se pueden obtener 
a partir de esta con solo etiquetar nuevamente la figura. Se inicia localizando un trian- 
gulo en un sistema coordenado rectangular. La figura 2 muestra tres triangulos tipicos. 

Para un triangulo arbitrario como los de la figura 2, se usa la formula de la distan- 
cia entre dos puntos para obtener 


a = V(A-c) 2 + (it - 0) 2 


a 2 = (h - c) 2 + kr 
= h 1 — 2 he + c 2 + k 2 


Elevando at cuadrado 
ambos lados. 


( 1 ) 


Tres triangulos 
representatives. 





En la figura 2, se observa que 


b 2 = h 2 + k- 

Sustituyendo b 2 por h 2 + Ir en la ecuacion (1), se obtiene 

a 2 = b 2 + c 2 — 2hc (2> 


Pero 


cos a = 


h = b cos a 


Asi, reemplazando h en la ecuacion (2) con b cos a, se logra el objetivo: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2be cos a 

[.Vora: Si ce es agudo, entonces cos a es positivo; si a es obtuso, entonces el cos a es 
negativo.] 


• 5 0 j s Para el caso LAL, se comienza usando la ley de los cosenos para encontrar el lado de 

enfrente del angulo dado. Despues se usa la ley de los cosenos o la de los senos para 
encontrar un segundo angulo. Debido a sus calculos mas simples, generalmente se usa- 
ra la ley de los senos para encontrar al segundo angulo. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Despues de usar la ley de los cosenos para encontrar el lado opuesto al angulo en un 
caso de LAL, se usa la ley de los senos para encontrar un segundo angulo. La figu- 
ra 2(a) muestra que hay dos opciones para un segundo angulo. 

(A) Si el angulo dado es obtuso, ^puede ser obtuso cualquiera de los angulos res¬ 
tates? Explique. 

(B) Si el angulo dado es agudo. entonces uno de los angulos restates puede o no 
ser obtuso. Explique por que escoger el angulo opuesto al lado mas corto ga- 
rantiza la seleccion de un dngulo agudo. 

(C) Iniciando con (sen a)/a = (sen (3)/£>. muestre que 


sen 


a sen ft 

b 


( 1 ) 


(D) Explique por que la ecuacion (1) da el angulo correcto a solo si a es agudo. 


El analisis anterior conduce a la estrategia siguiente para resolver el caso de LAL: 


Estrategia para resolver el caso de LAL 

Paso 

Encuentre 

Metodo 

1. 

: 

El lado opuesto al angulo dado. 

Ley de los cosenos 

2 . 

1 •„*!' | 

Segundo angulo (Encuentre el 
angulo opuesto al mas corto de 
los dos lados dados; este angulo 
siempre sera agudo.) 

Ley de los senos 

3 . 

Tercer dngulo. 

Reste de 180° la suma del angulo 
dado y del angulo encontrado en el 
paso 2. 


Solucion del caso LAL 

Resuelva el triangulo de la figura 3. 


^7 

b 


10.3 cm 

32.4°/ 


6.45 cm 
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Solucion 

Despeje b Use la ley de los cosenos: 


b 2 = a 2 + c 2 - lac cos (3 Despeje b. 
b = Vtf 2 + c 2 - lac cos [3 
= V(10.3) 2 4- (6.45) 2 - 2(10.3)(6.45) eos 32.4° 
= 5.96 cm 


Despeje y Puesto que el lado c es mas corto que el lado a, y debe ser agudo y se usa la ley de los 
senos para despejar y. 

sen y sen (3 

— ~ Despeje sen -y. 

csen (3 

sen7 = —-— Despeje 


Despeje a 


_,/csen (3 \ 

y = sen I—-—1 Debido a que y es agudo, la funcion inverse 

' b 1 del seno proporciona y directamente. 

./ 6.45 sen 32.4° \ 

- Se " 556 

= 35.4° 

a = 180° - (p + y) 

= 180° - (32.4° + 35.4°) = 112.2° 


Resuelva el triangulo con a = 77.5°, b = 10.4 pies y c = 17.7 pies. 


lniciando con tres lados de un triangulo, el problema sera encontrar los tres angulos. 
Los calculos subsiguientes se simplifican si primero se despeja al angulo obtuso. La ley 
de los cosenos se usa para este proposito. Un segundo angulo, que debe ser agudo, se 
puede encontrar usando cualquiera de las leyes, aunque los calculos son generalmente 
bastante mas sencillos con la ley de los senos. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) lniciando con a 2 = b 2 + c 2 - 2 be cos a, muestre que 

(a 1 — b 2 — c 2 '' 


a = cos 


-2 be 


( 2 ) 


(B) (-.La ecuacion (2) da el angulo correcto a independientemente de si a es agudo 
u obtuso? Explique. 


El analisis anterior conduce a la siguiente estrategia para la solucion del caso LLL. 
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Estrategia para resolver el caso de LAL 


Paso Encuentre 

M^todo 

1 . El angulo opuesto al lado mas largo 

(hay que tener cuidado si el Angulo 
es obtuso). 

Ley de los cosenos 

1 

2. En el caso de cualquiera de los 

angulos restantes, cual sera agudo 
(i,por que?). 

Ley de los senos 

f.llllllilfl 

3. Tercer angulo. 

Reste de 180°, la suma de los 
angulos encontrados en los pasos 

1 y 2 . 


Solucion del caso LLL 

Resuelva el triangulo con a = 27.3 metros, b = 17.8 metros y c = 35.2 metros. 

Solucion Se dan tres lados del triangulo y se deben encontrar los tres angulos. Este es el caso 

LLL. 

Se traza el triangulo (figura 4) y se usa la ley de los cosenos para encontrar el 
angulo mas grande, despues se usa la ley de los senos para encontrar uno de los dos 
angulos agudos restantes. 


MGURA 4 


17.8 m y 27.3 m 

V _JL 

35.2 m 

Debido a que y es el angulo mas grande, para encontrarlo primero se usa la ley de los 
cosenos. 


Despeje y 


c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cos y 


cos y 


a 2 + b 2 - c 2 
2 ab 


Despeje cos -y. 


7 = cos ' 1 


a 2 + b 2 - c 2 
2 ab 

(27.3) 2 + (17.8) 2 - (35.2 ) 2 


2(27.3)(17.8) 


Despeje y 


= 100.5° 


Despeje a Ahora se despeja a o 3, usando la ley de los senos. Se escoge a. 

sen a _ sen 7 


a 


c 
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Despeje (3 


Problema seloccionado 2 


EJEMPLO 3 

Solucion 

FIGURA S 


Problema seleccionado 


aseny 27.3 sen 100.5 

sena — - — -rrrr- Despeje sen u. 


a = sen 


c 35.2 

,/27.3 sen 100.5 \ 


T 35, 


= 49.7° 


Despeje u. 
a es agudo. 


a + 3 + y = 180° 

(3 = 180° - (a + -y) 

= 180° - (100.5° + 49.7°) 
= 29.8° 


Resuelva el triangulo con a = 1.25 yardas, b = 2.05 yardas y c = 1.52 yardas. 


Encuentre el lado de un polfgono regular 

Si un poligono regular de siete lados se inscribe en un circulo de 22.8 centimetros de 
radio, encuentre la longitud del lado del poligono. 


Trace una figura (figura 5) y use la ley de los cosenos: 



De hecho, solo 
se necesita 
dibujar 
el triangulo 



/ \ 

/ \ 



/ \ 

/ \ 


/ 




d 


360° 

d~ = 22.8 : + 22.8 2 - 2(22.8X22.8) cos —— 


d = y 2(22.8)’ - 2(22.8)’ cos —— 
= 19.8 centimetros 


Si un poligono regular de 11 lados se inscribe en un circulo con 4.63 pulgadas de radio, 
encuentre la longitud de un lado del poligono. 
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Respuestas a los problemas seleccionados 

l.o= 18.5 pies, p = 33.3°, 7 = 69.2° 

2. a = 37.4°, p = 95.0°, 7 = 47.6° 3. 2.61 pulg. 


cJERCICIO 

Las etiquetas de la figura de abajo establecen la convencion 
que se seguira en este conjunto de ejercicios. Sus respuestas a 
a I gunos problemas pueden diferir un poco de los que se dan en 
el libro, dependiendo del orden en que resuelvan los lados y 
angulos de un triangulo dado. 




A _ 

Remitiendosc a la figura anterior, si a = 47.3°, b = 11.7 
centimetres y c = 6.04 centimetres, <,cuAl de los dos angu¬ 
los, p o 7 , se puede decir con toda seguridad que es agudo 
y por que? 

Con referencia a la figura de arriba, si a = 93.5°, b = 5.34 
pulgadas y c = 8.77 pulgadas, ^.cual de los dos angulos, (3 
0 7 , se puede decir con toda seguridad que es agudo y por 
que? 

Resuelva cada triangulo en los problemas del 3 al 6. 

3. a = 71.2°, b = 5.32 yardas, c = 5.03 yardas 

4. 3 = 57.3°, a = 6.08 centimetres, c = 5.25 centimetres 

5. 7 = 120°20', a = 5.73 milimetros, b = 10.2 milimetros 

6 . a = 135°50', b = 8.44 pulgadas, c = 20.3 pulgadas 

B _ 

Con referencia a la figura del inicio de estos ejercicios, si 
a = 13.5 pics, b = 20.8 pies y c = 8.09 pies, entonces, si 
el triangulo tiene un Angulo obtuso, < : ,que Angulo debe ser 
y por que? 

Suponga que a usted se le dice que un triangulo tiene los 
lados a - 12.5 centimetres, b = 25.3 centimetres yc = 
10.7 centimetres. Explique por que el triAngulo no tiene 
solucion. 

Resuelva cada triangido de los problemas del 9 al 12 si el trian- 
gulo tiene una solucion. Use los grados decimoles para la me- 
dida del angulo. 

9. a = 4.00 metros, b = 10.2 metros, c - 9.05 metros 

10. a = 10.5 millas, b = 20.7 millas, c = 12.2 millas 

11. a = 6.00 kilometres, b = 5.30 kilometres, c = 5.52 
kilometres 


12. a = 31.5 metros, b = 29.4 metros, c = 33.7 metros 

Los problemas del 13 al 26 represent an una variedad de pro¬ 
blemas que implican amhas leyes, la de los senos y la de los 
cosenos. Resuelva cada triangulo. Si un problema no tiene una 
solucion, indlquelo. 

13. a = 94.5°, 7 = 88.3°, b = 23.7 centimetres 

14. p = 85.6°, 7 = 97.3°, a = 14.3 milimetros 

15. 3 = 104.5°, a = 17.2 pulgadas, c =11.7 pulgadas 

16. 3 = 27.3°, a = 13.7 yardas, c = 20.1 yardas 

17. a = 57.2°, y = 112.0°, c = 24.8 metros 

18. 3 = 132.4°, y = 17.3°, b = 67.6 kilometres 

19. 3 = 38.4°, a = 11.5 pulgadas, b = 14.0 pulgadas 

20. 7 “ 66.4°, b = 25.5 metros, c = 25.5 metros 

21. a = 32.9 metros, b = 42.4 metros, c = 20.4 metros 

22. a = 10.5 centimetres, b = 5.23 centimetres, c = 8.66 
centimetres 

23. 7 = 58.4°, b = 7.23 metros, c = 6.54 metros 

24. a = 46.7°, a =18.1 metros, b = 22.6 metros 

25. 3 = 39.8°, a = 12.5 pulgadas, b = 7.31 pulgadas 

26. 7 = 47.9°, b = 35.2 pulgadas, c = 25.5 pulgadas 

27. Muestre, usando la ley de los cosenos, que si 7 = 90°, 
entonces c- = a : + b 1 (cl teorema de PitAgoras). 

28. Muestre, usando la ley de los cosenos, que si c 2 = a 2 + b 2 , 
entonces 7 = 90°. 

29. Muestre que para cualquier triangulo, 

a 1 + b 2 + c 2 _ cos a cos p + cos 7 
labc a b c 

30. Muestre que para cualquier triAngulo, 

a = b cos 7 + c cos 3 

i 

ft 

AI'LiCACIONES 

31. Topografla. Para encontrar la longitud AB dc un lago pe- 
queno, un topografo midio el Angulo ACB de 96°, con AC 
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de 91 yardas, y BC de 71 yardas. ^Cual es la longitud 
aproximada del lago? 


C 



32. Topografia. Suponga que la figura para este problema re- 
presenta la base de un afloramiento grande de piedra en el 
terreno de una granja. Si un topografo encuentra Z. ACB 
= 110°, AC = 85 metros y BC = 73 metros, ^cual es la 
longitud aproximada (con una cifra decimal) del aflora¬ 
miento? 

33. Geometria. Encuentre la medida en grados decimales de 
un angulo subtendido central por una cuerda de longitud 
112 millmetros en un circulo de radio 72.8 milimetros. 

34. Geometria. Encuentre la medida en grados decimales de 
un angulo subtendido central por una cuerda de longitud 
13.8 pies en un circulo de radio 8.26 pies. 

35. Geometria. Dos lados adyacentes de un paralelogramo se 
encuentran a un angulo de 35°10'y tienen longitudes de 3 
y 8 pies. ^Cual es la longitud de la diagonal mas corta del 
paralelogramo (con tres digitos significativos)? 

36. Geometria. ^.Cual es la longitud de la diagonal mas larga 
del paralelogramo del problema 35 (con tres digitos signi¬ 
ficativos)? 

37. Navegacion. Entre Los Angeles y Las Vegas hay una dis- 
tancia de aproximadamente 200 millas. Una piloto recorre 
80 millas desde Los Angeles y encuentra que esta a 6°20' 
con respecto de su partida en Los Angeles. <^A que distan- 
cia de Las Vegas esta en este ticmpo? (Calcule la respuesta 
con tres digitos significativos.) 

38. Busqueda y rescate. A1 mediodia, dos aviones de bus- 
queda despegan de San Francisco para encontrar un avion 
que cayo en el oceano. El avion A viaja hacia el oeste a 
400 millas por hora, y el avion B vuela hacia el noroeste 
a 500 millas por hora. A las 2 P.M. el avion A seiiala a los 
sobrevivientes del avion derribado y envia un mensaje de 
radio al avion B para que acuda y participe en el rescate. 
I ,A que distancia del avion A esta el avion B en este tiempo 
(calcule con tres digitos significativos)? 

> 

39. Geometria. Encuentre el perimetro de un pentagono ins- 
crito en un circulo con radio de 12.6 metros. 

40. Geometria. Encuentre el perimetro de un poligono regu¬ 
lar de nueve lados inscrito en un circulo con radio de 7.09 
centimetros. 


* 41. Geometria analitica. Si el punto/I en la figura tiene coor- 
denadas (3, 4) y el punto B tiene coordenadas (4. 3), en¬ 
cuentre la medida en radianes del angulo 0 con tres cifras 
decimales. 


Y 



1 42. Geometria analitica. Si el punto/l de la figura tiene coor¬ 
denadas (4, 3) y cl punto B tiene coordenadas (5, 1), en¬ 
cuentre la medida en radianes del angulo 0 con tres cifras 
decimales. 

* 43. Ingenieria. Tres circulos de radio 2.03, 5.00 y 8.20 centi¬ 
metros son tangentes uno al otro (vease figura). Encuentre 
los tres angulos formados por las lineas que unen sus cen- 
tros (aproxime a los 10' mas cercanos). 



44. Ingenieria. Tres circulos con un radio de 2.00,5.00 y 8.00 
pulgadas son tangentes cada uno con respecto del otro (vea¬ 
se figura). Encuentre los tres angulos formados por las li¬ 
neas que unen sus centros (aproxime a los 10' mas 
cercanos). 

45. Geometria. Un solido rectangular tiene los lados como se 
indican en la figura. Encuentre L CAB , aproxime su res¬ 
puesta al grado mas cercano. 

C 

\ 



4.3 cm 

46. Geometria. Con referenda a la figura, encuentre ( ACB 
aproxime su respuesta al grado mas cercano. 

47. Ciencia espacial. Para establecer comunicaciones entre el 
transbordador espacial y la estacion Arenas Blancas que 


/ 

J 
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rastrea en el sur de Nuevo Mexico, se colocan dos satelites 
cn una orbita geoestacionaria, a 130° con rcspecto del cen¬ 
tra de la Tierra y a 22 300 millas sobrc la superficie de la 
Tierra (vease figura). (Un satelite cn una orbita geoesta¬ 
cionaria permanece inmovil arriba de un punto fijo en 
la superficie de la Tierra.) Las senales de radio se envian 
desde la estacion de rastreo a traves de los satelites al trans- 
bordador, y viceversa. Estc sistema permite que la esta¬ 
cion de rastreo este en contacto con el transbordador en la 
mayor parte de la superficie de la Tierra. 4 A que distancia 
(aproxime a las 100 millas mas cercanas) esta uno de los 
satelites de la orbita geoestacionaria de la estacion de ras¬ 



treo Arenas Blancas W1 El radio de la Tierra es de 3 964 
millas. 

' 48. Ciencia espacial. Un satelite S, que gira alrededor de la 
Tierra en una orbita circular, es detcctado por una estacion 
de rastreo T (vease la figura). La distancia TS determinada 
por el radar es de 1 034 millas, y el angulo de elevacion 
por arriba del horizontc es de 32.4°. 4 A que altura, arriba 
de la Tierra, esta el satelite en el momento de ser detecta- 
do? E! radio de la Tierra es de 3 964 millas. 
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Vectores geometricos 



Vectcres geometricos y suma vectorial 
Vectores velocidad 
Vectores fiierza 

Resolution de vectores en componentes de vector 


Muchas cantidades fisicas, tales como longitud, area o volumen, se pueden especificar 
completamente por un numero real. Otras cantidades, tales como las distancias dirigi- 
das, las velocidades y las fuerzas, requieren para su especificacion completa de una 
magnitud y una direccion. Al primer tipo de cantidades a menudo se le llama cantida¬ 
des escalares, y al segundo cantidades vectoriales. 

En esta seccion se limita el analisis a la idea intuitiva de vectores geometricos en 
un piano. En la seccion 7-4 se introducen vectores algebraicos, un primer paso en la 
generalization de un concepto que tiene importantes consecuencias. Los vectores tie- 
nen un amplio uso en muchas areas de la ciencia y la ingenieria. 


■ Vectores 
geometricos 
y suma vectorial 

P 



FIGURA 1 Vector OP ov, 


Un segmento con direccion asignada se llama segmento de recta dirigido. Un vector 
geometrico es un segmento de recta dirigido y se representa por una flecha (vease 
figura 1). Un vector con un punto inicial O y un punto final P (terminado en punta de 
flecha) se denota por OP. Los vectores son denotados tambien por una letra negrita, tal 
como v. Debido a la dificultad para escribir letras negritas a mano, se sugiere usar una 
flecha sobre una sola letra, tal como v\ cuando se desee que la letra represente a un 
vector. t 

La magnitud del vector OP, se denota por \OP\, |v| o |v|, es la longitud del segmen¬ 
to de recta dirigido. Dos vectores tienen la misma direccidn si son paralelos y apuntan 
en la misma direccion. Dos vectores tienen direcciones opuestas si son paralelos y 
apuntan en direcciones opuestas. El vector cero, se denota por 0 o por 0 tiene una 
magnitud de cero, y una direccion arbitraria. Dos vectores son iguales si tienen la mis- 
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u 

Suma vectorial: 
regia de cola a punta. 



Suma vectorial: 
regia del paralclogramo. 


ma magnitud y direction. AsL un vector puede ser trasladado de un lugar a otro siem- 
pre que la magnitud y la direction no cambien. 

La suma de dos vectores u y v se puede definir usando la regia de cola a punta: 
Traslade v para que la cola (el punto initial) este en la punta (el punto terminal) de u. 
Entonces. el vector de la cola y de u a la punta y de v es la suma, denotada por u + v. de 
los vectores u y v (vease figura 2). 

La suma de dos vectores no paralelos tambien se puede definir usando la regia del 
paralelogramo: La suma de dos vectores u y v no paralelos es la diagonal del 
paralelogramo que se forma usando u y v como lados adyacentes (vease figura 3). Si u 
y v son paralelos, use la regia de cola a punta. 

Con ambas reglas se obtiene la misma suma. La election de cual regia usar depen- 
de de la situation y lo que parezca mas natural. 

Al vector u-i-vse le llama resultante de los dos vectores u y v, y u y v se llaman 
vectores componentes de u + v. Es conveniente observar que la suma de vectores es 
conmutativa y asociativa. Esto es u + v = v + u y u + (v + w) = (u + v) + w. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Si a, b y c representan tres vectores geometricos arbitrarios, ilustre usando cualquier 

definition de la suma de vectores que: 

1. a + b = b + a 

2. a + (b + c) = (a + b) + c 


F 


Un vector que representa la direction y la velocidad de un objeto en movimiento se 
llama vector velocidad. Los problemas que implican objetos en movimiento a menudo 
se pueden analizar usando metodos vectoriales. Muchos de estos problemas implican el 
uso de una brujula de navegacion, que se marca en el sentido de las manecillas del 
reloj, en grados que empiezan en el nortc como se indica en la figura 4. 


N, 0° 



Velocidad aparente y real 

Un avion tiene una brujula que apunta (la direction a la que apunta el avion) a 85° y una 
velocidad del aire (respecto al aire) de 140 millas por hora. El viento sopla de norte a 
sur a 66 millas por hora. La velocidad de un avion con respecto al aire se llama veloci¬ 
dad aparente, y la resultante de la velocidad con respecto a la tierra se llama velo¬ 
cidad real. La velocidad resultante es la suma vectorial de la velocidad aparente y de la 
velocidad de viento. Encuentre la velocidad resultante; esto es, encuentre la velocidad 
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FICURA 5 


FIGURA 6 


real y la direccion del avion con respecto a la tierra. Aproxime las direcciones al grado 
mas cercano y las magnitudes con dos digitos significativos. 

Solucion Los vectores geometricos [(figura 5(a)] se usan para representar al vector velocidad 
aparente y al vector velocidad de viento. Sume los dos vectores usando el metodo de 
suma de vectores de cola a punta para obtener la resultante vector velocidad (real) 
[figura 5 (b)]. Del diagrama vectorial [figura 5(b)] se obtiene el triangulo de la figura 6 
y se encuentra y, c y a. 


N 


Velocidad 
del viento 



Velocidad 
85- aparente 


180° 


♦ 


(a) 


N 



Velocidad 
del viento 



Despeje y Puesto que el vector velocidad del viento es paralelo a la recta norte-sur, y = 85° [los 
angulos interiores altemos de dos lineas paralelas que se cortan por una transversal son 
iguales, vease figura 5(b)]. 

Despeje c Use la ley de los cosenos: 


c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cos y 
c = Vcr + b 2 — 2 ab cos y 
= V66 2 + 140 2 - 2(66)( 140) cos 85° 

= 150 millas por hora velocidad con respecto a la tierra. 


Despeje a Use la ley de los senos: 


El 


sena seny 

a c 


a. = sen 


,/aseny 

\~ 


_ i 66 sen 85 

_SCn 150 


angulo real = 85° + a = 85° 


= 26° 

+ 26° = 111 * 


Asi, la magnitud y la direccion del vector resultante de la velocidad son 150 millas por 
hora y 111°, respectivamente. De manera que el avion, con respecto al suelo, viaja a 
150 millas por hora en una direccion de 111°. 
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Un no fluye hacia el sudoeste (225°) a 3.0 millas por hora. Un barco cruza el no con 
una brujula que apunta a 90°. Si en el veloclmetro del barco se lee 5.0 millas por hora 
(la velocidad del barco con respecto al agua), ^cual es la velocidad resultante? ^,Es 
decir, cual es la velocidad real del barco y la direccion con respecto al suelo? Las 
direcciones estan aproximadas al grado mas cercano, y las magnitudes con dos digitos 
significativos. 


Un vector que representa la direccion y la magnitud de una fuerza aplicada se llama 
vector de fuerza. Si un objeto esta sujeto a dos fuerzas, entonces la suma de estas dos 
fuerzas, la fuerza resultante, es una sola fuerza. Si la fuerza resultante reemplaza a las 
dos fuerzas originales, actuara sobre el objeto de la misma manera que lo harian las dos 
fuerzas originales si actuaran juntas. En fisica se muestra que el vector de la fuerza 
resultante se puede obtener usando la suma vectorial para sumar los dos vectores de 
fuerza individuales. Parece natural usar la regia del paralelogramo para sumar a los 
vectores de fuerza individuales, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Determinacion de la fuerza resultante 

Dos fuerzas de 30 y 70 libras actuan en un punto de un avion. ^Si el angulo entre los 
vectores de fuerza es de 40°, ^cual es la magnitud y la direccion (con respecto a la 
fuerza de 70 libras) de la fuerza resultante? Las magnitudes de las fuerzas estan aproxi¬ 
madas con dos digitos significativos y los angulos al grado mas cercano. 

Solucion Se comienza por hacer un esquema (figura 7), en cl que los vectores geometricos repre- 
sentan las diferentes fuerzas: 


FIGURA 7 



B 


Como los angulos adyacentes en un paralelogramo son suplementarios, el angulo OCB 
= 180° — 40° = 140°. Abora se puede encontrar la magnitud del vector resultante R 
usando la ley de los cosenos (vease figura 8): 


[R| 2 = 30 2 + 70 2 - 2(30)(70) cos 140° 
]R| = V30 2 + 70- - 2(30)(70) cos 140° 
= 95 libras 



70 

FIGURA 8 


Para encontrar 0, la direccion de R, se usa la ley de los senos (vease figura 9) 


sen 8 sen 140° 
~mT ~ 95 


sen0 = 


30 sen 140° 
95 



70 

FiCltRA 9 
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„ ,/30senl40°\ 

0 = sen -1 - 

l 95 j 


12 ° 


Asi, las dos fuerzas dadas son equivalentes a una sola fuerza de 95 libras en una direc- 
cion de 12° (con respecto a la fuerza de 70 libras). 


Repita el ejemplo 2 usando un angulo de 100° entre las dos fuerzas. 


En vez de sumar vectores, niuchos problemas requieren la resolucion dc vectores en 
componentes. Como antes se indico, cuando un vector se expresa como la suma o re- 
sultante de dos vectores, los dos vectores se llaman componentes de vector del vector 
dado. El ejemplo 3 ilustra una aplicacion del proceso de resolucion de un vector en 
componentes de vector. 


Resolucion de un vector fuerza en componentes 

Un coche que pesa 3 210 libras esta en un camino de entrada inclinado 20.2° con res¬ 
pecto a la horizontal. Despreciando la friccion, encuentre la magnitud de la fuerza para- 
lela al camino de entrada que se mantendra al conducir el coche hacia abajo de la 
colina. 

Se comienza por dibujar un diagrama vectorial (figura 10): 



B 


3 210 libras 


El vector de fuerza DB aettia en la direccion hacia abajo y representa el peso del 
coche. Observe que DB = DC + DA. donde DC cs la componente perpendicular de DB 
con respecto al camino de entrada y DA es la componente paralela de DB con respecto 
al camino de entrada. 

Para mantener al^coche en D circulando hacia abajo de la colina, se necesita una 
fuerza de magnitud DA pero dirigida en sentido opuesto. Para encontrar \DA\, se obser- 
va primero que Z. ABD = 20.2°. Esto es verdad porque Z_ ABD y el angulo del camino 
de entrada tienen el mismo complemento, /I ADB. 
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sen 20 . 2 ° 


\DA\_ 
3 210 


\DA\ = 3 210 sen 20.2° 


= 1110 libras 


Encuentre la magnitud de la componente perpendicular de DB en el ejemplo 3. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. Velocidad resultante: magnitud = 3.6 mph, direccidn = 126° 

2. R| = 71 lb. 0 = 25° 

3. \DC\ = 3 010 lb 
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Exprese todos los angulos en grados decimoles. En los proble¬ 
mas de navegacion, refierase a la siguienteJigura que muestra 
una brujula de navegacion. 


N, O' 



A_ 

Los problemas del 1 al 10 se refieren a las figuras (a) y (b) que 
muestran que la suma de veetores uvv con angulos rectdngu- 
los cada uno con respecto al otro. 


U + V 


Regia de cola a punta 

(a) 


u 4- v 


n \ 


0 


r 


Regia del paralelogramo 

(b) 


1. |u| = 37 millas por hora, |v| = 45 millas por hora 

2. |u| = 62 millas por hora, |v| = 34 millas por hora 

3. |v = 38 kilogramos, |v| = 53 kilogramos 

4. u = 48 kilogramos, |v| = 31 kilogramos 

5. u = 434 kilometres por hora, |v| = 105 kilometres por 
hora 

6 . u = 143 kilometres por hora, |v| = 57.4 kilometres por 
hora 


En los problemas del 7 at 10, encuentre |u| >• |v|, las magnitudes 
de las componentes horizontaly vertical de u 7 v, dado |u + v| 
v 8 en las figuras (a) y (b). 

7. |u + v| = 32 libras, 0 = 22° 

8 . |u + v| = 250 libras, 0 = 65° 

9. |u -+• v| = 230 millas por hora, 0 = 72° 

10 . u + v| = 28 millas por hora. 0 = 12 ° 

Si dos veetores tienen la misma magnitud, ^son estos igua- 
les? Explique por que si o por que no. 

j,La magnitud de un vector nunca es negativa? Explique 
por que si o por que no. 


B 


En los problemas del I al 6, encuentre. |u + v) y 0, dado\u\y |v| Los problemas del 13 al 20 se refieren a las figuras (a) y (b) 
en las figuras (a) y (b). que muestran al vector suma de los veetores u y v. 
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u + v 




A' 


Regia de cola a punta 

(a) 


u + v 






Regia del paralelogramo 

(b) 


En losproblemas del 13 al 16, encuentre |u + v| y a. danda |u|, 
|v| y 0 en las figuras (a) y lb). 

13. |u| = 66 gramos, |v| = 22 gramos, 0 = 68° 

14. |u| = 120 gramos, |v| = 84 gramos. 0 = 44° 

15. |u| = 21 nudos, |v| = 3.2 nudos, 0 = 53° 

16. |u| = 8.0 nudos, |v| = 2.0 nudos, 0 = 64° 


En los problemas del 17 al 20, encuentre |u| y |v|, dado |u + v|, 
ay 0 en las figuras (a) y (b). 

17. |u + v| = 14 kilogramos, a = 25°, 0 = 79° 

18. |u + v| = 33 kilogramos, a = 17°, 0 = 43° 

19. |u + v| = 223 millas por hora, a = 42.3°, 0 = 69.4° 

20. |u + v| = 437 millas por hora, a = 17.8°, 0 = 50.5° 

c_ 


Explique por que es o no correcto decir que el vector cero 
es perpendicular a cada vector. 

Explique por que es o no correcto decir que el vector cero 
es paralelo a cada vector. 


APLIiACIONES - 

En los problemas del 23 al 26, suponga que las direcciones 

none, este, sury oeste son exactas. 

23. Navegacion. Un avion esta volando en una direccion dc 
285° y una velocidad del aire de 230 millas por hora. Un 
viento constante de 35 millas por hora esta sopiando cn la 
direccion de 260°. ^Cual es la velocidad real del avion?; es 
decir, ^cual es la velocidad y la direccion con respecto al 
suelo? 

24. Navegacion. Un barco de potencia cruza un rio ancho con 
una direccion de 25° y velocidad con respecto al agua de 
15 millas por hora. El rio fluye en la direccion de 135° a 
3.9 millas por hora. «^Cual es la velocidad real del barco; 
esto es, cual es la velocidad y la direccion con respecto a la 
tierra? 

25. Navegacion. Dos mucllcs cstan directamente uno frente al 
otro en un rio que fluye hacia el sur. Un piloto de barco 
desea cntrar en linea recta desde el muelie del este al muc- 
lle del oeste en un transbordador con una velocidad de cru- 


cero en aguas tranquilas de 8.0 nudos. ^.Si la corricnte del 
rio es de 2.5 nudos, que direccion debe mantencr micntras 
cruza cl rio? ^Cual es la velocidad real del barco con res¬ 
pecto a la tierra? 

* 26. Navegacion. Un avion puede ir a 255 millas por hora en 
aire tranquilo. Si un viento constante de 46.0 millas por 
hora sopla desde el oeste, £que direccion debe mantener el 
piloto para mantener cl curso del avion con respecto al 
suelo, en la direccion nortc (0°)? Calcule la velocidad con 
respecto a la tierra para seguir este curso. 

27. Fuerza resultante. Un barco grande sale de un muelie en 
una bahia jalado con cables por dos remolcadores. Si un 
remolcador jala en una direccion de 52° con una fuerza de 
2 300 libras y otro jala en una direccion de 97° con una 
fuerza de 1 900 libras, <',cual es la direccion y la magnitud 
de la fuerza resultante? 

28. Fuerza resultante. Repita el problema 27, ahora con un 
remolcador jalando en una direccion de 161° y con una 
fuerza de 2 900 kilogramos y el otro jalando en una direc¬ 
cion de 192° y con una fuerza de 3 600 kilogramos. 

29. Resolucion de fuerzas. Un automovil que pesa 4 050 li¬ 
bras se esta deteniendo en un camino de entrada inclinado 
5.5° con respecto a la horizontal. 

(A) Encuentre la magnitud dc la fuerza paralela al camino 
de entrada necesaria para mantener el coche circu- 
lando hacia abajo de la colina. 

(B) Encuentre la magnitud dc la fuerza perpendicular al 
camino de entrada. 

30. Resolucion de fuerzas. Repita el problema 29 para un 
coche que pesa 2 500 libras estacionado en una colina in- 
clinada 15° con respecto a la horizontal. 

31. Resolucion de fuerzas. <jSi se mantienen dos pesas juntas 
y se colocan cn pianos inclinados como los que se mues- 
tran cn la figura, despreciando la friccion, C ,dc que manera 
se deslizaran? 



^ 25° 15° { 


32. Resolucion de fuerzas. Si dos pesas se mantienen juntas 
y se colocan en pianos inclinados como los que se mues- 
tran en la figura, despreciando la friccion, ^de que manera 
se deslizaran? 
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Vectores algebraicos 


De vectores geometricos a vectores algebraicos 
La suma de vectores y ia multiplication porun escalar 
Vectores unitarios 
Propiedades algebraicas 
Equilibrio estatico 


Los vectores geometricos en un piano se generalizan rapidamente al espacio tridimen¬ 
sional. Sin embargo, para generalizar vectores a espacios abstractos de mas dimensio- 
nes, es necesario definir el concepto de vector de manera algebraica. Esto se hace de tal 
manera, que los vectores geometricos se convierten en casos especiales de vectores 
algebraicos mas generales. Los vectores algebraicos tienen muchas ventajas sobre los 
vectores geometricos. Se mostrara una de estas ventajas cuando se consideren proble- 
mas de equilibrio estatico al final de esta seccion. 

El desarrollo de los vectores algebraicos en este libro es de naturaleza introductoria 
y esta restringido al piano. El estudio de vectores en espacios de tres y mas dimensiones 
esta reservado para cursos de matematicas mas avanzadas. 


• De vecto-es 

geometricos a 
vectores aigebraicc. 


y 



La transition de vectores geometricos a vectores algebraicos se inicia colocando los 
vectores geometricos en un sistema coordenado rectangular. Un vector geometrico/15 
en un sistema coordenado rectangular se traslada para que su punto inicial^este en el 
origen; es decir, para que este en position estandar. El vector OP tal que OP = AB se 
dice que es un vector estandar para AB (vease figura 1). 

Observe que el vector OP en la figura 1 es el vector estandar para un numero 
infinito de vectores (todos los vectores que tengan la misma magnitud y direction que 
OP). 


FIGURA _OP es el vector 
estandar de AB. 


.- - ii. 

EXPLORACION Y ANALISIS1 (A) En una copia de la figura 1, dibuje otros tres vectores que tengan OP como su 

vector estandar. 

(B) Si la cola de un vector esta en el punto A(— 3, 2) y su punta esta en 5(6, 4), 
analice como encontraria las coordenadas de P tales que OP sean un vector 
estandar para AB. 


Dadas las coordenadas de los puntos finales de un vector geometrico en un siste¬ 
ma coordenado rectangular, £como se encontraria al vector estandar correspondiente? 
El proceso no es dificil. Las coordenadas del punto inicial, O. de OP son siempreJO. 0). 
Asi, solo se tiene que encontrar las coordenadas de P, el punto terminal de OP. Las 
coordenadas de P estan dadas por 

( x P , y P ) = ix b - x„ y„ - y„) 


( 1 ) 
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donde las coordenadas de A son (x a ,y a ) y las coordenadas de B son (x h ,y h ). El ejemplo 
1 ilustra el uso de la ecuacion (1). 


Determination de un vector estandar para un vector dado 

Dado el vector geometrico AB^on el punto inicial A( 3,4) y el punto terminal B(l, - 1), 
encuentre el vector estandar OP para AB. Esto es, encuentre las coordenadas del punto 
P tales que OP = AB. 


Solucion Las coordenadas de P estan dadas por 


AO, 4) 


| 8 ( 7 , - 1 ) 

Vector 

estandar 

I P(4, -5) 


Op' yp) Ob x a , y b y a ) 

= (7 - 3, -1 - 4) 

= (4, -5) 

Observe en la figura 2 que si se inicia en A, y despues se mueve cuatro unidades a la 
derecha y cinco hacia abajo, se estara en B. Si se inicia en el origen, y se mueve cuatro 
unidades a la derecha y cinco hacia abajo, se estara en P. 


Dado el vector geometrico ABcon eljrunto inicial A(8, -3) y el punto final B(4, 5), 
encuentre el vector estandar OP para AB. 


Y 



El vector algebraico 
■a. b) asociado^con un vector 
geometrico OP. 


El analisis anterior sugiere otra manera de observar a los vectores. Puesto que, 
dado cualquier vector geometrico^# en un sistema coordenado rectangular, siempre 
existe un punto P(x p ,y p ) tal que OP = AB, el punto P(x p ,y p ) especifica completamente 
al vector ,4#, excepto su position, la cual no se conoce porque se es libre de trasladarlo 
AB a cualquier lugar que se desee. Por el contrario. dado cualquier punto P(x p ,y) en un 
sistema coordenado rectangular, el segmento de recta dirigido que une a O con P for¬ 
mas al vector geometrico OP. 

Esto conduce a la definition de un vector algebraico como un par ordenado de 
numeros reales. Para evitar confundir un punto (a, b) con un vector (a, b), se usar& (a, 
b) para representar a un vector algebraico. Geometricamente. el vector algebraico 
{a, b) corresponde al vector estandar (geometrico) OP con punto terminal P(a, b) y 
punto inicial 0(0, 0), como se ilustra en la figura 3. 

Los numeros reales ay b son las componentes escalares del vector {a, b). La 
palabra escalar significa un numero real y a menudo se usa en el contexto de vectores 
donde se hace referencia a “cantidades escalares” como lo opuesto a “cantidades 
vectoriales”. Asi, se habla acerca de las “componentes escalares” y “componentes 
vectorialcs” dc un vector dado. Las palabras “escalar” y “vectorial” son a menudo omi- 
tidas si el significado de componente es claro a partir del contexto. 

Se dice que dos vectores u = {a, b) y v = (c, d) son iguales si sus componentes 
correspondientes son iguales; es decir, si a = c y b = d. El vector cero se denota por O 
= ( 0 , 0 ). 

Los vectores geometricos estan limitados a espacios que se pueden visuahzar, esto 
es, a espacios dc dos y tres dimensiones. Los vectores algebraicos no tienen estas res- 
tricciones. Los siguientes son vectores algebraicos de espacios en dos, tres, cuatro y 
cinco dimensiones: 
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DEFINICION 1 

y 


P{o, b) 



F i G Magnituddeun 

vector (a, b : geometricamentc 
intcrpretado 


EjEMPLO 2 


Solucion 


Problems seleccionado 2 


• La suma de 
vectores y la 
multiplication po. 

un escalar 


DEFINICION 2 


(-2,5) <3, 0,-8) (5, 1, 1, -2) (-1,0, 1,3. 4) 

Como antes se menciono, el analisis en este libro se limita a vectores algebraicos en 
espacios de dos dimensiones, que representan un piano. 

Ahora se define la magnitud de un vector algebraico: 


Magnitud de v = (a, b) 

La magnitud, o norma, de un vector v = (a, b) se denota por |v| y esta dada por 

|v| = \4 2 + & 


Geometricamente, Va 2 + b 2 es la longitud del vector geometrico estandar OP que 
esta asociado con el vector algebraico {a, b) (vease figura 4). 

La definicion de la magnitud se generaliza rapidamente a espacios de vectores de 
mas alto orden dimensio nal. Por ejemplo, s i |v| = {a, b, c, d), entonces la magnitud, o la 
norma, esta dada por Va 2 + b 2 + c 2 4- d 2 . Pero ahora no se esta capacitado para inter¬ 
pretar los resultados en terminos de vectores geometricos. 


Determinacion de la magnitud de un vector 

Encuentre la magnitud del vector v = (3, -5). 

|v| = V3 2 + (— 5) 2 = V34 


Encuentre la magnitud del vector v = (-2, 4) 


Para sumar dos vectores algebraicos, se deben sumar las componentes correspondien- 
tes como se indica en la siguiente definicion de la suma: 


Suma vectorial 

Si u = {a, b) y v = (c, d), entonces 

u + \ = (a + c, b + d) 


La definicion de la suma de vectores algebraicos es consistente con las definicio- 
nes del paralelogramo y la cola a la punta que se dieron para sumar vectores geometricos 
en la seccion 7-3 (vease Exploracion y analisis 2). 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 

Si u = (-3, 2), v = (7, 3), entonces u + v = (—3 + 7, 2 + 3) = (4, 5). Localice u, 
v, y u + v en un sistema coordenado rectangular e interprete geometrieamente en 
terminos de las reglas del paralelogramo y de la cola a la punta analizadas en la 
section anterior. 

Para multiplicar un vector por un escalar (un numero real) multiplique cada com- 
ponente por el escalar: 

DEFINICION 3 

Multiplicacion por un escalar 


Si u = (a, b) y k es un escalar, entonces 


£ti = k(a , b) — ( ka, kb) 

/ y i--i 

Geometrieamente, si un vector v se multiplica por un escalar k, la magnitud del 
vector v se multiplica por |/t|. Si £es positiva, entonces kv tiene la misma direccion que 
v. Si k es negativa, entonces la direccion de k\ es opuesta a v. Estas relaciones se ilus- 
tran en la figura 5. 

FIGURA Multiplicacion 

escalar geometrieamente 
interpretada. 


EJEMPLO 3 

Suma de vectores y multiplicacion por un escalar 


Sea u = (4, -3), v = (2, 3) y w = (0, -5), encuentre: 


(A) u + v (B) — 2u (C) 2u - 3v (D) 3u + 2v - w 


Soluciones (A) u + v = (4, —3) + (2, 3) = (6, 0) 

(B) —2u = -2(4, —3) = (-8, 6) 

(C) 2u - 3v = 2<4, -3) - 3(2, 3) 

= (8. -6) + (-6. -9) = <2, -15) 

(D) 3u + 2v — w = 3(4, -3) + 2(2, 3) - (0, -5) 

= (12, -9) + (4, 6) + (0, 5) 

= (16. 2) 


Sea u = (—5, 3), v = (4, — 6 ) y w = (—2, 0), encuentre: 


(A) u + v (B) — 3u (C) 3u - 2v (D) 2u - v + 3w 
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[ • Vectores uniLarias 


VIPLC 


Solucion 


Comprobacion 


Problema seleccionado 4 


Si |v| = 1, entonces v se llama vector unitario. Un vector unitario se puede formar de 
un vector distinto de cero arbitrario como sigue: 

Un vector unitario con la misma direccion que v 

Si v es un vector distinto de cero, entonces 

1 

u —-v 

M 

es un vector unitario con la misma direccion que v. 


Determinacion de un vector unitario con la misma direccion que el vector 
dado 

Dado un vector v = (1, -2), encuentre un vector unitario v con la misma direccion 
que v. 


|v| = Vl 2 + (—2) 2 = V5 

u = R v = ^5 a ' 2> 




= vT = i 


Y se ve que u es vector unitario con la misma direccion que v. 


Dadoun vector v = (3, 1), encuentre un vector unitario u con la misma direccion que v. 


Ahora se definen dos vectores unitarios muy importantes, los vectores unitarios i 

yj- 


Los vectores unitarios i y j 




i ■ 

' 

\ 

i = <l,0> 

1 


j = <o, l> 

I ^ 

i i 


" : 

Jim ■ m ’ . : 
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IEMPLO 


Soluciones 




^Por que los vectores unitarios i y j son importantes? Una de las razones es que 
cualquier vector v = (a, b) puede ser expresado como una combinacion lineal de esos 
dos vectores; es decir, como ai + bj. 

v = (a, b) = {a , 0) + (0, b) 

= a{\, 0) + b( 0, 1) = a\ +■ foj 


Expresion de un vector en terminos de los vectores unitarios i y j 

Exprese cada vector como una combinacion lineal de los vectores unitarios i y j. 
(A) (-2, 4} (B) (2, 0) (C) (0, -7) 

(A) (-2, 4) = -2i + 4j 

(B) (2, 0) = 2i + Oj = 2i 

(C) {0, -7) = Oi - 7j = — 7j 


Exprese cada vector como una combinacion lineal dc los vectores unitarios i y j. 
(A) (5. -3) (B) (-9, 0) (C) (0. 6) 


La suma de vectores y la multiplicacion por un escalar poscen propiedades algebraicas 
semejantes a las de los numeros reales. Estas propiedades nos habilitan para manipular 
los simbolos vectoriales que reprcsentan a los vectores y escalares, de la misma manera 
que se manipulan los simbolos que representan los numeros reales en el algebra. En 
seguida se proporciona la lista dc estas propiedades para una refereneia adecuada. 


Propiedades algebraicas de vectores 

A. Propiedades de la suma. Para todos los vectores u, v y w 

1. u + v = v + u 

Propiedad conmutativa 

2. u tb (v + w) = (u + v) 4- w 

Propiedad asociativa 

3. u+0=0+u=u 

identidad aditiva 

4. u + (-u) — (-u) + u = 0 

El inverso aditivo 

B. Las propiedades de la multiplicacidn por un escalar. Para todos los vectoFes 

u y v y todos los escalares my n: 


1. /n(HU) = (mn) u 

Propiedad asociativa 

2. »i(u + v) = «u + /MV 

Propiedad distributiva 

3. (m + M)U = /MU + MU 

Propiedad distributiva 

4. lu = u 

Identidad multiplicativa 
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Soluciones 


Operaciones algebraicas de vectores expresados en terminos de los 
vectores i y j 

Para u = i - 2j y v = 5i + 2j, calorie cada una de las operaciones siguientes: 


(A) u + v (B) u - v (C) 2u 4- 3v 

(A) u + v = (i - 2j) + (5i + 2j) 

= i - 2j + 5i 4- 2j = 6i + Oj = 6i 

(B) u - v = (i - 2j) - (5i + 2j) 

= i - 2j - 5i - 2j = — 4i - 4j 

(C) 2u + 3v = 2(i - 2j) 3(5i + 2j) 

= 2i — 4j - 15i + 6j = 17i -f- 2j 

Para u = 2i - j y v = 4i + 5j, calorie cada una de las operaciones siguientes: 

(A) u + v (B) u - v (C) 3u - 2v 

Los vectores algebraicos se pueden usar para resolver muchos tipos de problemas en 
fisica e ingenieria. Se termina esta seccion considerando algunos problemas de equili¬ 
bria estdtico. Como fundantentos de este enfoque hay dos principios basicos con res- 
pecto a las fuerzas y a los objetos sobre los que estas actuan: 


Condiciones para el equilibrio estatico 

1. Un objeto en reposo se dice qoe esta en «qu1librio estitico. 

2. Para que un objeto localizado en el origen en un sisteraa coordenado rec¬ 
tangular permanezea en equilibrio estatico, en reposo, es necesario que la 
suma de todos los vectores de la fuerza que aatua sobre el objeto sea el vector 
cero. 


En el ejemplo 7 se muestran algunos problemas importantes de fisica e ingenieria 
que se pueden resolver usando vectores algebraicos y las condiciones para el equilibrio 
estatico. Se supone que usted sabe como resolver un sistema de dos ecuaciones con dos 
variables. En caso de que necesite recordar el procedimiento repase lo planteado en la 
seccion 1 - 2 . 


Tension en los cables 

Un teleferico, que se usa para cruzar un rio transportando gente y suministros. pesa 
2 500 libras cuando esta completamente cargado. El carro se detiene cuando ha cruza- 
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do parte del camino y hace que el cable cuelgue con respecto a la horizontal, como se 
indica en la figura 6. ^Cual es la tension en cada parte del cable que va a cada torre? 


FIGURA 6 



Solucion Paso /. Dibuje un diagrama de fuerzas con todos los vectores fuerza en la posicion 
estandar en el origen (figura 7). El objetivo es encontrar |u| y |v|. 

y Paso 2 Escriba cada vector fuerza en terminos de los vectores unitarios i y j. 

u = |u|(cos 7°)i + |u'(sen7°)j 
v = |v|(—cos 15°)i 4- |v|(senl5°)j 
w = -2 500j 

w 



0 


|w| = 2 500 libras 

FIGURA 7 


Paso 3. Para que el sistema este en equilibrio estatico, la suma de los vectores de 
fuerza debe ser el vector cero. Esto es, 

u + v + w = 0 


Reemplazando los vectores u, v y w del paso 2, se obtiene 

[|u|(cos 7°)i 4- |u|(sen7°)j] + [|v|(-cos 15°)i + |v|(sen 15°)j] - 2 500j = Oi 4- Oj 

la cual, combinando los vectores i y j sera 

[|u|(cos 7°) + |v|(-cos 15°)]i + f|u|(sen7°) + |v|(senl5°) - 2 500]j = Oi + Oj 

Puesto que los dos vectores son iguales si y solo si sus correspondientes 
componentes son iguales, se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones 
con dos variables |u| y |v|: 

(cos 7°)|u| + (-cos 15°)|v| = 0 

(sen7°)|u| 4- (senl5°)|v| - 2 500 = 0 

Resolviendo este sistema por metodos estandares, se encuentra que 

|u| = 6 400 libras y |v| = 6 600 libras 

^listed esperaria que la tension en cada parte del cable sea mayor que el peso 
que cuelga de el? 
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Repita el ejemplo 7 reemplazando 15° por 13°, 7° por 9° y las 2 500 libras por 1 900 
libras. 


Respuestas a los problemas seleccionados 
I. />(-4, 8) 2. 2V5 

3. (A) (-1. -3) (B) <15. -9) (C) <-23, 2I> 

4. u = (3/vTo. l/VTO) 

5. (A) 5i - 3j (B) -9i (C) 6j 

6. (A) 6i + 4j (B) -2i - 6j (C) -2i - 13j 

7. | ii| — 4 900 lb, Ivl = 5 000 lb 


(D) (-20, 12) 


EJERCICIO 


7-4 


24. v = AB, donde A = (-2, — 1) y B = (0, 2) 


En los problemas del I al 6, se representa cada vector geome- 
r roAB. con los puntosfinales en la forma que se indica, como 
mu vector algebraico en la forma {a, b). 


1. A(3, —2), B(0, -5) 
3. A( 6 , 0), fl(0, 7) 

5. A(0,0), B(3, 5) 


2. A(— 1, 7), 6(1, — I) 
4. A(0, -1), B(-2, 0) 
6. A(0, 0), B(—2, — 1) 


En los problemas del 7 al 12, encuentre la magnitud de cada 
vector. 


7- <4, -3) 
10. (-5, -2) 


8. (-3,4) 
11. (-25,0) 


9. (3, -5) 

12. <0. -67) 


Explique cuando dos vectores algebraicos son iguales. 
Explique cuando dos vectores geometricos son iguales. 


B 


En los problemas del 25 al 30, sea u = ii — 2j, v = 2i 4- 4\. y 
w = 2 i, v realice las operaciones indicadas. 


25. u - v 
28. 3u + 2v 


26. u - v 
29. 2u - v - 2 w 


27. 2u - 3v 
30. u — 3v + 2w 


En los problemas del 31 al 34, encuentre un vector unitario u 
con la misma direccion que v. 


31. v = (-3. 4} 
33. v = (-5, 3) 


32. v = (4, -3> 
34. v = <2. -3) 


Si exactamente tres vectores de fuerza distintas de cero, 
con direcciones diferentes, estan actuando sobre un objeto 
cn reposo, ,',como esta cualquiera de los vectores fuerza 
rclacionado con los otros dos, si el objeto permanece cn 
reposo? 

Si exactamente dos vectores fuerza, distintos de cero, ac- 
tuan sobre un objeto en reposo, <;,que se puede decir de los 
vectores para que el objeto permanezea en reposo? 


En los problemas del 15 al IS, encuentre: 

(A) u 4- v (B) u — v (C) 2u — v + 3w 

15. u = <2, l>,v = <—1,3), w = (3,0) 

16. u = (-1, 2), v = (3, -2), w = (0, -2) 

17. u = (-4, -1). v = (2, 2). w = (0, 1) 

18. u = (-3, 2), v = (-2, 2), w = (-3. 0) 

En los problemas del 19 al 24, exprese v en terminos de los 
vectores unitarios i y j. 

19. v = (-3,4) 20. v =(2,-5) 

21. v = (3, 0) 22. v = (0, -27) 

23. v = AB, donde A = (2, 3) y B — (-3, 1) 


En los problemas del 37 al 44, sean u = {a, b). v = (c, d) y w 
= (e, f) vectores y m y n escalares. pruebe cada una de las 
siguientes propiedades de vector usando las propiedades apro- 
piadas de numeros reales, las defiiniciones de la suma vectorial 
y la multiplicacion por un escalar. 

37. u + (v + w) = (u + v) + w 

38. u + v = v 4 - u 39. u 4- 0 = u 

40. u 4 - (—u) = 0 41. (m + n)u = mu 4 - nu 

42. m (u 4- v) = mu 4- mv 43. w(nu) = (m«)u 

44. lu = u 
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APUCACIONES 

En los problemas del 45 a152, calcule todas las respuestas con 
tres digitos significativos. 

45. Equilibrio estatico. Un acrobata se detiene en un cierto 
punto de una cuerda tcnsa y la cuelga como se indica en la 
figura. ^Si el peso total del ciclista y del uniciclo es de J 55 
libras, quanta tension hay en cada parte del cable? 


* 



46. Equilibrio est&tico. Repita cl problema 45 con el angulo 
izquierdo de 4.2°, el angulo derecho de 5.3° y el peso total 
de 112 libras. 

47. Equilibrio estatico. Un peso de 1 000 libras se suspende 
de dos cables como sc muestra en la figura. i,Cual es la 
tension en cada cable? 



1 000 
libras 


48. Equilibrio estatico. Un peso de 500 libras esta sostenido 
por dos cables como se ilustra. ^Cual es la tension en cada 
cable? 



49. Equilibrio est&tico. Un anuncio de 400 libras esta sus- 
pcndido como se muestra cn la figura (a). El corrcspon- 
dicnte diagrama de fuerzas (b) se forma observando lo 
siguiente: El lado AB “empuja” en B y este esta bajo com- 
presion. Esta fuerza de “empuje” se pucde pensar tambien 
como el vector de fuerza a que esta “empujando” a la de- 
recha en B. El vector de fuerza b refleja el hecho de que el 
lado CB esta bajo tension (csto es, “empuja” en B). El vector 
de fuerza c corresponde al peso del anuncio “empujando” 
hacia abajo en B. Encuentre las magnitudes de las fuerzas 
en los lados rigidos que soportan al peso; esto es, encuen¬ 
tre la| y |b| en el diagrama de fuerzas (b). 



50. Equilibrio estatico. Un peso de 1 000 kilogramos se sos- 
tiene como se muestra en la figura. ^Cuales son las magni¬ 
tudes de las fuerzas en los lados AB y SC? 



HORNUCOPIA 


MUSIC 


SHOP 


2 metros 


1 000 
kilogramos 


51. Equilibrio estatico. Un peso de 1 250 libras cuelga de un 
torno como se indica en la figura. ^Cualcs son las magni¬ 
tudes de las fuerzas en los lados AB y BC1 
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Figura para el ejercido 51 


52. Equilibrio estatico. Un peso de 5 000 kilogramos se sos- 
tiene como se muestra cn la figura. ^Cuales son las magni¬ 
tudes de las fuerzas cn los lados AB y SC? 



5 000 
kilogramos 


Figura para el ejercido 52 
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Sistema de coordenadas polares 

Conversion de la forma polar a la forma rectangular, y viceversa 
Graficacion de las ecuaciones polares 
Algunas curvas polares estandares 
Aplicacion 


Hasta ahora se ha usado solo el sistema coordenado rectangular. Otro sistema de coor¬ 
denadas tiene ventajas particulares en ciertas situaciones. De los muchos que son posi- 
bles, el sistema de coordenadas polares es el segundo en importancia despues del sistema 
coordenado rectangular y es el tema que se abordara en esta section. 


Polo Eje polar 

0 


P(r, 0) 


r 


Y 

0 

polar. 


Sistema coordenado 


Para formarun sistema de coordenadas polares en un piano (vease figura 1), se inicia 
con un punto fijo O llamado polo u origen, Partiendo de este punto se dibuja una media 
linea, o rayo (generalmente horizontal y a la derecha), a la que se llama linea al eje 

polar. 

Si P es un punto arbitrario en un piano, entonces se le asocian las coordenadas 
polares (r, 0) como sigue: Se inicia con el eje polar como el lado inicial de un angulo, se 
gira hasta el lado terminal, o la extension de un extremo a otro del polo, pasando por el 
punto. La coordenada 9 en (r, 0) es este angulo, medido en grados o radianes. El angulo 
0 es positivo si la rotacion es a la izquierda y negativo si la rotacion es a la derecha. La 
coordenada r en (r, 0) es la distancia dirigida del polo al punto P. Es positivo si se mide 
del polo al lado terminal 0 y negativo si se mide del lado terminal extendido de un 
extremo a otro del polo. 

La figura 2 ilustra un punto P con tres conjuntos diferentes de coordenadas pola¬ 
res. Estudie esta figura detenidamente. El polo tiene coordenadas polares (0, 0) con 0 
arbitrario. Por ejemplo, (0, 0°), (0, Jt/3) y (0, -371°) son todas coordenadas del polo. 


Coordenadas polares 

de un punto. 



* 






(a) 


(b; 
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Ahora se ve una diferencia clara entre las coordenadas rectangulares y las polares 
para el punto dado. Para un punto dado en un sistema coordenado rectangular, existe 
exactamente un conjunto de coordenadas rectangulares. Por otro lado, en un sistema de 
coordenadas polares, un punto tiene un numero infinito de conjuntos de coordenadas 
polares. 

As! como se dispone de papel grafico con una cuadricula rectangular para dibujar 
coordenadas rectangulares, tambien hay papel para graficas polares y en el que se pue- 
den dibujar coordenadas polares. 


Dibujando puntos en un sistema coordenado polar 

Trace los puntos siguientes en un sistema coordenado polar: 


(A) 4(3, 30°), B(- 8, 180°), C(5, -135°), D(-10, -45°) 

(B) 4(5, tt/3), B{- 6, 5tt/6), C(7, — it/2), D{- 4, -tt/6) 


Soluciones (A) 


135 ” 


D 


5 10 


■►O' 


210 ' 


330 ' 


225 ” 


315 ” 


270 ” 


(B) 


2tt 

2* 3 

4 

5 IT 

6 




5 10 

B 


0 


C 


3ir 

2 


llTT 

6 


5 * 
l 


7ir 

4 


Trace los puntos siguientes en un sistema coordenado polar: 

(A) A{ 9, 45°), 5(-6, 150°), C(5, -210°), /.)(-7, -90 c ) 

(B) A( 10, tt/6), B(- 4, 7r), C(~8, 7ir/4), D(6, -5ir/6) 


EXPL0RACI0N Y ANALISIS 1 Un punto en un sistema coordenado polar tiene coordenadas (5,30°). (.Cuantas otras 

coordenadas polares tienen la coordenada 0 restringida a —360° ^ 0 ^ 360°? En- 
cuentre las otras coordenadas del punto y explique como se encuentran. 


3 Conversion de la 
forma polar a la 
forma rectangular, y 
vice*"p-rs£i 


A menudo, es necesario transformar coordenadas o ecuaciones de la forma rectangular 
a la forma polar o viceversa. Las siguientes relaciones polar-rectangular son utiles en 
este caso: 
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Relaciones polar-rectangular 

Se tienen las siguientes relaciones entre las coordenadas rectangulares (.t, y) y las 
coordenadas polares ( r , 0): 

r = x 2 + y* 

sen 0 = 2- o y = r sen 0 
.r 


X\ 

cos 9 = — o x — r cos 0 
r 


tan 0 = 

x 

[Nota: Los signos dexyy determinan el cuadrante para 0. El angulo 0 se elige tal 
que -)[< 6 <i[ 0 -l 80 ° < 0 < 180°,amenosqueseindiquedeotramanera.] 



f 

P(x, y) 
\P(r,6) 


r 

i 

\Y 


> 

1 

1 

H 

0 

X 


Muchas calculadoras pueden convertir automaticamente las coordenadas rectan¬ 
gulares a la forma polar y viceversa. (Lea el manual para su calculadora.) El ejemplo 2 
ilustra conversiones de calculadora en ambas direcciones. 


Conversion de la forma polar a la rectangular y viceversa 


(A) Convierta las coordenadas polares (-4, 1.077) a las coordenadas rectangulares 
con tres cifras decimales. 

(B) Convierta las coordenadas rectangulares (-3.207, —5.719) a coordenadas pola¬ 
res con 0 medido en grados, - 180° <0s 180° y R £ 0. 


Solucic i (A) Use la calculadora en el modo de radian. 


P>Rx<-4,1.077) 
-1.895883451 
P>Ry<-4,1.077) 

-3.52215942 


(r, 6) = (-4, 1.077) 

x = r cos 0 = (—4) cos 1.077 = —1.896 
y = rsen0 = (—4)senl.077 = —3.522 

Las coordenadas rectangulares son (—1.896, —3.522) 

La figura 3 muestra la misma conversion hecha con un dispositivo de graficacion con 
una rutina preconstruida de conversion. 

(B) Use la calculadora en el modo de grado. 

(x, y) = (-3.207, -5.719) 

VP~+f = V(—3.207) 2 + (-5.719) 2 = 6.557 

y _ -5.719 
.* ~ - 3.207 


r = 

tan 0 = 
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R>Pr< -3.207, -5.7 
19) 

6.556814013 
R>P8<-3.207, -5.7 
19) 

-119.2820682 


MR 


0 es un angulo del tercer cuadrante y debe ser elegido de modo que -180° < 0 £ 
180°. 


-5 719 

e = - 180° + tan -1 - — = -119.28° 

-3.207 

Las coordenadas polares son (6.557, — 119.28°). 

La figura 4 muestra la misma conversion hecha en un dispositivo de graficacion con 
una rutina preconstruida de conversion. 


(A) Convierta las coordenadas polares (8.677, — 1.385) a coordenadas rectangulares 
con tres cifras decimales. 

(B) Convierta las coordenadas rectangulares (-6.434, 4.023) a coordenadas polares 
con 0 medido en grados, - 180° < 0 < 180° y R > 0. 


Generalmente, un uso mas importante de la relacion rectangular polar es el de la 
conversion de ecuaciones de la forma rectangular a la forma polar, y viceversa. 


Conversion de una ecuacion de la forma rectangular a la forma polar 

Cambie x 2 + y 2 - 4y = 0 a la forma polar. 

Solucion Use r = x 2 + y 2 y y = /- sen 0. 


x 2 + y 2 - 4y = 0 
r 2 - 4rsen 6 = 0 
r(r - 4 sen 0) = 0 
r = 0 o r - 4 sen 0 = 0 

La grafica de r = 0 es el polo. Ya que el polo esta incluido en la grafica de r - 4 sen 0 
= 0 (sea 0 = 0), se puede descartar r — 0 y mantener solo 

r — 4 sen 0 = 0 


o 


r = 4 sen 0 La forma polar de x y 2 Ay = 0 


Cambie x 2 + y 2 - 6x = 0 a (a forma polar. 
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Conversion de una ecuacion de la forma polar a la forma rectangular 

Cambie r = -3 cos 0 a la forma rectangular. 

Solucion La transformacion de una ecuacion como esta a la forma rectangular es bastante difi- 
cil. Sin embargo, con un pequeiio truco, se vuelve muy facil. Se multiplican ambos 
lados por r, lo cual equivale a simplemente sumar el polo a la grafica. Pero el polo ya es 
parte de la grafica de r = -3 cos 0 (sea 0 = tt/2), asi que en realidad no se ha cambiado 
nada. 


r = — 3 cos 8 

r 1 = —3 r cos 0 Multip i: que ambos lados oor r 
X 2 + y 2 = — 3x r 7 = k 1 - y y r COS 0 * 

JT + >' 2 + 3x = 0 


Cambie r + 2 sen 0 = 0 a la forma rectangular. 


Ahora se considerara la graficacion de una ecuacion polar. La grafica de una ecuacion 
polar, tal como r = 30 o r = 6 cos 0, en un sistema coordenado polar es el conjunto de 
todas las coordenadas que satisfacen a la ecuacion polar. Ciertas curvas tienen repre- 
sentaciones mas simples en coordenadas polares, y otras curvas tienen las representa- 
ciones mas simples en coordenadas rectangulares. 

Para establecer los fundamentos en una graficacion de ecuaciones polares, se ini- 
cia con una grafica punto por punto. Despues se considera una manera mas rapida de 
hacer dibujos burdos de ciertas curvas polares. Y, finalmente, se muestra como graficar 
curvas polares con un dispositivo de graficacion. 

Para graficar una ecuacion polar usando la grafica punto por punto, de igual 
manera que con coordenadas rectangulares, se hace una tabla de valores que satisfagan 
la ecuacion, se dibujan estos puntos, y despues se unen con una curva suave. El ejemplo 
5 ilustra el proceso. 


Graficacion punto por punto 


(A) Grafique r = 8 cos 0 con 8 en radianes. 

(B) Convierta la ecuacion polar del inciso (A) a la forma rectangular, e identifique la 
grafica. 


Solucion (A) Se construye una tabla usando multiplos de rc/6, dibuje estos puntos y despues 
unalos con una curva suave (figura 5): 


-* i 


U - 

M T- 
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Problema seleccionaciu • 


FIGURA 6 


0 

T 


0 

8.0 

3tt 

tt/6 

6.9 

4 

517 

it/3 

4.0 

6 

-t/2 

0.0 


2tt/3 

-4.0 

* 

5tt/6 

-6.9 


TT 

8.0 

7tt 

'6 


Repeticiones graficas 


4tt 

3 

rICURA 5 

(B) ;• = 8 cos 0 

r 2 = 8r cos 0 
x 2 + y 1 = 8x 
jr - 8 jc + y 2 = 0 

.v 2 - 8* + 16 + r = 16 


•* 


2 


T 

4 


II 

6 



3tt 

2 


5ir 


3 


Hr 

6 

7tt 

4 


Multiphque ambos lados por r. 

Cambie a la forma rectangular. 

Complete e 1 cuadrado en el lade -zou erdo. 


(jc - 4) 2 + / = 4 2 


Ecuacion estandar de tin circulo 


La grafica del inciso (A) es un ci'rculo con centra en (4, 0) y radio 4 (vease la 
seccion 2-1). 


(A) Grafique r = 8 sen 0 con 0 en grados. 

(B) Convierta la ecuacion polar en el inciso (A) a la forma rectangular, e identifique 
la grafica. 


Si solo se desea hacer un burdo dibujo de una ecuacion polar que implique a sen 0 
o cos 0, se puede dibujar mas rapido con el proceso de graficacion punto por punto 
aprovechando la variacion uniforme de sen 0 y cos 0 conforme 0 se mueve alrededor 
del circulo unitario. Este proceso se llama graficacion polar rapida. Es conveniente 
observar la figura 6 durante el proceso. Con un poco de practica se puede hacer mental- 
mente la mayor parte del trabajo de graficacion rapida, y se puede hacer un dibujo 
burdo a partir de la ecuacion. 


(cos 0, sen 0) 



(- 1 , 0 ) 


o 
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Graficacion polar rapida 

Dibuje r = 4 + 4 cos 0 usando tecnicas de graficacion rapida con 0 en radianes. 

Solucion Se hace una tabla que indique como varia r conforme 0 varia por cada conjunto de 
valores del cuadrante. 


0 

varia de 

cos 0 
varia de 

4 cos 0 
varia de 

r = 4 + 4 cos 0 
varia de 

0 a Jt/2 

1 a 0 

4 a 0 

8 a 4 

7i/2 a 7t 

0 a -1 

0 a -4 

4 a 0 

k a 37t/2 

-la 0 

-4 a 0 

0 a 4 

3rc/2 a 2 n 

0 a 1 

0 a 4 

4 a 8 


Observe que como 0 aumenta de 0 a tc/ 2, cos 0 disminuye de 1 a 0,4 cos 0 dismi- 
nuye de4a0yr = 4 + 4 cos 0 disminuye de 8 a 4 y asi sucesivamente. Trazando estos 
valores, se obtiene la grafica de la figura 7, llamada cardioide. 




17 

6 



10 ' 


0 


3it 


2 


Sir 

3 


11it 

6 

7rr 

4 


Grafique /- = 5 + 5 sen 0 usando tecnicas de graficacion rapida con 0 en radianes. 


Graficacion polar rapida 

Grafique r — 8 cos 20 con 0 en radianes. 

Solucion Se inicia con valores de 20 (en lugar de 0) pasando por cada conjunto de valores del 
cuadrante. Esto es, se inicia con valores para 20 en la segunda columna de la tabla, se 
llena la tabla y despues se llena la primera columna para 0. 
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Se imcla con la segunda columna 


0 

varia de 

20 

varia de 

cos 20 
varia de 

r = 8 cos 20 
varia de 

0 a tc/4 

0 a 7t/2 

I a 0 

8 a 0 

7t/4 a 7 c/2 

ti/ 2 a 7C 

0 a -1 

0 a -8 

nil a 37t/4 

7c a 3 tc/2 

-1 a 0 

-8 a 0 

37C/4 a 7t 

3ti/ 2 a 2 ti 

0 a l 

0 a 8 

7t a 57t/4 

2ti a 5 tt/2 

1 a 0 

8 a 0 

571/4 a 37t/2 

5n/2 a 3?t 

0 a -1 

0 a -8 

371/2 a 771/4 

37c a 7 tc/2 

-la 0 

-8 a 0 

771/4 a 27c 

771/2 a 47c 

0 a 1 

0 a 8 


Observe que conforme 20 aumenta de 0 a 7t/2, 0 aumenta de 0 a 71/4, y r disminuye 
de 8 a 0. Conforme 20 aumenta de k/ 2 a n, 0 aumenta de tt/ 4 a n/2 y r disminuye de 0 a 
-8 y asi sucesivamente. Se continua con la grafica hasta que se repite. Graficando los 
valores se obtiene la grafica de la figura 8, llamada rosa de cuatro petaios: 



2 


3 


7T 

4 


6 


0 


7r 

6 


5tt 


4 


4-n 


3 


3tt 


2 


5m 


3 


LI? 

6 " 

z? 

4 


Dibuje r = 6 sen 20 con 0 en radianes. 


En seguida se aborda la graficacion de ecuaciones polares con un dispositive de 
graficacion. El ejemplo 8 ilustra este proceso. 
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Solucion 


(A) r = 30,0sfl< 3 tt/2 


15 



-14 


FIGUR, 


fy Pr.'ill- 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Graficacion de ecuaciones polares con un dispositivo de graficacion 

Grafique cada una de las ecuaciones polares siguientes con un dispositivo de graficacion 
(los incisos (B) y (C) son de los ejemplos 6 y 7). 


(A) r = 30. 0 < 0 < 3rt/2 (la espiral de Arquimedcs) 

(B) r — 4 i 4 cos 0 (cardioide) 

(C) r = 8 cos 20 (rosa de cuatro petalos) 


Use un dispositivo de graficacion en el modo polar, y seleccione coordenadas polares 
medidas en radianes. Ajuste los valores de la ventana para acomodar la grafica comple- 
ta. A menudo es deseable una grafica cuadrada para mostrar la forma verdadcra de la 
curva como la que aqui se usa. Muchos dispositivos de graficacion, incluycndo el usa- 
do aqui, no niuestran una cuadricula polar. Cuando se usa la funcion TRACE, muchos 
dispositivos de graficacion ofrecen una opcion entre coordenadas polares y rectangula- 
res para puntos en la curva polar. Las graficas de las ecuaciones polares de arriba se 
muestran en la figura 9. 


(B) r = 4 -r 4 cos 9 


10 


( 

. 1 




10 


(C) r — 8 cos 20 


10 


A 

) 

fcrs 

i 

w 

) 


Grafique cada una de las siguientes ecuaciones polares con un dispositivo de graficacion. 

(A) r = 26, 0 0 ^ 2tt 

(B) r = 5 + 5 sen 0 (C) r — 6 sen 26 


(A) Grafique r 1 = 10 sen 0 y r2 - 10 cos 0 en la misma ventana de vision. Use la 
funcion TRACE en rl, y estime las coordenadas polares donde las dos grafi¬ 
cas se intersectan. Haga lo mismo para rl. ^Cual punto de interseccion parece 
tener las mismas coordenadas polares en cada curva y representa, consecuen- 
temente, una solucion simultanea a ambas ecuaciones? i,Cual punto de inter- 
seccion parece tener diferentes coordenadas polares en cada curva y, por 
consiguiente, no representa una solucion simultanea? Resuelva el sistemapara 
ry0. 

(B) Explique como los sistemas coordenados rectangulares difieren del sistema 
coordenado polar, con respecto al punto de interseccion y a las soluciones 
simultaneas de sistemas de ecuaciones en los sistemas respectivos. 
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* .^H'sunfts curvet 
5>olares cstar?dares 


HCORA irt 


Diagrams polar 
que muestra la velocidad optima 
de veleo en diferentes angulos con 
respecto al viento 


En un sistema coordenado rectangular los tipos mas sencillos de ecuaciones para graficar 
se encuentran usando las variables rectangulares x yy iguales a constantes: 

x = a y y = b 

Las graficas son lineas rectas: La grafica de x = a es una recta vertical, y la grafica de 
y = b es una recta horizontal. Una mirada a la tabla 1 muestra que las rectas vertical y 
horizontal no tienen ecuaciones simples en coordenadas polares. 

Dos de los tipos mas sencillos de las ecuaciones polares para graficar en un siste¬ 
ma coordenado polar se encuentran haciendo las variables polares r y 0 iguales a cons¬ 
tantes: 


r = a y 0 = b 

La figura 10 ilustra las graficas de 0 = 7t/4 y r = 5. 

2 


2it 
3n 3 


6 


90** 


120* 


135* 


150° 


60* 


45* 


30 4 


10 


o 


180* 


10 


0 r 


7tt 

6 


5Tf 
4 


4tt 

3 


3it 

2 


11 TT 
6 


5* 

3 


7ir 

4 


(i = j (corto para Or + 0 = J) 
Recta a partirdel origen 

(a) 


210 ’ 


225* 


315* 


240* 


300* 


270* 


r - 5 (corto para 06 + r = 5) 
Circulo 

(b) 


La tabla 1 ilustra varias graficas polares estandares y sus ecuaciones. La graficacion 
polar a menudo es mas facil si se tiene alguna idea de la forma final. 


Corredores de velero profesionales hacen graficas polares de la velocidad del barco en 
diferentes angulos con el viento y con diferentes combinaciones de velas a diferentes 
velocidades de viento. Con varias graficas polares para diferentes tamanos y tipos de 
velas, a diferentes velocidades de viento, pueden escoger exactamente una vela para el 
desempeno optimo en diferentes puntos con respecto a cualquier fuerza del viento dada. 
La figura 11 ilustra una de tales graficas polares, donde la velocidad maxima parece ser 
de aproximadamente 7.5 nudos a 105° del viento (con la vela spinnaker). 


120* 


90* 

10 



1S0 C 


60* 


^ < $ 


30* 


10 864202468 10 

Velocidad del barco (en nudos) 


Viento 
(10 nudos) 
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TABLA 1 



Recta que pasa 
por el origen: 
6 = o 

(a) 


Recta vertical: 
r = a/co s 0 
= o sec 0 

(b) 


Recta horizontal: 
r = o/sen 6 
= o esc 0 

(c) 


Cfrculo: 
r = a 

(d) 


Cfrculo: 
r = a cos 0 







Cfrculo: 
r = a sen 0 



Cardioide: 
r = a + a cos 0 


Cardioide: 
r = a + o sen 0 


(e) 


(0 


(g) 


(h) 


Rosa de tres petalos 
r = a cos 30 


Rosa de cuatro petalos 
r = o cos 20 


Lemniscata: 


Espiral de Arqufmedes: 
r = 00 , a > 0 


(i) 


(k) 


(0 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 


120 ° 


90 a 


60" 


135 c 


45° 


150 c D ^ 30* 


c 

180° -■ . — » 0 C 

5 10 

B 

210° 330° 

22 5 a 31 ^ 


240° 


270 ‘ 


300* 
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2. (A-) (1.603. -8.528) (B) (7.588, 147.98°) 

3. r = 6 cos 8 4. x 2 + / + 2y = 0 


Rcpeticiones 

graficas 


(B) x 2 + (v - 4)’ = 4- 

A Un clrculo con centra cn (0,4) y radio 4. 
6. r = 5 - 5 sen 6 
Cardioide 


7. r = 6 sen 20 

Rosa de ctiatro pctalos 


m|=i 
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8. (A) r = 20, 0 S 0 « 2ir 

10 



(B) r = 5 + 5 sen 0 

w 



(C) r = 6 sen 20 


10 


0 

0 


O 


7-5 


A _ 

Dibuje. A, B y C en los problemas del 1 al 8 en un sistema 
coordenado polar. 

1. A(4, 0°), 5(7, 180°), C(9, 45°) 

2. A(8, 0°), 5(5, 90°), C(6, 30°) 

3. <4(—4. 0°). S(—7, 180°), C(-9, 45°) 

4. A(-8, 0°), 5(-5, 90°), C(-6, 30°) 

5. A(8, —tt/ 3), 5(4, -ir/4), C(10, -tt/6) 

6. A(6, -tt/6), 5(5, - ir/2), C(8, -tt/4) 

7. A(-6, —tt/6), 5(-5, —rr/2), C(-8, —ir/4) 

8. A(-6, — tt/2), 5(—5, -tt/3), C(-8, — tr/4) 

Un punto en un sistema coordenado polar tiene coordena¬ 
das (—5,3rt''4). Encuentrc todas las otras coordenadas po¬ 
lares para el punto, — 2rt £ 9 s 27t, y dcscriba verbalmente 
como sc asocian las coordenadas con cl punto. 

Un punto en un sistema coordenado polar tiene coordena¬ 
das (6, -30°). Encuentre todas las coordenadas polares 
para el punto, —360° £ 9 s 360°, y describa verbalmente 
como las coordenadas estan asociadas con el punto. 

Graftque los problemas II y 12 en un sistema coordenado po¬ 
lar usando graficacion punto por punto y los valores especia- 
les 0. n/6, n/4, n/3, n/2, 2n/3, 3n/4, 5 k/' 6, y para n = 0. 

Verijique las graficas de los problemas 11 y 12 con un disposi- 
tivo de graficacion. 

11 . r= 10sen6 12 . r= 10cos0 


Grafique los problemas del 13 al I ben un sistema coordenado 
polar 

13. r = 8 14. r = 5 

15. 9 = tt/3 16. 0 = tt/6 

En los problemas del 17 a! 22, convierta las coordenadas po¬ 
lares a coordenadas rectangulares con ires cifras decimates. 

17. (6, tt/6) 18. (7, 2-77/3) 

19. (—2. 7tt/8) 20. (3,-3tt/7) 

21. (-4.233, -2.084) 22. (-9.028, -0.663) 

B _ 

En los problemas del 23 al 28, convierta las coordenadas rec¬ 
tangulares a coordenadas polares con 0 medido en grados. 
-180° < 9 5 180° y R 0. 

23. (3.5, 7.1) 24. (6.9, 4.7) 

25.(22,-14) 26.(16,-27) 

27. (-7.33,-2.04) 28. (-8.33,4.29) 

En los problemas del 29 al 38, use tecnicas de graficacion rd- 
pida para dibujar la grafica de cada ecuacion polar. 

Verifique las graficas de los problemas del 29 al 38 con un 
dispositivo de graficacion. 

29. r = 4$en0 30. r = 4 cos 0 31. r = lOsen20 

32. r = 8 cos 20 33. r = 5 cos 30 34. r — 6 sen 30 

35. r = 2 + 2sen 0 36. r = 3 + 3 cos 9 

37. r = 2 + 4 sen 0 38. r = 2 + 4 cos 0 
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Los problemas del 39 al 44 son problemas de exploracion que 
requieren del uso de un dispositivo de grajicacion. 

39. Grafique cada ecuacion polar en su propia ventana de vi¬ 
sion: r = 2 + 2 sen 0, r = 4 + 2 sen 6, r = 2 + 4 sen 0 

40. Grafique cada ecuacion polar cn su propia ventana de vi¬ 
sion: r = 2 + 2 cos 0, /• = 4 4- 2 cos 0, r = 2 + 4 cos 0 


los pequenos de la grafica y como estan relacionados en- 
tre si y con respecto a n los petalos largos y pequenos. 

Grafique r — 1+2 cos (n0) para diferentes valores de n, n 
cs un numero natural. Describa como esta relacionado n 
con el numero dc petalos largos y con el numero de peta- 
los pequenos en la grafica y como estan relacionados los 
petalos largos y pequenos entre si y con respecto a n. 


(A) Grafique cada ecuacion polar en su propia ventana 
de vision: r = 4 sen 0, r «■ 4 sen 30, r = 4 sen 50 

(B) ^Podria usted adivinar el numero dc pctalos para r = 
4 sen 70? 

(C) ^.Podria usted adivinar el numero dc petalos para r = 
a sen n%, a > 0 y n impar? 

(A) Grafique cada ecuacion polar en su propia ventana 
de vision: r = 4 cos 0, r = 4 cos 30, r = 4 cos 50 

(B) ^Podria usted adivinar cl numero de petalos para r = 
4 cos 70? 

(C) <•,Podria usted adivinar el numero de petalos para r = 
a cos «0, a > 0 y n impar? 

(A) Grafique cada ecuacion polar en su propia ventana 
de vision: r = 4 sen 20, r = 4 sen 40, r = 4 sen 60 

(B) ^.Podria usted adivinar el numero dc petalos para r = 
4 sen 80? 

(C) ^Poclria usted adivinar el numero dc petalos para r = 
a sen «0, a > 0 y n par? 

(A) Grafique cada ecuacion polar en su propia ventana 
de vision: r = 4 cos 20, r = 4 cos 40, r- 4 cos 60 

(B) /.Podria usted adivinar cl numero de petalos para r = 
4 cos 80? 

(C) Podria usted adivinar el numero de petalos para r = 
a cos «0, a > 0 y n par? 

En los problemas del 45 al 50, cambie cada ecuacion rectan¬ 
gular a la forma polar. 

45. y 1 = 5y - .r 2 46. 6.r - jc 2 = y 2 

47. y = .r 48. x 2 + y 2 = 9 

49. y 2 = 4:i' 50. 2xy = 1 

En los problemas del 51 al 56, cambie cada ecuacion polar a 

la forma rectangular. 

51. /•(3 cos 0 — 4sen 0) = — 1 

52. r( 2 cos 0 + sen 0) = 4 53. r = — 2 sen 0 

54. r — 8 cos 0 55. 0 = 7r/4 56. r = 4 

c_ 


En los problemas del 59 al 62. grafique cada sistema de 
ecuaciones en el mismo conjunto de ejes coordenados polares. 
Despues resuelva simultaneamente al sistema. [Nota: Cual- 
quier solucion (r r 0 ) para el sistema debe satisfacer cada ecua¬ 
cion en el sistema y asi se identifica un punto de interseccion 
de las dos gra fwas. Sin embargo, puede haber otros puntos de 
interseccion de las dos graficas que no tengan coordenadas 
que satisfagan ambas ecuaciones. Esio representa la mayor 
diferencia entre el sistema coordenado rectangular y el siste¬ 
ma coordenado polar. ] 


59. r = 4 cos 0 
r = -4scn0 

0 < 0 S 7T 

61. r = 6 cos 0 
r = 6 sen 20 
O’ses 360° 


60. r - 2 cos 0 
r = 2sen0 

0s 0 < TT 

62. r = 8 sen 0 
r = 8 cos 20 
0° ^ 0 si 360° 


63. Geometria analitica. La formula dc la distancia para la 
distancia entre dos puntos en un sistema coordenado polar 
se sigue directamente de la ley de los cosenos: 


d 2 = rf + r\ - 2r,r 2 cos(0 : - 0,) 
d — Vn + ri - 2r,r 2 cos(0, — 0,) 


Encuentre la distancia (con tres cifras decimales) entre los 
dos puntos P,(4,7t/4) y P 2 {1, 71/2). 


Pfdl, 02 ) 

d 


~~ Pifa, 9,) 



r 64. Geometria analitica. Rcmitase al problema 63. Encuen¬ 
tre la distancia (con tres cifras decimales) entre los a 
puntos Pf2, 30°) y P,( 3, 60°) 


Los problemas 57 y 58 son problemas de exploracion que re¬ 
quieren del uso de un dispositivo de grdficacion. 

Grafique r— 1+2 sen (n0) para diferentes valores de n, n 
es un numero natural. Describa como esta relacionado n 
con el numero dc petalos largos y con el numero de Deta- 


Los problemas 65 y 66 se refteren al diagrama polar de la ft- 
gura. Los diagramaspolares de este tipo son usados amp 1 .:-- 
mentepar corredores de velero profesionales, y este diagtu 
polar representa velocidades en mtdos de ana navegaaon Jr 
alto desempeiio de velero para diferentes angulos de un view 
soplando a 20 nudos. 
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Viento de 20 nudos 

T 

JO* JO' 

60 - 60 ' 

/’ K Jk—/*■-. a • v JC 



120 ' 120 ’ 

150' * - ISO* 

1 * 0 ' 

65. Competencia de veleros. Con referencia a la figure, aproxi- 
me al nudo mas cercano la velocidad del velero que nave- 
ga formando los angulos siguientes con el viento: 30°, 75°, 
135°y 180° 

66. Competencia de veleros. Con referencia a la figure, aproxi- 
me al nudo mas cercano la velocidad del velero que nave- 
ga formando los angulos siguientes con el viento: 45°, 90°, 
120°y 150° 

67. Secciones cdnicas. Usando un dispositivo de graficacion, 
grafique la ecuacion 

8 

r =- 

1 — e cos 6 

para los valores siguientes de e (llamada excentricidad de 
la conica), e identifique cada curva como una hiperbola, 
elipse o parabola. 

(A) e = 0.4 (B) e = 1 (C) €>=1.6 

(Es instructive explorer la grafica para otros valores posi- 
tivos de e.) 

68. Secciones cdnicas. Usando un dispositivo dc graficacion, 
grafique la ecuacion 


- 8 
1 - e cos 6 

para los valores siguientes de e. e identifique cada curva 

como una hiperbola, elipse o parabola. 

(A) e = 0.6 (B) e =1 (C) e = 2 

Astronomia. (A) El planeta Mercurio viaja alrededor del 

Sol en una orbita ellptica dada aproximadamente por 

3.442 X IO 7 
1 - 0.206 cos 0 

r esta medido en millas y cl Sol esta en un polo. 
Grafique la orbita. Use la funcion TRACE para 
cncontrar la distancia entre Mercurio y el Sol en el 
afelio (la distancia mas grande desde el Sol) y en 
el perihelio (la distancia mas corta desde el Sol). 

(B) Johannes Kepler (1571-1630) mosno que una linea 
que une un planeta con el Sol barre areas iguales en 
el espacio en intcrvalos iguales de tiempo (vease 
figure). Use esta infortnacion para determinar si un 
planeta viaja mas rapido o mas lento en cl afelio que 
en cl perihelio. Explique su respuesta. 



SECCION 



Numeros complejos en formas 
rectangulares y polares 


Forma rectangular 
Forma polar 

Multiplicacion y division en forma polar 
Nota historica 


Utilizando los conceptos de coordenadas polares estudiados en la seccion anterior, se 
mostrara que los numeros complejos se pueden escribir en forma polar, la cual puede 
ser muy util en muchas aplicaciones. Conviene repasar en forma breve los numeros 
complejos estudiados en la seccion 1-5 antes de proseguir. 
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Recuerde de la seccion 1 -5 que un numero complejo es cualquier numero que se puede 
escribir en la forma 


a + bi 


Eje imaginario 


(a,b) 
a + bi 


Eje real 
Plano complejo. 


donde ay b son numeros reales e i es la unidad imaginaria. En consecuencia, asociado 
con cada numero complejo a + bi es el unico par ordenado de numeros reales (a, b) y 
viceversa. Por ejemplo, 


3-5 i corresponde a (3,-5) 

Asociando este par ordenado de numeros reales con puntos en un sistema 
coordenado rectangular, se obtiene un piano complejo (vcase figura 1). Cuando los 
numeros complejos cstan asociados con puntos en un sistema coordenado rectangular, 
se refiere al eje * como el eje real y al ejey como el eje imaginario. Se dice que el 
numero complejo a + bi esta en la forma rectangular. 


Graficacion en el piano complejo 

Dibuje los siguientes numeros complejos en un piano complejo: 

A = 2 + 3i B = -3 + 5i C = -4 D = -3 i 


Solucion 


y 



Grafique los siguientes numeros complejos en un piano complejo: 

A = 4 + 2/ B = 2 - 3i C = -5 D = 4r 


EXPLORACION Y ANALISIS1 Sobre una recta numerica real hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto de 

los numeros reales y el conjunto de puntos sobre la recta: Cada numero real esta aso¬ 
ciado con exactamente un punto sobre la recta, y cada punto sobre la recta esta asocia¬ 
do exactamente con un numero real. i,Hay tal correspondencia entre el conjunto de los 
numeros complejos y el conjunto de puntos en un piano extendido? Explique como se 
puede establecer una correspondencia uno a uno. 
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Los numeros complejos tambien se puedcn escribir en forma polar. Lsando las rela- 
ciones rectangular-polar de la section 7-5, 


x = r cos 0 y y = r sen 0 


sc puede escribir el numero complejo z — x + iy en la forma polar como sigue: 


szular 


Relation polar- 


i+i)►Polar 

1.41e A <.79i,> 


uie- 


z = a' + iy = r cos 0 + ir sen 0 = rfcos 0 + i sen0) (1) 

Bsta relation polar rectangular se ilustra en la figura 2. En un tratamiento mas avanza- 
do de este tema, sc establece la famosa ecuacion siguiente: 


( 2 ) 

donde e ,(l obedece todas las leyes basicas de los exponentes. En consecuencia, la ecua¬ 
cion (1) toma la forma 


(3) 

Se usara libremente re' 6 como una forma polar para un numero complejo. De hecho, 
algunos dispositivos de graficacion despliegan la forma polar de x + iy de esta manera 
(vease figura 3, donde 0 esta en radiancs). 

Como cos 0 y sen 0 son ambos periodicos con periodo 2n, se tienc 

cos(0 - 2 Att) = cos 0 

k cualquier entero 

sen(0 4- 2kv) = sen 0 

Por consiguiente, se puede escribir una forma polar mas general para un numero com¬ 
plejo z = x + iv, como se muestra en seguida, y se observa que re® es periodica con 
periodo 2 kn, k es cualquier entero. 


DEFINICION 1 Forma polar general de un numero complejo 

Para k cualquier entero, 

z = x + iy = /-[cos (0 -r 2/ck) 4- / sen (0 + 2/fcrc)] 

= + Ikni 


El numero r se llama modulo, o valor absoluto. de z y se denota por mod z o |zj. 
El angulo polar que forma la recta que une a z con el origen al eje polar se llama 
argumento de z y sc denota por arg z. En la figura 2 se ven las siguientes relaciones: 


DEFINICION 2 El modulo y el argumento para z = x + iy 

mod z = r = Vx 2 + y 2 Nunca es negativa 
arg z = 0 + 2 Alt k es cualquier entero 

donde sen 0 = ylr y cos 0 = x!r. Por lo general se elige el argumento 0 de manera 
que -180° < 0 ^ 180° o -n < 0 ^ 7t. 
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EJEMPLO De la forma rectangular a la polar 

Escriba los incisos (A)-(C) en la forma polar, 8 esta en radianes, — n < 0 < 7i. Calcule 
el modulo y el arguments para cada inciso (A) y (B) exactamente; calcule tambien el 
modulo y el argumento para el inciso (C) con dos cifras decimales. 

(A) z, = 1 - i (B) z 2 = — V3 - ; (C) z ? = -5 - 2 i 

Solucion Localice priniero en un piano complejo; despues, si x y v estan asociados con angulos 
especiales, r y 0 a menudo se pueden determinar por examinacion. 

(A) Un dibujo muestra que z t esta asociado con un triangulo especial de 45° (figura 
4). Asi que, por examinacion, r = V 2, 0 = — rt/4 (no 771/4), y 



/ it\ 

1 77 \ 

z, = V2 

cos —- 

+ /sen - — 


- \ 4 ) 

\ 4yj 




FIGURA 4 


/A 


u; 


r 


-1 


1 

1 - / 


(B) Un dibujo muestra que z, esta asociado con un triangulo especial de 30°-60° (fi¬ 
gura 5). De manera que, por examinacion, /• = 2, 0 = 571/6, y 

J 5tt 5it 

z, = 2i cos — 4- (sen—- 
\ 6 6 

_ Sir/6)<' 


FIGURA 5 



(C) Un dibujo muestra que z, no esta asociado con un triangulo especial (figura 6). 
De modo que se procede como sigue: 


Con dos cifras decimales 


I 


/-= V(-5) 2 + (—2) 2 = 5.39 
0 = —+ tan -1 \ = —2.76 


Con dos cifras decimales 
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Esto es, 


z 3 = 5.39 [cos(—2.76) + /sen(-2.76)] 
= 5.39f <_2 ' 76) ' 


f-CURA 6 


y 

-5 



-5 - 2i 


La figura 7 muestra la misma conversion hecha por un dispositivo de graficacion 
con una rutina preconstruida de conversion. 

FtGURA s -5 - 2 i = 

539e- 17 “. 


<'5-2v )►Polar 
5.39e A < -2.76i> 


Escriba los incisos (A) a (C) en forma polar, 6 esta en radianes, - ji < 0 < tc. Calcule el 
modulo y el argumento para los incisos (A) y (B) exactamente; calcule tambien ei 
modulo y el argumento para el inciso (C) con dos ciffas decimales. 

(A)’-l + /' (B) 1 * /V3 (C) -3 - 5 i 


De la forma polar a la rectangular 


Escriba los incisos (A)-(C) en forma rectangular. Calcule los valores exactos en los 
incisos (A) y (B); en el inciso (C) calcule ay b para a + hi con dos ciffas decimales. 

(A) = 2e (in,0)i (B) z 2 = (C) z 3 = 7.\9e~ 2 ™ 

Solucion (A) x + iy = 2e (S,r/6) ‘ 


.. 5rr 5 tt 

= 2| cos — + rsen— 
6 6 



= -V3 + / 


(B) x + iy = 3e~ M ‘ l 


= 3[cos(-60°) + /sen(-60°)l 
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7.19e A <-2.131)►R 

ect 

-3.81-6.091 


7.l9c- ; ’ 3 ' = -3.81 - 6.09/. 


/ 1 \ 

= 3 L, l + a 



3 3V3 

—-r— i 


(C) .V + iy = l.\9e~ 1A:u 

= 7.19[cos(—2.13) + /sen(— 2.13)1 
= -3.81 - 6.09 i 


La figura 8 muestra la misma conversion hccha por un dispositivo dc graficacion con 
una rutina dc conversion preconstruida. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Si su calculadora tiene una rutina preconstruida de conversion de polares a rectangu- 

lares, intente con Vie 45 ”*' y V / 2e <R/4)f , despues invierta el proceso para ver si se vuel- 
ve al punto de partida. (Para numeros complejos en forma polar exponencial, algunas 
calculadoras requieren que 0 este en modo radian para ejecutar los calculos. Estudie 
su manual del usuario.) 


Escriba los incisos (A)-(C) cn la forma rectangular. Calcule los valorcs exactos de los 
incisos (A) y (B); en el inciso (C) calcule ay b para a + bi con dos cifras decimales. 

(A) z, = V2c < -"' 2,i (B) z 2 = 3e 12t> “' (C) z 3 = 6.49c- 208 ' 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 Sea z, = V3 + / y z 2 = 1 + iV 3 

(A) Encuentre z,z 2 y z,/z, usando las formas rectangulares de z, y z r 

(B) Encuentre z,z 2 y z,/z 2 usando la forma polar exponencial de z, y z 2 , 0 esta en 
grados. (Suponga que las leyes del producto y el cociente de exponentes se 
cumplen para e®.) 

(C) Convierta los resultados del inciso (B) de nuevo a una forma rectangular y 
compare con los resultados del inciso (A). 


En este punto se encontrara que hay cierta ventaja de representar a los numeros com¬ 
plejos en forma polar: La division y la muitiplicacion son muy faciles. El teorema 1 
proporciona la razon. (La forma exponencial polar de un numero complejo obedece las 
reglas del cociente y del producto para exponentes: b'"If = b m '” y b"Vb' : = b”‘ \) 
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Teorema 1 


So I u cion 


Productos y cocientes en forma polar 

Si z, = r^' 0 ' y z 2 = r 2 e m \ entonces 

1. ZjZ, = = 7y 2 e' (0 ' T ° 2) 


Se establece la propiedad de la multiplication y sc deja la propiedad del cociente 
para el problema 32 del ejercicio 7-6. 


= r i e" >l r 2 e 


i 0 2 


= r,r 2 (cos 0, + /'sen 0,)(cos 0 2 4 i sen 0 2 ) 


Escriba en :yma 
t'lgonometriea. 
M . nplique. 


= 7y 2 (cos 0, cos 0 2 + ; cos 0, scn0 2 4 

/sen0, cos 0 2 - sen0, sen0 2 ) 

= 7-,7- : [(cos 0, cos 0 2 - sen0, sen0 2 ) + 

f(cos 0, cos 0 2 — sen 0 1 cos 0 2 )] 

= /■ 1 r 2 .rcos(0| - 0 2 ) + 7scn(0 , 4 0 2 )J 

_ .. Kscr-ba en forma 

1 2 ‘ exponential 


Productos y cocientes 

Sir = 8c 43 • yz 2 = 2e sm , encuentre: 
(A) z,z 2 (B) z,/z 2 

(A) z,z 2 = 8c 43 ' ,f • 2e 30 "' 

= 8-2^ 45 ”' 30 “> = 16c 7 " 1 

I I 

I-1 

„ z, 8c 45t ' 

(B) z, 2*»*' 

f-1 

= - 4^1 S*i 

I 

I_I 


Sir, = 9£> lh5 ''yz, = 3<? 53 '\ encuentre: 
(A) z,z, (B) z,/z 2 
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Es muy dificil encontrarun area en las matematicas que no tenga la huella del famoso 
matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), quien invirtio la mayor parte de su vida 
productiva en la New St. Petersburg Academy en Rusia y en la Prussian Academy en 
Berlin. Uno de los mas prolificos escritores en la historia de las matematicas, a el se le 
acredita la unificacion y estandarizacion de las siguientcs notaciones familiares: 

f{x) notacion de funcion 
e base del logaritmo natural 
/' unidad imaginaria. V— 1 

Para el interes inmediato, el es tambien el responsable de la extraordinaria relacion 

e‘° = cos 0 + / sen 0 

Si se hace 0 = n. se obtiene una ecuacion que relaciona cinco de los mas importantes 
numeros en la historia de las matematicas: 

e'" -l- 1 = 0 


Respuestas a los probiemas seieccionados 
1. Y 



2. (A) V2fcos(3-rr/4) - )sen(3rr/4)] = y^e' 3 "' 4 ’ 1 

(B) 2[cos(tt/ 3) - isen(n/3)] = 2e""-“ 

(C) 5.83[cosf—2.11) + isen(-2.10] = 5.83?- 2 "' 

3 3V3 

3. (A) — V2i (B1 (C) -3.16 - 5.67/ 

4. (A) i.z, = 27e 220-1 (B) z,/z 2 = le' ,cr ‘ 


EjERCICIO 


7-6 


A _ 

En los probiemas del / a18, dibitje cada conjunto de numeros 
complejos en un piano complejo. 

1. A = 3 + 4/. B = -2 - i. C = 2 i 

2. A = 4 + i, B = -3 + 2/, C = —3/ 

3. A = 3 - 3 i,B = 4, C = -2 + 3/ 

4. A = -3. B = -2 - /, C = 4 -r 4 i 

5. .4 = S = VV" S ", C = 4e l1T,2li 


6. 4 = B = 4e™, C = \- / 2e <35r/4) ' 

7. 4 = 4e- |5 "*',fi = 3e 20 '', C = 5e- m ‘‘ 

8. 4 = 2e l5t, °', 6 = 3e C = 4e ?y ‘ 

B _ 

En los probiemas del 9 al 12, cambie los incisos (A)-(C) a la 
forma polar. Para los probiemas 9v / 0, elija $ en grados, - I8(f 
< 0 s 180°; para los probiemas 11 y 12, elija 0 en radianes 
— n < 0 s Ji. Calcule el modulo v el argumento para los incisos 
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(A) v (B) exaclamente; calcule el modulo y el argumento para 
el inciso (C) con clos cifras decimates. 


9. (A) V3 + i (B) -1 - i 

10. (A; -1 + iV 3 (B) -3/ 

11. (A) -iV3 (B) - V3 - i 

12. (A) V! - i (B) -2 + 2i 


(C) 5 - 6/ 

(C) -7 - 4: 
(C) -8 + 5/ 
(C) 6 - Si 


Ea los problemas del 13 al 16, cambie los incisos (A)-(C) a 
msa forma rectangular. Calcule los valores exactos para los 
- isos (A) y (B); para el inciso (C) calcule a y b para a + bi 
on dos cifras decimoles. 

13. (A) 2e^ w (B) V2e~ 4f> ‘‘ (C) 3.08c 2 

M (A) 2e™‘‘ (B) V2e< (C) 5.71e °- 48i 

15. (A) 6e iTli “ (B) (C) 4.09e-' 22 * 8 '' 

It (A) V3e ( -’ T ' 2> ' (B) \ / 2e' ,, °‘ (C) 6.83« l08 82 “ f 

Eh los problemas del 17 al 22, encuentre z, z,y zfz.. 

1*. z, = 7e 82 '', z 2 = 2e sn 18. z, = 6e' iw . z 2 = 3e wv 

19. z, = 5e 32 \ z 2 = 2e m 20. z, = 3<> 67 \ z 2 = 2e 9 ^ 

11. z, = 3.0.V 176 ', = I 1.94<?**' 

2.:, = 7.11 e°™z 2 = 2.66c 1 ° 7 ' 

V^plifique los problemas del 23 al 26 directamente v usando 
fc forma polar. Escriba las respuestas enforma rectangular y 
jmlar. 0 estci en grados. 


23 - (-1 + i ) 2 
2 S . (-1 + 0(1 + 0 
27. (1 — if 


24. (1 + 0 2 

26 . (1 + ivl)(\'3 + 0 

28. (I + O’ 


c___ 

29. Vtuesire que r l ' 3 e*' 3 es una raiz cubica de re m . 

30. Muestrc que r l 2 e" 2 es una raiz cuadrada de re'". 

Si r = re‘ b , muestrc que z 2 = r 2 ? 26 ' y z 3 = rV ,: . /,Que pien- 
sa que sera z" para n un numero natural? 

32. Pruebc: 



ii e ‘(8 ■ 9.-) 
r 2 


APL1CAC10NES 

33. Fuerzas y niimeros complejos. Un objeto se localiza en 
el polo, v dos fiierzas u y v actuan sobre el. Sean las fuer¬ 
zas vectores que van del polo a los niimeros complejos 
20c 0 '' y 10e a '‘\ respectivamente. La fuerza u tiene una 
magnitud de 20 libras en la direccion de 0°. La fuerza v 
tiene una magnimd de 10 libras en una direccion de 60°. 

(A) Convierta estos niimeros complejos de la forma polar 
a la forma rectangular y sume. 

(B) Convierta la suma del inciso (A) anterior a la forma 
polar. 

(C) LI vector que va del polo al numero complcjo del 
inciso (B) es la resultante de las dos fuerzas originales. 
^Cual es su magnibid y direccion? 

34. Fuerzas y niimeros complejos. Repita el problema 33 con 
las fuerzas u y v asociadas con los niimeros complejos 8^' 
y 6e M \ respectivamente. 


SECCION 



r 


El teorema de De Moivre 


El teorema de De Moivre, n es un numero natural 
Raices nesimas de z 


Ahora se vera uno de los mas grandes teoremas dc las matematicas, el teorema de De 
Moivre. Abraham De Moivre (1667-1754), frances de nacimiento, invirtio la mayor 
parte de su vida en Londrcs dando clases privadas, escribiendo y publicando en mate¬ 
maticas. Pertenecio a muchas prestigiosas sociedades profesionales de lnglaterra, Ale- 
mania y Francia, y fue amigo cercano de Issac Newton. 

Usando la forma polar para un numero complejo, De Moivre establecio un teore¬ 
ma que aun Ileva su nombre para elevar numeros complejos a potencias de niimeros 
naturales. Lo que es mas importante, este teorema es la base del teorema de la raiz 
nesima, que permite encontrar todas las raices nesimas de cualquier numero complejo, 
real o imaginario. 
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Se inicia con la exploration y analisis 1 y se generaliza a partir de esta exploracion. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Repitiendo el uso de la formula del producto para la forma polar exponencial re 

analizada en la seccion anterior, se establece lo siguiente: 

1. (x + iy ) 2 = (re 6 ') 2 = He 26 ' 

2. (x + iy)’ = (re 8 ') 3 = rV 8 ' 

3. (x + iyf = (re 8 ) 4 = /V 6 ' 

Con base en las formas 1-3, y con n un numero natural, ^como piensa que seria la 
forma polar de (x + iy)"'? 


Si usted considero r"e n0i , ha adivinado el teorema de De Moivre, el cual ahora 
expresa sin prueba. Una prueba completa de este teorema para todos los numeros natu- 
rales n requiere de un metodo de prueba llamado induction malematica, que se analiza 
en la segunda seccion de "Sucesiones y series”. 


Teorema 1 El teorema de De Moivre 

Si 2 = x + iy = re' 1 ’, y n es un numero natural, entonces 
z" = (x + iy)" = (re' 8 )" = r"e" 6 ' 


Las potencias de un numero natural de un numero complejo 


Use el teorema de De Moivre para encontrar (1 + i) Kl . Escriba la respuesta en foi 
rectangular exacta. 


Solucion 


(1 + 0’° = (V2e 45 ') 10 

= (V2)’V ,(M5,) ' 

= 32e 450 ' 1 

= 32(cos 450° + i sen450 o ) 
= 32(0 + i) 

= 32/ 


Convierta 1 - i a la forma polar. 
Use el teorema de De Moivre. 
Cambie a la forma rectangular. 


Forma rectangular. 


Use el teorema de De Moivre para encontrar. (1 + /V 3) 5 . Escriba la respuesta en 
forma polar exacta y en la forma rectangular. 





Las potencias de un numero natural de un numero complejo 

Use el teorema de De Moivre para encontrar (—V''3 + if. Escriba la respuesta en 
fonna exacta rectangular. 

( — V3 + i) 6 = (2e' 5 ° O 0 Convierta \ 3 i a la forma polar. 

Solution 

= 2V 6 ' 150 ’’' El Teorema de De Moivre 

= 64e* l in ' Cambio a la c orma rectangular 

= 64(cos 900° + / sen 900°) 

= 64(— 1 + (0) 

= — 64 Forma rectangular 

[Nora: - V3 + / debe seruna raiz sexta dc —64, ya que (—\ 3 + i) b = -64.] 


Use el teorema de Dc Moivre para encontrar (1 - /V 3) 4 . Escriba la respuesta en forma 
polar exacta y en forma rectangular. 


Se consideraran ahora las raices de numeros complejos. Se puedc decir que >v es una 
rai'z ziesima de z, « cs un numero natural, si w” = z. Por ejemplo, si iv- = z, entonces w 
es una raiz cuadrada de z. Si w 3 = z. entonces w cs una raiz ciibica de z. Y asi succsiva- 
rnente. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Si z = re m , entonces use el teorema de De Moivre para mostrar que r i!2 e m> ' es una 

raiz cuadrada de z y r l ' 3 e <8/3) ' es una raiz cubica de z. 

Se puede proccder de la misma manera que en la cxploracion y analisis 2 para 
mostrar que r 1 V 8 '" 1 es una raiz wesima de re m , n es un niunero natural: 

__ ^Alnyt 


Ahora se puede liacer algo aim mejor que esto. El teorema de la raiz rtesima (teorema 2) 
muestra como encontrar todas las raices /resimas de un numero complejo. 


Teorema 2 Teorema de la raiz nesima 

Para n un entero positivo mas grande que 1, 

+ B 60 V«), A- = 0, 1- 1 


son las n raices wesimas distintas de re' 1 ', y no hay otras. 






iMiwuitaicj cm i a uiyonomeina 


La prueba del teorema 2 se deja a los problemas 31 y 32 en el ejercicio 7-7. 


Determinacion de todas las rafces sextas de un numero complejo 

Encuentre las seis distintas ralces sextas de -1 + i\ 3, y grafiquelas en un piano 
complejo. 

Solucion Primero escriba -1 + /V 3 en la forma polar: 

-1 + (V3 = 2f? l2 ° c ‘ 

Usando el teorema de la raiz nesima, todas las seis raices estan dadas por 


21/6 e (l2U“,'<5+i-36076)/ _ •«< 


k = 0. 1, 2. 3, 4. 5 


Esto es, 


y 



M'l 


w 2 

W, 

w. 




= 2''6 g (2o°+ -so 1 )) = 2 ] > 6 e 20 "' 

— 2 1 / 6 (? < 2 (r + -HU'II - 2 | /6 £1 807 

= 2'<'6g(20“* - *y 1 -‘r. , |.ir 

= 2 l,6 t ,<20 ° + = 2 l/6 e 200 °' 

= 2 l/6 e t20 °' t ' ,60 ° ) ' = 2 1,6 e 26U " 1 

_ 2 u(, e {2a ’~ ' 60 ° ) ' = 2 i/ V 20 ‘' 


Todas las raices son facilmente graficadas en el piano complejo despues que se localiza 
la primera raiz. Los puntos de las raices estan igualmente espaciados alrededor de 
un circulo de radio 2 16 con incrementos angulares de 60° de una raiz a la siguiente 
(figura 1). 


Encuentre cinco raices distintas quintas de 1 + i. Deje todas las respuestas en la forma 
polar y dibujelas en un piano complejo. 


Solucion de una ecuacion cubica 

Resuelvax’ +1=0. Escriba las respuestas finales en la forma rectangular y dibujelas 
en el piano complejo. 


Solucion + i s= 0 

A"* = 1 

Se ve que x es una raiz cubica de -1, y hay un total de tres raices. Para encontrar las tres 
raices, primero se escribe — 1 en la forma polar: 


— 1 = 
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7-7 


A _ 

En los problemas del I a!6. use el teorema de De Moivre para 
evaluar cada una de las expresiones siguientes. Exprese las 
respues tax en forma polar. 

1. (2e™y 2. (5e' f, 'Y 

3. (V^e 10 ’ 1 ) 6 4. (Vie 15 ”') 3 

5. (1+/V3) 3 6. (V3 + 0 s 



B _ 

En los problemas del 7 al 12. encuentre los valores de cada 
expresion y escriba la respuesta final en la forma rectangular 
exacta. (Veriflque los resultados de los problemas del 7 al 12 
e\ : aluando cada uno directamente en una calculadora.) 


7. (—V3 - 0 4 
9. (1 - 0 s 


8. (- 1 + i) 4 

10. (- V 3 + if 


, i 1 V3., ,, ( 1 V3 .V 

2 2 \ 2 2 I 


Para n y z como se indica en los problemas del 13 ut 1H, en¬ 
cuentre todas las raices nesimas de s. Exprese las respitestas 
en forma polar 

13. z = 8e-' 0 ”', n = 3 14. z = 8<? J5 \ n = 3 

15. z = 81f*°\ n = 4 16. r = 16<’ w '\ n = 4 

17. z = 1 - /, n = 5 18. z = - 1 + i. n = 3 


(A) Muestre que —2 es una raiz dcx 3 + 8 = 0. ^.Cuantas 
otras raices tiene la ecuacion? 

(B) La raiz -2 esta localizada en un circulo con radio de 
2 en el piano complejo como se indica en la figura. 
Local ice las otras dos raices de a- 3 — 8 = 0 cn la figura. 
y explique geometricamente como cncontro su 
ubicacion. 

(C) Verifique que cada numero complejo encontrado en 
el inciso (B) sea una raiz de ,v ! + 8 = 0 



Para n y z como se indica en los problemas del 19 al 24, en¬ 
cuentre todas las raices nesimas de z. Escriba las respuestas 
en la forma polar y grafique en un piano complejo. 

19. z = 8, n = 3 20. z = 1. n = 4 

21. z = -16, n = 4 22. z= -8, « = 3 

23. z = i.n = 6 24. z = — n — 5 


En los problemas del 27 al 30, resuelva cada ecuacion para 
todas las raices. Escriba la respuesta final en forma polar exac¬ 
ta y en forma rectangular. 

27. a’ + 64 = 0 28. a"' - 64 = 0 

29. a~‘ - 27 = 0 30. a-' + 27 = 0 


(A) Muestre que 1 + / es una raiz de x 1 + 4 = 0. <,Cuan- 
tas otras raices tiene la ecuacion? 

(B) La raiz 1 + i esta localizada en un circulo con un 
radio dc V 2 cn el piano complejo como se indica en 
la figura. Localice las otras trcs raices de a- 4 + 4 = 0 
cn la figura, y explique geometricamente como 
cncontraria su ubicacion. 

(C) Verifique que cada numero complejo encontrado cn 
el inciso (B) cs una raiz de x J + 4 = 0. 


c_ 

31. Muestre que 

j"I fiigi Wit + WbO'V/i )fj ,! v y^t U 

para cualquier numero natural n y cualquier entero k. 
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32. Muestre que 

y 1 {Hgi 0/»+X:3 60V«)« 

es el mismo numero para k — 0 y k = n. 

En los problemax del 33 al 36, escriba las respuestas en la 
forma polar. 

33. Encucntre todas las raices complejas para P(x) = x s — 32. 

34. Encuentre todas las raices complejas para P(x) =■ x 6 + 1 . 


35. Resuelva or + 1 = 0 en el conjunto de los numeros com- 
plejos. 

36. Resuelva x’ — i = 0 en cl conjunto de los numeros com- 
plejos. 

En los problemas 37 y 36. e.scriba las respuestas usando for¬ 
mas rectangulares exacias. 

37. Escriba P(x) = x 6 + 64 como un producto de factores li- 
neales. 

38. Escriba P(x ) = x 6 — 1 como un producto de factores linea- 
les. 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 7 Secciones conicas y orbitas planetarias 
I Secciones conicas en forma polar 

(A) Introduccion a las conicas. Para entender las orbitas dc los planetas, los cometas y otros cuerpos 
celestes, es necesario saber algo de las propiedades y naturalcza de las secciones conicas. (Las secciones 
conicas sc abordan con detalle en e! capitulo 11. Aqui el tratamiento sera breve y se limitara a las repre- 
sentaciones polares). Las secciones conicas deben su nombre a las curvas que se forman al cortar un 
cono circular, recto y completo de dos hojas con un piano (figura 1). Cualquier piano perpendicular al 
eje del cono corta una seccion que es un drculo. Incline el piano levemente y la seccion sera una elipse. 
Si el piano es paralelo a una de las orillas del cono, cortara solo una hoja, y la seccion sera una parabola. 
Incline el piano para que este mas vertical, y entonces se cortaran ambas hojas del cono, lo que producira 
una hiperbola con dos ramas. Las orbitas cerradas son elipses o circulos. Cuando las orbitas son abiertas 
(o escapan) son parabolas o hiperbolas. 



Secciones conicas. 


(B) Conicas y excentricidad. Otra manera de definir las secciones conicas es en terminos de su excentri- 
cidad. Sea F un punto fijo, llamado foco, y sea d una linea fija, llamada directriz (vease figura 2). Para 
valores positivos de la excentricidad e, una seccion conica se puede definir como el conjunto de puntos 
{P} que tienen la propiedad de que la razon de la distancia de P al foco F con la distancia de P a la 
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directriz d es la constante e. Como se vera, una elipse, una parabola o una hiperbola se pueden obtener 
eligiendo e en forma adecuada. 

(C) La representation polar de conicas. Un tratamiento unificado de las secciones conicas se puede 
obtener usando un sistema coordenado polar. Las ecuaciones polares de conicas se usan ampliamente en 
mecanica celeste para describir y analizar las orbitas de planetas, los cometas, los satelites y otros cuer- 
pos celestes. 

Problema 1: La ecuacion polar de una conica. Use la definicion de la excentricidad de una seccion conica dada 
en el inciso (B) para mostrar que la ecuacion polar de una conica esta dada por 



(1) 


donde p es la distancia entre los focos F y la directriz d, el polo del eje polar esta en F, y el eje polar es perpendi¬ 
cular a d y esta apuntando hacia afuera de d (vease figura 2). 

Problema 2: Exploracion con un dispositivo de graficacion, 0 < e < 1. Para 0 < e < 1, use un dispositivo de 
graficacion para explorar sistematicamente la naturaleza de los cambios en la grafica de la ecuacion (1) cuando 
se cambia la excentricidad e y la distancia p. Resuma los resultados manteniendo fijo e y cambiar p, y los resul- 
tados de mantener p fijo y cambiar e. Para 0 < e < 1, ^que seccion conica se produce? 

Problema 3: Exploracion con un dispositivo de graficacion, e = 1. Para e = 1, use un dispositivo de graficacion 
para explorar sistematicamente la naturaleza de los cambios en la grafica de la ecuacion (1) cuando se cambia la 
distancia/?. Resuma los resultados de mantener e igual a 1 y cambiar/?. Para e = 1, ^que seccion conica se produce? 

Problema 4: Exploracion con un dispositivo de graficacion, e > 1. En e > 1, use un dispositivo de graficacion 
para explorar sistematicamente la naturaleza de los cambios en la grafica de la ecuacion (1) cuando se cambia la 
excentricidad e y la distancia p. Resuma los resultados de mantener e fijo y cambiar p y los resultados de mante¬ 
ner p fijo y cambiar e. Para e > 1, ^que seccion conica se produce? 

II Orbitas planetarias 

Ahora se esta interesado en encontrar las ecuaciones polares para las orbitas de planetas especificos donde el Sol 
esta en el polo. Entonces estas ecuaciones se pueden graficar con un dispositivo de graficacion, y se puede, 
ademas, contestar preguntas accrca de las orbitas. El material de la tabla 1, se encontro en el Almanaque mundial 
al que se puede acceder facilmente, esta redondeado con tres digitos significativos, y proporciona suficiente 
information para encontrar la ecuacion polar de cualquier orbita planetaria. 

Problema 5: Ecuaciones polares para las orbitas de ivfercurio, Tierra y Marte. En todos los casos el eje polar 
intersecta con la orbita del planeta en el afelio (la distancia mas grande al Sol). 
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(A) Muestre que la orbita de Mercurio esta dada aproximadamcnte por 

3.44 X 10 7 
1 - 0.206 cos 6 


TABLA 1 

Planeta 

Exccntricidad 

Max. distancia del Sol 
(millones de millas) 

Min. distancia del Sol 
(millones de millas) 

Mercurio 

0.206 

43.4 

28.6 

Venus 

0.00677 

67.7 

66.8 

Tierra 

0.0167 

94.6 

91.4 

Marte 

0.0934 

155 

129 

Jupiter 

0.0485 

507 

461 

Saturno 

0.0555 

938 

838 

Urano 

0.0463 

1 860 

1 670 

Neptuno 

0.00899 

2 820 

2 760 

Pluton 

0.249 

4 550 

2 760 


(B) Muestre que la orbita de la Tierra esta dada aproximadamente por 

9.30 X IQ 7 
1 - 0.0167 cos6 

(C) Muestre que la orbita de Marte esta dada aproximadamente por 

_1. 41 X 10 s 

1 - 0.0934 cos 6 

Problema 6: Graficando las orbitaspara Mercurio, Tierray Marte. Grafique las tres orbitas (Mercurio, Tierra y 
Marte) a partir de las ecuaciones de los incisos (A) al (C) en la misma ventana de vision de un dispositivo de 
graficacion. Escoja las dimensiones de la ventana para que la orbita de Marte llene la mayor parte de la ventana. 

Problema 7: Determination de las distancias y los dngulos relacionados con las orbitas. La figura 3 representa 
un esquema de la Tierra en dos ubicaciones durante su orbita. Encuentre la distancia en linea recta entre la 
posicion en A y la posicion en B con tres digitos significativos. Encuentre las medidas de los angulos BAO y ABO 
medidos en grados con una cifra decimal. La orbita de la Tierra cruza al eje polar en el afelio (la distancia mas 
grande desde el Sol). 


Orbita de la Tierra. 
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71 LEY DE LOS SENOS 

Un triangulo oblicuo es un triangulo sin un angulo rectangu- 
lo. Un triangulo oblicuo cs agudo si todos los angulos estan 
entre 0 y 90° y obtuso si un angulo esta entre 90 y 180°. La 
convention mostrada cn cstas figuras se sigue de este capitulo. 


b y a 

it _ 0 / 

c 

Triangulo agudo 



15 7 


c 


Triangulo obtuso 


El objetivo de esta y la siguiente section sera resolver un 
triangulo oblicuo dando tres de las scis cantidades indicadas 
cn la figura, si existe una solucion. La Icy dc los senos, anali- 
zada en esta section, y la ley de los cosenos, que se analiza en 
la siguiente, se usan para este proposito. La precision de los 
calculos esta dada en la tabla I. 


TABLA 1 

Triangulos y digitos 
significativos 

Angulo mas 
cercano 

Digitos significativos para 
la medida de un lado 

i° 

2 

lO'oO.I 6 

3 

1'0 0 . 01 ° 

4 

10 " 0 0 . 001 ° 

5 


La lev de los senos esta dada como 


TABLA 2 


a 


.Numero 

a de 

(It = b sen a) triangulos 


Figura 


Agudo 0 < a < h 


0 


V« 


i a 
'll 

i 


Agudo a = h 


b 


\oe 


h a 


Agudo h <a < b 


2 b i Casos 
a ,! a ambiguos 


Agudo a s b 


b 


Obtuso II < a s 4 


0 y 




Obtuso a > b 


b a 


7-2 LFY DE LOS COSENOS 


Av 


b 

X 


7 a 




sen a _ sen p _ sen 7 
a b c 


y se usa por lo general para resolver los casos ALA, AAL y 
LLA para triangulos oblicuos. El caso AAL se reduce facil- 
mente al caso ALA encontrando primero el tercer angulo. El 
caso LLA tiene diferentes variacioncs, incluyendo el caso am- 
biguo. Estas variaciones se resumen cn la tabla 2. Observe que 
el caso ambiguo siempre da como rcsultado dos tipos de trian¬ 
gulos, un obtuso y un agudo. 


La ley de los cosenos esta dada como 


a 1 — b 2 - c 2 — 2b<: cos a 

b 2 = a 1 + c 2 - lac cos p 

c 2 = a 2 t b 2 — 2be cos 7 
c 

y se usa por lo general como printer paso para resolver los 
casos LAL y LLL para triangulos oblicuos. Despues de que se 
encuentra un lado o un angulo usando la Icy de los cosenos, 
gcncralmente es mas factl continual' el proccso de solucion con 
la ley de los senos. 




,S 


v- 
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7 ' VtCTOPr* CEOM71 !' I i 

Un escalar es un nfimero real. Un vector geometrico de un 
piano es un segmento de recta dirigido y se represcnta por una 
flccha como se indica en la figura. 


P 



El punto O sc llama punto inicial, y el punto P se llama punto 
terminal. 

La magnitud del vector AB, denotado por \AB\ y |v|, o |v|, 
es la longitud del segmento dc recta dirigido. Dos vectores tie- 
nen la misma direccion si son paralelos y apuntan en la mis- 
ma direccion. Dos vectores tienen direcciones opuestas si son 
paralelos y apuntan cn direcciones opuestas. El vector cero se 
denota por 0, o 0. ticne una magnitud de cero y una direccion 
arbitraria. Dos vectores son iguales si tienen la misma magni¬ 
tud y direccion. Esto es, un vector se puede trasladar de un 
lugar a otro en tanto la magnitud y la direccion no cambien. 

La suma de dos vectores u y v se puede definir usando la 
regia de cola a punta. La suma de dos vectores no paralelos 
tambien se puede definir usando la regia del paralelogramo. 
Ambas reglas se muestran en la figura siguiente: 



Suma vectorial: regia de cola a punta 



u 


Suma vectorial: regia del paralelogramo 

Al vector u + v se le llama tambien resultante de los dos 
vectores u y v. y u y v se llaman componentes del vector de 
u + v. La suma dc vectores es conmutativa; es decir. u + v = 

V -r U. 

Un vector que representa la direccion y la velocidad de un 
objeto en movimiento se llama vector velocidad. La velocidad 
dc un avion con respecto al aire se llama velocidad aparente, 
y la velocidad con respecto a la Tierra sc llama resultante, o 


velocidad real. La velocidad resultante es la suma vectorial de 
la velocidad aparente y la velocidad del viento. Afirmaciones 
semejantes se aplican a objetos en agua sujetos a corrientes. 

Un vector que represcnta la direccion y la magnitud de 
una fuerza aplicada se llama vector fuerza. Si un objeto esta 
sujeto a dos fuerzas, entonccs la suma de estas dos fuerzas. la 
fuerza resultante, es una sola fuerza que actua sobre el objeto 
de la misma manera en que actuan las dos fuerzas originales 
juntas. 


4 sir roPFS ALCEBf.AIL 


Un vector geometrico AB en un sistema coordenado rectangu¬ 
lar trasladado de modo que su punto inicial esta en el origen, se 
dice que esta en posicion estandar. El vector OP tal que OP = 
AB se dice que esun vector estandar para/If?. Esto se mucstra 
en la figura siguiente. 


y 


. 



B 



p 

$ 

E 

i Nr 

Vector 


estandar 

-| 

A 


5 


x 


OP es el vector estandar para AB 


Observe que el vector OP en la figura es un vector estandar 
para un numero infinito de vectoresjtodos los vectores con la 
misma magnitud v direccion que OP). 

Con referenda a la figura anterior, si las coordenadas de A 
son (x a , yj y las coordenadas de B son (,v., y.j, entonces las 
coordenadas de P cstan dadas por 


(V y P ) = - x ai y„ - y„) 


Cada vector geometrico en un sistema coordenado puede 
estar asociado con un par ordenado dc numeros reales, las co¬ 
ordenadas del punto terminal de su vector estandar. De manera 
inversa, cada par ordenado de numeros rcalcs puede estar aso¬ 
ciado con un unico vector geometrico estandar. Esto nos con¬ 
duce a la definition de un vector algebraico como un par 
ordenado de numeros reales, denotado por (a, b). Los nu¬ 
meros reales ay b son las componentes escalares del vector 
(a, b >. 

Dos vectores u =* (a, b) y v = (c, ct) se dice que son igua¬ 
les si sus correspondientcs componentes son iguales. esto es, 
si a = c y b = d. El vector cero se denota por 0 = (0, 0) y tiene 
una direccion arbitrana. 

La magnitud o norma, de un vector v = (a, b > sc denota 
pot |v| y esta dado por 


|v| = V<? + b 1 
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Geometricamente, va 2 + b 2 es la longitud del vector geome- 
trico estandar OP asociado con el vector algebraico (a, b ). 

Si u = (a, b), v = (c, d) y k cs un esealar, entonces la 
suma de u y v esta dada por 

u + v = (a + c, b + d) 



.j>||| MS9 

2. 

7K(U + v) = 



mu + mv 

Propiedad distrihntiva 

3. 

(m * n)u = 



mu -r nu 

Propiedad distributita 

4. 

lu = u 

Identidad multiplicativa 


y una multiplication esealar de u por k esta dada por 
kx i = k(a, b) = (ka, kb) 

Si v es un vector diferente de cero, entonces 

1 



es un vector unitario con la misma direccion que v. Los 
vectores unitarios i y j cstan definidos como sigue: 


Y 



Cada vector algebraico se puede expresar en terminos de los 
vectores unitarios i y j: 

V = (a, b) = a i + bj 

Las siguientes propiedades algebraicas de la suma de vectores 
y multiplicacion por un esealar permiten la manipulation de 
los simbolos que representan vectores y escalares, de la misma 
manera que se manipulan los simbolos que representan a los 
numeros reales cn algebra. 


Algunos problemas de equilibrio estatico se pueden re¬ 
solver usando el material desarrollado cn esta section. Las con- 
diciones para el equilibrio estatico son: 

1. Un objeto en reposo se dice que esta cn equilibrio esta¬ 
tico. 

2. Para un objeto localizado en el origen de un sistema 
coordcnado rectangular que permanece en equilibrio esta¬ 
tico, en reposo, es necesario que la suma de todos los 
vectores de fuerza que actuan sobre el objeto sea igual al 
vector cero. 


La figura siguiente ilustra un sistema coordenado polar. El 
punto fijo O se llama polo u origen. y la flecha horizontal se 
llama eje polar. Se ticne la siguiente relation entre las coor- 
denadas rectangulares (.v, y) v las coordcnadas polares 
(r,0): 



Propiedades algebraicas de vectores 

A. Propiedades de la suma. Para todos los vectores u, v 

y w: 



1. 

u+v=v+u 

Propiedad conmutativa 

2. 

u ■+ (v + w) = 



(U -t v) + H 

Propiedad asociativa 

3. 

u + 0 = 



0 + u = u 

Identidad aditiva 

4. 

u + (-U) = 



( —u) + U = 

0 Inverso aditivo 

B. Propiedades de la multiplicacion por un esealar. Para 

todos los vectores u y v 

y todos los escalares my n: 

I. 

m(n u) = (mn)u 

Propiedad asociativa 

iffUIfUIHH' .UUnmjHMH 


[Nola: Los signos de x y v determinan el cuadrante para B. El 
angulo 0 seelige de tal modo que —Jt < 0 ^ Jt o —180° < 0 ^ 
180° a menos que se indique dc otra manera.] 

Las graficas polares se pueden obtener graficando punto 
por punto de la misma manera que se realizan las graficas dc 
coordenadas rectangulares. ilaga una tabla de valorcs que sa- 
tisfaga la ecuacion polar, grafique estos puntos y despucs una- 
los con una curva suave. 

Las graficas sc pueden obtener tambien por t£cnicas ra- 
pidas de graficacidn. Si solo se desea un burdo dibujo de una 
ecuacion polar que implique a sen Boa cos 0. se puede acele- 
rar el proceso de graficacion punto por punto tomando ventaja 
de que la variacion es uniforme para sen 0 y cos 0 conforme 0 
se muevc por cada conjunto de los valores del cuadrante. Los 
dispositivos de graficacion pueden producir graficas polares 
casi instantaneamente. 

La tabla siguiente muestra algunas curvas polares estandar 
con sus ecuaciones: 






Repaso del capftulo 7 



tinea que pasa 
por el origen: 
0 = o 

(a) 



Recta vertical: 
r = 0 /cos 9 
= a sec 0 


- 


Recta horizontal: 
r = 0 /sen 0 
= 0 esc 0 


* 


Cfrculo: 
r = a 



Cfrculo: 
r = 0 cos 0 


(d) 


(e) 


Cfrculo: 
r = a sen 0 


Cardioide: 
r= a + a cos 0 


(9) 


Cardioide: 
r = a ~ a sen 0 

(h) 


Rosa de tres petalos 
r = 0 cos 30 


(') 



Rosa de cuatro 
petalos 
r = o cos 20 

(i) 



Lemniscata: 
r 2 = a 2 cos 20 


(k) 


Espiral 

de Arqufmedes: 
r = oO, a > 0 

(0 


Un numero complejo es un numero de la forma 

a + bi 

donde ay b son numeros reales e i es la unidad imaginaria. 
La siguiente f'igura muestra un numero complejo a + bi 
graficado en un piano complejo. 

y 

Eje imaginario 

(a, b) 

b - a + bi 

1 

1 

1 

—-L- 

Eje real 

Plano complejo 

Cuando los numeros complejos cstan asociados con pun- 
tos en un sistema coordenado rectangular, al eje x se le llama 
eje real y al eje v eje imaginario. El numero complejo a + bi 
se dice que esta en la forma rectangular. 

Los numeros complejos tambien se pueden escribir en for¬ 
ma polar o trigonometrica. usando x = r cos 0 y y = r sen 9 
como se muestra en la figura siguiente: 


y os h j sen rn 



Relacion entre las formas rectangular y polar 

Debido a la naluraleza periodica de las funcioncs seno y 
coseno, se tiene la forma polar mas general para un numero 
complejo z = x •+■ iy: 

z = x + iy = r[cos(9 + 2k-n) + / scn(9 + 2 A‘tt)] 


donde 

e M = cos 9 + i sen 9 

y el cuadrante para 0 se determina por ,r vy. 

El numero r se llama modulo, o valor absolute, de z y se 
denota por mod z. 0 lz|. El angulo polar que la recta que une a 
z con el origen forma con el eje polar se llama argumento de z 
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y se denota por arg z. De la figura anterior se tieneti las re- 
presentaciones siguientes del modulo y del argumento para 
2 = x + iy. 


mod z = r = V* 2 + y 2 Nunca es ncgativo 

arg z = 0 + 2k-n k es cualquicr cntcro 


7-7 EL TEOREMA DE DE MOIVRE 

Esta seccion analiza el f'amoso teorema de De Moivre y su re- 
lacion con la raiz «esima. Estos teoremas hacen que el proceso 
de encontrar las potencias de numeros naturales y todas las 
raices wesimas de un numero complejo sea relativamente facil. 
El teorema de De Moivre se expresa como sigue: si 


donde sen 0 = yir y cos 0 = x/r, y 0 es usualmente elegido de 
-7C < 0 s no-180° <0s 180°. 

Los productos v cocientes de numeros complejos en for¬ 
mas polares se encuentran como sigue: Si 

2 , = r l e lV ' y z 7 = r 2 e‘ e ’ 


enlonces 


z = x + iy = re‘" 

y n es un numero natural, entonces 

z" = {x + iy)” = (re*)" = r"e’ m 

A partir del teorema de De Moivre, se puede deducir el teore¬ 
ma de la raiz «esima: para n un entcro positivo mayor que 1, 


1. 


2 . 


2 , 2 , = r,e‘ 
2 ] r^e*' 


• i 1 


r,e"- 


r 2 e*- = r t r 2 e 

B — jW * " ' 




y J in „ ( \)fn +tc360 w /n )i 
■ t 


k = 0. 1.fl-1 


son las n raices distintas dc las ttcsimas raices de re*, y no hay 
olras. 


Ejercicio de repaso del capitulo 7 


A l resolver los problemas de este capitulo revise y compruebe 
sus respuestas con las que se dan al final del libro. Se incluyen 
las respuestas a todos los problemas de repaso, y despues de 
cada respuesta esta un numero en tipo italics que indica la 
seccion a la cual pertenece el problema que se esta analizan- 
do. Si se le presentan ditdas repase las secciones correspon- 
dientes en el texto. 

Para resolver los problemas de esle ejercicio use las siguientes 
etiquetas de lados y Angulos. 



c 


A _ 

En los problemas del 1 al 3. determine si la information de 
cada problema permite construir cero, uno o dos triangulos. 
No resuelva el triangulo. 

a = 11 metros, b = 3.7 metros, a = 67° 

c = 15 centimetres, o: = 97°, p = 84° 

a = 18 pies, b = 22 pies, a = 54° 

Con referencia a la figura del inicio de este ejercicio, si a 
= 52.6°, b = 57.1 centimetres y c = 79.5 centimetres, 


^cual de los angulos, p o y, se puede asegurar que es agu- 
do y por que? 

En los problemas del 5 al 7, resuelva cada triangulo a partir 
de la information dada. 

5. ct = 67 3 , p = 38° y c = 49 metros 

6. a = 15°, b = 9.1 pies y c = 12 pies 

7. y = 121°, c = 11 centimetres y b = 4.2 centimetres 

8. Dados los vectores geometricos u y v como se indica en la 
figura. Encuentre u - v y 0, dado |u| = 160 niillas por 
horay v = 55 millas por hora. 



9. Escriba el vector algcbraico (a. b ) corrcspondientc al vec¬ 
tor geomctrico AB con los puntos terminates A( 2, 6) y 
B{ 5 , - 1 ). 

10. Encuentre la magnitud del vector ( — 3. —5). 

11. Trace una grafica de 0 = 7t/6 en un sisiema coordenado 
polar. 

12. Trace una grafica de r = 6 en un sistema coordenado po¬ 
lar. 

13. Grafique en un piano complejo: A = 3 + 5/', B — — 1 — 

C = -3/ 

Un punto en un sistema coordenado polar tiene las coor- 
denadas (10, —30"). Encuentre todas las otras coordena- 
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das polares para el punto, —360° s8< 360°, y describa 
verbalmente como estan asociadas las coordenadas con el 
punto. 

15. Trace en un piano complejo: A = 5e ’°B = 10t j< K2)i , C = 

16. (A) Cambie 1 — i V 3 a forma polar, r £(),—! 80° < 0 s 

180° 

IB) Cambie 4e' " a forma rectangular cxacta. 

17. (A) Encucntrc [(—1/2) — (V'3/2)/] 5 usando el teorema 

dc Dc Moivre. Escriba la respuesta final en las for¬ 
mas cxactas rectangulares. 

(B) Verifiquc los resultados del inciso (A) con una calcu- 
ladora. 

18. Encuentre (2e !5 “') 4 usando el teorema de De Moivre, y es¬ 
criba la respuesta final en la forma rectangular exacta. 

B _ 

Refierase a la figura del principio del ejercicio, si a = 434 
metros, b = 302 metros y c = 197 metros, entonces, si el 
triangulo liene un angulo obluso, <:que angulo debe dc scr 
y por que? 

En los problemas del 20 al 23, resuelva cada triangulo. Si un 
problema no dene solucion, digalo. Si un triangulo dene dos 
soluciones. digalo, y resuelva el caso del obtuso. 

20. (3 = 115.4°. a — 5.32 centimelros, c « 7.05 centimctros 

21. a ~ 63.2°, £7=179 millmetros, b = 205 milimetros 

22. a = 26.4°, a = 52.2 kilometres, b = 84.6 kilometres 

23. a = 19.0 pulgadas, b = 27.8 pulgadas, c = 26.1 pulgadas 

Si cuatro vectores de fuerza diferentes de cere con distin- 
tas magnitudes y direcciones estan actuando sobre un cuer- 
po en reposo, ( : ,cual debe ser la suma de los cuatro vectores 
para que el objeto permanezea en reposo? 

25. Dados los vectores geometricos uyv como se indica en la 
figura. Encuentre |u + v| y a, dada |u| = 75.2 kilogranios. 
|vj = 34.2 kilogramos y 6 = 57.2°. 



26. Exprcse cada vector en terminos de / y j para los vectores 
unitarios: 

(A) u = (—3, 9) (B) v = (0, -2) 

Para los vectores indicados en los problemas 27 y 28. encuen¬ 
tre: 

(A) u - v (B) 3u — v + 2w 

27. u = (-2, 3), v = <2, -4), w = (-3, 0) 

28. u = i — 2j, v = 3i + 2j. w = -j 


29. Encuentre una unidad vectorial u con la misma direccion 
que v = (-1, -3). 

En los problemas del 30 al 33. use tecnicas rdpidas de trazado 
para dibujar cada grafica en un sisiema coordenado polar. 

r-r Verifique las grdjicas de los problemas del 30 al 33 con un 
dispositive de graficacion. 

30. r = 6 + 4 cos 0 31. /- = 8 + 8 sen 0 

32. /-= 10 cos 20 33. = 8 sen 30 

' v ' 34. Grafique r = 6 cos (0/7) para 0 s 0 < 

35. Grafique r = 6 cos (0/9) para OS0< 9tt. 

Grafique /• — 8 (sen 0) 2 " para n = 1,2 y 3. ( ',Cuantos peta- 
los espera que tendra la grafica para la n arbitraria? 

37. Grafique r = 3/( 1 - e cos 0) para los siguientes valores de 
e, identifique a cada curva como una elipse. parabola o 
hiperbola. 

(A) e - 0.55 (B) <? = 1 (C) <? = 1.7 

38. Convierta .r 2 + y 2 = 6.r a la forma polar. 

39. Convierta r = 5 cos 0 a la forma rectangular. 

40. Cambie los siguientes niimeros complcjos a la forma po¬ 
lar, r tz 0. -180= < 0 s 180°: z, -1 + /,z,= -1 - /V 3, 
z } = 5. 

41. Cambie los siguientes numeros comple jos a la forma rec¬ 
tangular exacta: z ] = V z, = 3e 210 '', z, = 2e l-2 "-' 3,i 

42. Si z, = 8c 25 "'’ y z. = 4c 19 " 1 ’. encuentre: 

(A) z,z 2 (B) ijz 2 

Exprcse las rcspucstas en forma polar. 

43. (A) Escriba (1 + /V3)“ a formas exactas rectangulares. 

Use el teorema de De Moivre. 

(B) Verifique el inciso (A) evaluando (1 + /"V 3) J directa- 
mente con una calculadora. 

44. Encuentre todas las raices cubicas de i. Escriba las res- 
puestas finales en forma rectangular exacta. y localice a 
las raices en un clrculo en el piano complejo. 

45. Encuentre todas las raices cubicas de -4V 3 + 4i exacta- 
mente. Deje las respueslas en formas polares. 

46. Mucstrc que 4e l •' >,> ■ , cs una raiz cuadrada dc 8 V 3 + 8t. 

47. Cambie las coordenadas rectangulares (5.17, —2.53)aco- 
ordenadas polares con dos cifras decimales, r 2: 0, - 180° 
<0s 180°. 

48. Cambie las coordenadas polares (5.81. -2.72) a coorde¬ 
nadas rectangulares con dos cifras decimales. 

49. Cambie cl numcro complejo —3.18 + 4.19/ a las formas 
polares con dos cifras decimales, r s 0, —180° <0s 180°. 

50. Cambie el numero complejo 7.63c" 162 - ?0i a las formas rcc- 
tangulares a + hi, donde a y h se calculan con dos cifras 
decimales. 

(A) La raiz cubica de un numero complejo se muestra en 
la figura. Localice geometricamente todas las otras 
raices cubicas del numero en la siguiente figura y 
explique como se localizaron. 
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(B) Determine gcometricamente las otras raices cubicas 
y el numero cn formas exactas rectangulares. 

(C) Elevc al cubo cada raiz cubica de los incisos (A) v 
(B). 

Y 


A 

| w, = 2/ 



c_ 

Para un triangulo oblicuo con a. = 23.4°. b = 44.6 mill- 
metros y a el lado opuesto al angulo a, determine un valor 
k de rnodo que si 0 < a < k, no tienc solucion; si a = k, 
tiene una solucion. y si k < a < b, tiene dos soluciones. 

53. Muestre que para cualquier triangulo 

a 2 + b 2 + c : cos a cos S cos y 

--—- 1 - 1 - 

2 abc a b c 

54. Sea u = {a, b) y v = (c, d) dos veclores y m un escalar; 
pruebc que: 

(A) (u + v) = (v + u) 

(B) m(u v) = mu + m\ 

55. Dada la ecuacion polar r = 4 + 4 cos (0/2). 

(A) Trace una grafica de la ecuacion usando las tecnicas 
rapidas de graficacion. 

(B) Verifique la grafica del inciso (A) con un dispositivo 
de graficacion. 

(A) Grafique r = —8 sen 0 y /- = 8 cos 0, 0 s 0 £ tt, en 
la misma ventana de vision. Use la funcion TRACE 
para determinar cual punto de interseccion tiene las 
coordenadas que satisfacen atnbas ecuaciones simul- 
taneamente. 

(B) Resuclva las ecuaciones en forma simultanea para 
vcrificar los rcsultados del inciso (B). 

(C) Explique por que el polo no es una solucion simulta¬ 
nea. aunque las dos curvas se intersecan en el polo. 

57. Encucntrc todas las soluciones, reales e imaginarias, pa¬ 
ra .V s —1 = 0. Escriba las raices en la forma rectangular 
exacta. 

58. Escriba P(x) = x' 1 — 8 i como un producto de factorcs li- 
neales. 


APLICACIONES 

Para los problemas del 59 al 61, use la bn'ijula de navegacion. 
Suponga que las direcciones dadas en terminos de norte, este, 
sur v oeste son exactas. 


N, 0° 



S, 180' 


Brujula de navegacion 

59. Navegacidn. Un avion vuela al cstc a 256 millas por bora, 
y otro avion vuela hacia el sudestc a 304 millas por hora. 
Despues de dos horas, ^que distancia de separacion hay 
entre los dos aviones? 

60. Navegacidn. Un avion vuela contra una vclocidad del aire 
de 450 millas por hora v una brujula indica 75°. Si el vien- 
to sopla a 65 millas por hora hacia el norte (de norte a sur), 
^cual cs la verdadera direccion del avion y la velocidad 
relativa con respecto al suelo? Calcule la direccion al gra- 
do mas cercano y la velocidad a la milla por hora mas eer- 
cana. 

61. Navegacion. Un avion que puede viajar a 500 millas por 
hora en aire tranquilo, debe volar hacia cl este. Si el viento 
sopla del nordeste a 50 millas por hora, ^que direccion de- 
beraescogerel pilotoV (j Cual sera la vclocidad real del avion 
con respecto del suelo? Calculc la direccion al grado mas 
cercano y la velocidad a la milla por hora mas cercana. 

62. Navegacion costera. 11 dueno de un barco de rccreo que 
atravicsa una costa quiere pasar por un punto rocoso a una 
distancia segura (vease la figura). Las vistas del punto ro¬ 
coso estan realizadas desde A y desde B. a 1.0 milla de 
distancia. Si el barco sigue el mismo curso, t que tan cerca 
estara del punto? Esto es, encuentre d en la figura a la de- 
cima de milla mas cercana. 


Punto rocoso 
C 



1.0 milla 8 


63. Fuerzas. Dos fuerzas u y v actuan sobre un objeto como 
sc indica en la figura. Encuentre la direccion y la magni- 
tud de la fuerza resultante u + v respecto a la fuerza v. 

u 

75.0 libras 

\ 38.3° 

v 

112 libras 
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64. Equilibrio constante. Dos fuerzas u y v actuan sobre un 
objeto como se indica en la figura. ( ;,Que terccra fuerza vv 
se debe sumar para lograr el equilibrio estatico? De la di- 
reccion con rcspecto a u. 


v 


11 kilogramos 



25 kilogramos 


u 


65. Ingenieria. El peso de un teleferico, usado para cruzar un 
rio, es de 1 000 libras (vease figura). <[,Cual es la tension 
en cada mitad del cable cuando el carro se localiza en el 
lugar que se indica? Calcule la respuesta con tres dlgitos 
significativos. 


5.0“ 


5.0° 



66. Astronomi'a. (A) El planeta Marte viaja alrededor del Sol 
en una orbita eliptica dada aproximadamente por 

L41 X 10 8 

' _ 1 - 0.0934 cos 0 (1) 


donde r se mide en millas y cl Sol esta en el polo. 
Grafique la orbita. Use la funcion TRACE para 
encontrar la distancia (con trcs dlgitos significativos) 
desde Marte al Sol en el afelio (distancia mas gran¬ 
de desde el Sol) y al perihelio (la distancia mas corta 
desde el Sol). 

(B) Con referenda a la ecuacion (1), r es maximo cuando 
el denominador es mininto, y r es minimo cuando cl 
denominador cs maximo. Use esta informacion para 
encontrar la distancia de Marte al Sol cn el afelio y en 
cl perihelio. 


Ejercicio de repaso acumulativo 
de los capitulos 5 a 7 


Resuelva losproblemas de esre repaso acumulativo y comprue- 
he sus respuestas con las indicadas at final del libro en donde 
se incluven las respuestas para todos. Despues de cada una 
hay un m'tmero en tipo itdlico que indica la seccion a la que 
pertenece el problema. Si tiene dificultad para resolverlos. re¬ 
pose las secciones correspondientes en el texto. 

A _ 


1. En un clrculo con radio dc 6 metros, encuentre la longitud 
de un arco frente a un angulo de 0.31 radian. 

2. Resuelva el triangulo: 


c 32.7° -,2.2 cm 

V 

a 

3. 6 En cual(es) cuadrante(s) es positiva cada una de las si- 
guicntes expresioncs? 

(A) sen0 (B) cos 0 (C) tan 0 


4. Si (-3,4) esta en el lado terminal de un angulo 0, encuen¬ 
tre: 

(A) cos 0 (B) esc 0 (C) tan 0 

5. Encuentre al angulo de referencia asociado con cada an¬ 
gulo 0: 

(A) -3tt/4 (B) 245° (C) -30° 

6. Indique el dominio, el rango y el periodo de cada funcion: 
(A) y =sen.v (B) y = cos* (C) y = tanx 

7. Trace una grafica de v = cos x, -k/2 '■= * ^ 57C/2. 

8. Trace una grafica de v = tan ,v, -nil < x < 371/2. 

Describa cl significado de un angulo central en un circulo 
cuya rnedida en radianes es de 2. 

Describa el cambio mas pequeno de la grafica de y = 
cos * para producir la grafica de y = sen x. 

Demuestre cada identidad de los problemas del 11 al 14. 

11. cot 0 sec 0 = esc 0 12. sec * — cos* = tan* sen* 

13. sen(x — 7i/2) = -cos * 14. esc 2* = ' esc * sec * 

Utilice un dispositivo de graficacion para probar si cada 
una dc las expresiones siguientes es una identidad. Si una 




580 


7 Temas adicionales en la trigonometria 


ecuacion parece ser una identidad. demuestrela. Si no lo 
parecc, encuentre un valor dc x para la cual ambos lados 
estcn definidos pero no scan iguales. 
sen 2 x 

(A) - cos x = esc x 

cos a: 

sen 2 x 

(B) -I- cos at = sec x 

cos x 

En un triangulo. si a = 32.5 pies, c = 77.2 pies y 13 = 
61.3°. sin resolver el triangulo o dibujar cualquier imagen, 
^cual de los dos angulos. a o y, se puede asegurar que es 
agudo y por que? 


36. cos[serr'(-f)] 37. cos[tan 5 (—2)] 

38. Evalue con cuatro digitos significativos utilizando calcu- 
ladora. Si una funcion no esta definida. digalo. 

(A) tan 84°12'55" (Bi sec(-1.8409) 

(C) tan~‘(-84.32) (D) cos~'(tan 2.314) 

39. Trace una grafica dc y = 2-2 cos (jw <2). - I 

40. (A) Encuentre la medida exacta en grados de 0 = 

cos 1 (— V 3/2) sin usar calculadora. 

(B) Encuentre la medida en grados de 9 = sen ’(-0.338) 
con tres cifras dccimales usando calculadora. 


Resuelva los problemas 17 y IS con cuatro cifras decimates. 

17. sen a: = 0.3188, 0 s ,v s 271 


E value sen -1 (sen 3) con una calculadora en niodo radian, 
y explique por que esto no ilustra la identidad de seno y 
del seno inverso. 


18. tan 9 = -4.076, -90° < 9 < 90 c 

19. Resuelva el triangulo: 


b 

^ V 

13 pies 

20. Escriba cl vectoralgebraico (a, b) correspondiente al vec¬ 
tor geometrico AB cuyos puntos extremos son A( -3.2) y 
B(3, — 1). 

Un punto en un sistema coordenado polar tiene como co- 
ordenadas (-5, 150'). Encuentre todas las otras coorde- 
nadas polares para cl punto, -360 = «0£ 360”. y describa 
verbalmente como estan asociadas las coordenadas con el 
punto. 

22. Trace una grafica dc r = 6 cos 0 en un sistema coordenado 
polar. 

23. Grafique en un piano complejo: A = -3 + 4/ y B = 4e ti0 ‘ < . 

24. Encuentre (2e lfw ). Escriba la respucsta final en la forma 
rectangular cxacta. 


vV 


12 pies 


121 ° 


B _ 

25. ^.Cuales de los angulos siguientes son cotcrminales con 
150°: 30°, -7 tu/6. 870°? 

26. C'ambie 1.31 radianes a grados decimales con dos cifras 
dccimales. 


Un punto circular P(a, b) se muevc cn sentido contrario al 
de las manccillas del reloj alrededor de la circunfcrcncia 
de un circulo unitario empezando cn ( 1 . 0 ) y se dctienc 
despues de rccorrcr una distancia dc 11.205 unidades. Ex¬ 
plique como cncontraria las coordenadas del punto P en 
su posicion final y como determinaria en que cuadrante se 
encuentra P. Encuentre las coordenadas de P con tres ci¬ 
fras decimales y el cuadrante dc la posicion final dc P. 

Explique la difercncia entre la solution de la ecuacion 
tan a; = -24.5 y la evaluation de tan''( -24.5). 

44. Encuentre una ecuacion de la forma y = k + a sen Bx que 
produzca la grafica: 

Y 

5 - 

4 - 

3 ■ 


7 


-- -x 

1 1 2 3 


45. Trace la grafica de y = 3 sen (2.v - 7 t), - 7 t ^ x £ 2n. 
Indiquc la amplitud A, el periodo P y el corrimiento de 
fase C.F. 

46. Trace la grafica de y = 2 tan ( 7 tx '2 - Jt/2), 0 < .v < 4. 
Indique el periodo P, y el corrimiento de fase C.F. 


27. ^.Cualcs dc las siguientes expresiones tienen el mismo va¬ 
lor de cos 8 ? 

(A) co $(8 rad) (B) cos 8 ° (C) cos (8 - 4u) 

Evalue exactamente los problemas de! 28 ai 37 sin calculado¬ 
ra. Si la funcion no se define en el valor, digalo. 

28. sen(—5Tr/6) 29. tan(rr/2) 30. cot 7it/4 

31. sec 330° 32. cos-’(-l) 33. sen ’ 1 1.5 

34. arccosi- 5 ) 35. scn(scrf 1 0.55) 


47. Trace la grafica dc y = sen x y dev = esc a- en el mismo 
sistema coordenado. 

Describa cl menor corrimiento de fase a la izquierda y/o la 
reflexion que transforma la grafica de v = cot x en la gra¬ 
fica de v = tan x. 

49. Grafiquey = 1 /(cot 2 — l)enundispositivodcgraficacion 
que despliegue por lo menos dos periodos completos de la 
grafica. Encuentre una ecuacion dc la forma y = k + A sen 
Bx o v = k + A cos Bx que tengan la misma grafica. 
Grafique anibas ecuacioncs en la misma ventana. y utilice 
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la funeion TRACE para verificar que ambas graficas sean 
las mismas. 

50. Grafique y = (2 — 2 sen 2 x) /(sen 2x) en un dispositivo de 
graficacion que mucstre por lo menos dos de los pedodos 
de la grafica complctos. Encuentre una ecuacion de la for¬ 
ma y = A tan Bx o de y = A cot Bx que tenga la misma 
grafica. Grafiquc ambas ecuaciones en la misma ventana. 
y utilice la funeion TRACE para verificar que ambas gra¬ 
ficas son iguales. 


Dada la ecuacion sen 2x = 2 sen x. 

(A) i,Son x = 0 y x = — solueioncs? 

(B) t.Es la ecuacion una identidad o una ecuacion condi- 
cional? Expiiquc. 


Demuestre cada identidad de los problemas del 52 al 57. 


52. 


sen u 
1 + cos u 


cot u = CSC ll 


53. sec x + tan x — • 


cosx 
1 — senx 


54. tan — = esc x - cot x 
2 


x 

55. esc 2 - = 2 esc x (esc x + cot x) 


56. 


1 + cos 2x 


57. 


cos x + cos y x — v 
= cot • 


(A) 

(B) 


2 tan x —senx 2 +senx 
tan x L 

2 tan x - senx 2 - cos x 


xv ' 64. Resuelva 2 cos x = x — cos 2,v con tres cifras decimales 
para todas las solueioncs reales utilizando un dispositivo 
de graficacion. 

En los problemas del 65 al 67, resuelva cada triangulo etiqtte- 
tado como en lafigura. Si un problema no liene solucion. diga- 
lo. Si un triangulo liene dos sohtciones, resuelva el caso obtuso. 




senx - seny 2 

[Sugereneia: Utilice las identidadcs suma-producto.] 

Utilice un dispositivo de graficacion para probar si cada 
una de las siguientes expresiones es una identidad. Si una 
ecuacion parece ser una identidad. demuestrela. Si no lo 
parece, encuentre un valor de x para la cual ambos lados 
estan definidos pero no son iguales. 
tan x 1 


Y“ 


e r 


65. a. = 21.3 metros, b = 37.4 metros, e = 48.2 metros 

66 . cc = 125.4°, b = 25.4 milimetros. a = 20.3 milimetros 

67. a = 52.9°, b = 37.1 pulgadas, a = 34.4 pulgadas 

Suponiendo en un triangulo que 7 es agudo. a — 92.5 cen¬ 
timetres y b = 43.3 centimetros. (,Cual de los angulos, a o 
(3, se puede decir con seguridad que es agudo y por que? 

69. Dados los vectores gcometricos que se indican en las figu- 
ras, encuentre ju + v| y a. dado que u = 25.3 libras, v = 
13.4 libras v 0 = 48.3°. 




59. Encuentre el cos (x — y) cxactamcnte sinuna calculadora, 
dado sen x = (—2/V 5), cos v = (— 2/V5), x cs un anguio 
del cuadrante IV y y un anguio del cuadrante III. 

60. Calcule el valor exacto de sen 2x y cos (x/ 2 ) sin una calcu- 
ladora, dado que sen x = j, Jt /2 SxSn 


u u 

Regia de cola a punta Regia del paralelogramo 

(a) (b) 

70. Encuentre 2u - v -s- 3vv para: 

(A) u “ (— I, 2), v — (0, -2>, w = (1, —1> 

(B) u = 2i - j, v = i + 3j, w = 2j 

71. Convierta a una forma polar: x 2 + v 2 = 8 y 

72. Convierta r = —4 cos 0 a una forma rectangular. 

Use las tecnicas rdpidas de trazado para graftcar los proble¬ 
mas 73 y 74 en un sistema coordenado polar. 

Verifique las graficas de los problemas 73 y 74 en un disposi¬ 
tivo de graficacion. 

73. /• = 4 ■+■ 4 cos 0 74. /• = 6 sen 30 

Grafique r = 5 (cos 20) 2 ’ 1 , para n — I. 2 y 3. ^GuSntos 
pctalos espera que tenga la grafica para una n arbitraria? 


Resuelva los problemas 61 y 62 exactamente sin una calcula¬ 
dora, 0 en grados y x en reales. 

61. 2 sen 2 0^-sen0 = l,Os 0 < 360° 

62. sen 2 x = sen x. todas las solueioncs reales. 

63. (A) Resuelva cotx= - 2 cosx exactamente, 0 s x -s 271. 
(B) Resuelva cotx = —2 cosx con tres cifras decimales 

utilizando un dispositivo de graficacion, O^x^ 2 rc. 


76. Grafique r = e cos9 - 2 cos (40) usando una ventana cua- 
drada v 0.05 para cl tamano del paso de 0. A la curva resul- 
tante a menudo sc lc llama curva de mariposa. 

77. C'ambie las coordenadas rectangulares (—2.78. -3.19) a 

coordenadaspolares con dos cifras decimales, rS: 0, -180° 

< 0 s] 80°. 

78. Cambie las coordenadas polares (6.22, -4.08) a coorde¬ 
nadas rectangulares con dos cifras decimales. 
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79. Cambie 2e' ~ 6)l a una forma rectangular exacta. 

80. Cambic z — — 1 + iX 3 a una forma polar, 0 en grados. 

81. Calcule (1 — iX if usando el teorema de De Moivre, y 
escriba la respuesta final en la forma a -r hi. 

82. Encuentre todas las raices cubicas de —i exactamente. Es¬ 
criba las respuestas finales de la forma a + bi, y localice 
las raices en el circulo del piano complejo. 

83. Cambie el numcro complejo —4.88 — 3.17i a una forma 
polar con dos cifras decimales, r a 0 , — 180° < 0 s ] 80°. 

84. Cambie el numero complejo 6.91e l6isn a la forma rectan¬ 
gular a + hi, donde ay h estan calculadas con dos cifras 
decimales. 

(A) La cuarta raiz de un numero complejo se muestra en 
la figura. Localice geomctricamente todas las otras 
cuartas raices del numero en la figura, expliquc como 
se localizaron. 

(B) Determine geometricamcntc las otras cuartas raices 
del numero en forma rectangular exacta. 

(C) Aumentc cada raiz cuarta de los incisos (A) y (B) a la 
cuarta potcncia. 


Y 

* 



ecuacion buscando A, B y C exactamente. ^Cual es el pe- 
riodo, la amplitud y el corrimiento de fasc? 


y 



89. Grafique 1.6 sen 2x — 1.2 cos 2x en un dispositivo de 
graficacion. (Seleccione las dimensiones de una ventana 
de vision de tal mancra que al menos dos periodos sean 
visibles.) Encuentre una ecuacion de la forma v = A sen 
(Bx + C) que tenga la misma grafica de la ecuacion dada. 
Encuentre Ay B exactamente y C con tres cifras decima¬ 
les. Use la interseccion eon el ejex mas cercano al origen 
como cl corrimiento de fasc. Para comprobar sus resulta- 
dos grafique ambas ecuaciones en la misma ventana de 
vision, y use la funcion TRACE m ientras cambia hacia atras 
y hacia adelante entre las dos graficas. 

90. Escriba esc (cos” 1 x) como una expresion algebraica en x , 
que este libre de funciones tngonometricas y de funciones 
trigonometricas inversas. 

Resuelva los prohlemas 91 _v 92 sin usar calculadom. 

91. sen (2 cot 1 „) = ? 

92. Dada sec x — — y, rc/2 Srfiit, encuentre 

(A) sen(x/2) (B) cos 2x 


86 . Si, en la figura. las coordcnadas de A son (1,0) y la longi- 
tud de arco s es 1.2 unidades, encuentre las coordcnadas 
de P con tres digitos significativos. 



87. Dibuje una grafica de y = 1 + sec x, — 3it/2 < x < 371/2. 

88 . La grafica siguiente es una grafica de una ecuacion de la 
forma y = A cos (Bx 4- C), 0 < — C!B < 1. Encuentre la 


Resuelva 2 sen 2 x = 3 cos x exactamente para todas 
las soluciones reales, 0 s x ^ 27t. 

Resuelva 2 sen 2 x = 3 cos x con cuatro cifras decimales 
usando un dispositivo de graficacion, 0 £ x s 2 jt. 

Use tecnicas de graficacion rapida para dibujar una 
grafica de la ecuacion polar r = 36 cos 20. 
Verifique la grafica del inciso (A) usando un disposi¬ 
tivo de graficacion. 

Grafique r\ = 2 + 2 cos 0 y r2 = 6 cos 0 en la misma 
ventana de vision, 0 s 0 < 2 tt. 

(B) Use TRACE para determinar cuantas veces la grafica 
de r2 intersecta a la grafica de r\ conforme 0 varia de 
0 a 27t. 

(C) Resuelva las dos ecuaciones simultaneamente para 
cncontrar las soluciones exactas para ()s 0 < 2 ti. 

(D) Explique por que el numcro de soluciones encontradas 
en el inciso (C) no coincide con el numero de veces 
que /T intersecta a rl, 0 £ 0 ^ 2 ti. 

96. Escriba P(x) = x 3 + i como un producto de factores li- 

ncales. 


93. (A) 
(B) 

94. (A) 

(B) 

(A) 
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4PLIG : 

97. Astronomia. 6 Que angulo en radianes barre una linea 
que va desde el Sol a la Tierra en 5 dias? 


103. Ingenieria. Un nino que pesa 65 libras se desliza a traves 
de un pequeno no con un rudimentario sistema de polea 
y cable (vease figura). ^Cual es la tension en cada mitad 
del cable que lo soporta cuando el nino esta en el centra? 
Calcule la respuesta a la libra mas cercana. 


98. Meteorologi'a. Un globo meteorologico se suelta y sube 
verticalmente. Dos estaciones meteorologicas C y D en 
el mismo piano vertical que el globo y a 1 000 metros de 
distancia una de la otra ven al globo al mismo tiempo y 
registran la information que se da en la figura. A la hora 
que ambos vieron al globo. ^a que altura estaba este 
aproximando al metro mas cercano? 


3 * 

c 


\ 24° 

1 000 metros 



D 


99. Geometria. Encuentre la longitud con dos cifras deci- 
males de un lado del pentagono regular inscrito en un 
circulo con radio de 5 pulgadas. 

100. Geometria. Encuentre L ABC al grado mas cercano para 
el solido rectangular que se muestra a continuation. 


A 


12 cm 

\ 

_- " ' B 

42 cm 


101. Cireuito elSctrico. La corriente / en un circuito electrico 
de corriente alterna tiene una amplitud de 50 amperes y 
un periodo de segundos. Si / = 50 amperes cuando t 
= 0, encuentre una ecuacion de la forma I = A cos Bt que 
indique la corriente al tiempo t a 0. 



14 cm 



Geometria. Un arco circular de 10 centimetros tiene una 
cuerda de 8 centimetros como se muestra en la figura. 

(A) Explique como esta dado el radio por la ecuacion. 

5 4 


(B) 6 Que dificultades encontrara al tratar de resolver la 
ecuacion en el inciso (A) exactamente mediante 
metodos algebraicos y trigonometricos? 

(C) Muestre en un dispositivo de graficacion como 
aproximar el radio del circulo R , y encuentre R con 
tres cifras decimales. 


10 cm 



105. Modelado para la variation de la temperatura. El pro- 
medio mensual de temperatura en 30 aiios, en °F. para 
cada mes del ano en la ciudad de Washington. D.C., se 
indica en la tabla 1 (Almanaque mundial). 

(A) Usando un mes como la unidad basica de tiempo, 
introduzca los datos para un periodo de dos anos en 
su dispositivo de graficacion y produzca una grafica 
de dispersion en la ventana de vision. Elija 25 s 
80 para la ventana de vision. 

(B) Parece que una curva senoidal de la forma 


102. Navegacion. Un avion vuela con una velocidad de 260 
millas por hora y en una direccion de 110°. Si sopla un 
viento hacia el norte de 36 millas por hora, ^cual es la 
direccion y velocidad real con respecto a la tierra? Cal- 
culc la direccion al grado mas cercano y la velocidad con 
respecto a la tierra aproxime a la milla por hora mas cer¬ 
cana. 


y = k + A sen (Bx + C) 

acercara al modclo dc estos datos. Las constantes k, 
A y B se determinan facilmente de la tabla 1. Para 
estimar C, calcule visualmente con una cifra decimal 
el mas pequeno corrimiento de fase positivo a partir 
de la grafica del inciso (A). Despues de determinar 
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A, B.ky C, escriba la ecuacion resultantc. (Su valor 
tie C puede difbrir ligeramente de la respuesta del 
libro.) 

(C) Grafique los resultados de los incisos (A) y (B) en la 
misma ventana de vision. (Se puede obtener un mejor 
acercamiento ajustando un poco el valor de C.) 


TABLA 1 Temperature promedio 

mensuaS en Washington, D.C. 

(mes) 1 23456789 10 11 12 

y (temp.) 31 34 43 53 62 71 76 74 67 55 45 35 
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8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


En capitulos anteriores se estudiaron los metodos estandar para resolver dos 
ecuaciones linealcs con dos variables, ahora se abordara un metodo que se puede 
usar para resolver sistemas lineales con cualquier numero de variables y ecuaciones. 
Este metodo es muy adecuado para resolver sistemas grandes en computadora. Se 
analizan tambien sistemas que implican ecuaciones no lineales y sistemas de des¬ 
igualdades lineales. Por ultimo, se introduce una herramienta matematica relati- 
vamente nueva v poderosa liamada programacion lineal. Muchas aplicaciones en 
matematicas implican sistemas de ecuaciones o desigualdades. Las tecnicas mate- 
maticas que se analizan en este capitulo son aplicables a una variedad de intere- 
santes y significativos usos practicos. 


SECCION 



Sistemas de ecuadones lineales 
y matrices aumentadas 



Sustitucion: Un breve repaso 
Graficacion 
Eliminacion por suma 
Matrices 

Solucion de sistemas linealcs mediante matrices aumentadas 


En esta seccion se continuant con el analisis, que se inicio en la seccion 1-2, de sistemas 
que implican dos ecuaciones lineales con dos variables: 


ax + by = h 


cx + dy = k 


(1) 


donde x yy son variables, a,b,cy d son numeros reales llamados coeficientes de .r yy, 
y h y A - son numeros reales llamados terminos constantes en las ecuaciones. Recuerde 
que un par de numeros * = x Q y y = y 0 , que tambien se puede escribir como un par 
ordenado (x 0 , y 0 ), es una solucion de este sistema si cada ecuacion se satisface por 
dicho par. El conjunto de todos esos pares ordenados de numeros se denomina conjun- 
to solucion para el sistema. 

En la seccion 1-2, se uso sustitucion para resolver el sistema (1). Despues de un 
breve repaso a este metodo, se explorara la relation entre la grafica de las ecuaciones 
en un sistema y la solucion de este. Tambien se revisara el metodo estandar de elimina¬ 
tion por suma. Despues se dara una introduccion a las matrices aumentadas para trans- 
forrnar el metodo de eliminacion por suma en un proceso de solucion que es muy 
adecuado para usarse en computadora en la solucion de sistemas lineales que implican 
un gran numero de ecuaciones y variables. 

Con objeto de mantener la introduccion de matrices aumentadas en esta seccion, 
tan simple como sea posible, el analisis se limita a dos ecuaciones con dos variables. En 
la seccion siguiente, se generaliza el proceso de solucion y se aplica a sistemas lineales 
mas grandes. 


Para revisar algunos conceptos basicos que se introdujeron en la seccion 1 -2, considere 
el siguiente ejemplo simple. En la rifa de una computadora, los boletos de estudiantes 
cuestan $2 y los de admision general S3. Si se adquieren siete boletos con un costo total 
de $ 18. ^cuantos boletos de cada tipo se compraron? 

Sea 


* = Numero de boletos de estudiante 
y = Numero de boletos de admision general 


8-1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices aumentadas 


587 


FIGUF 


Entonces 

x + y = 7 Numero total de boletos comprados 
2x + 3 y = 18 Costo total de la compra 

Para resolver este sistema por sustitucion, se despejay de la primera ecuacion en termi- 
nos de x y se sustituye en la segunda ecuacion: 

x + y = 7 2x + 3y = 18 

y = 7 - x 2x + 3C ) = 18 
-x + 21 = 18 


Ahora, x se reemplaza por 3 en y = 7 — x: 

y = ? - x 
= 7 - 

y = 4 

De manera que la solucion es tres boletos de estudiante y cuatro boletos de admision 
general, listed debe comprobar este resultado en cada una de las ecuaciones originales. 


Recuerde que la grafica de una ecuacion lineal es la recta que consiste de todos los 
pares ordenados que satisfacen la ecuacion. Si se grafican ambas ecuaciones del siste¬ 
ma (1) en el mismo sistema coordenado, entonces las coordenadas de cualquier punto 
que las rectas tengan en comun deben ser las soluciones para el sistema. El ejemplo 1 
ilustra este proceso para el problema de los boletos antes visto. 


Solucion de un sistema mediante graficacion 

Resuelva el problema de los boletos mediante graficacion: x+y= 7 

2x + 3y = 18\ 

Solucion En la figura 1 se observa que: 


y 


c I 

5 



r •-'v ^ - 






IS 

1 10 


5 

1 







x = 3 

V = 4 Boletos de admision general 


Comprobacion x + y = 7 

2x + 3v = 18 

3 + 4 = 7 

2(3) + 3(4) = 18 

7 = 7 

18 = 18 


x 
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Soluciones 


Resuelva mediante graficacion y compruebe: x - v = 3 

x + 2y = —3 


Es claro que el ejemplo anterior tiene exactamente una solucion, ya quc las rectas 
tienen exactamente un punto de interseccion. En general, las rectas en un sistcma 
coordenado rectangular estan relacionadas entre si en una de las tres formas quc sc 
ilustran en el ejemplo siguiente. 


Solucion de tres tipos importantes de sistemas mediante graficacion 

Resuelva cada uno de los sistemas siguientes mediante graficacion: 

(A) 2x - 3y = 2 (B) 4x + 6 y = 12 (C) 2x - 3y = -6 

x + 2y = 8 2jc + 3y = — 6 — x + \y = 3 




Las rectas se intersectan solo en un punto. Las rectas son paralclas (cada una tiene 

Tiene exactamente una solucion: x = 4,y = 2 una pendientc — j). No existe solucion. 


(C) 



Las rectas coinciden. 

El numero de soluciones es infinito. 


Resuelva cada uno de los sistemas siguientes mediante graficacion: 

(A) 2x + 3y = 12 (B) x-3y=-3 (C) 2x - 3y = 12 

x — 3y = — 3 — 2x -i- 6y = 12 —x+|y =—6 
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Ahora se definen algunos tenninos que se pueden usar para describir los diferen- 
tes tipos de soluciones de sistemas de ecuaciones ilustrados en el ejemplo 2. 


Sistemas de ecuaciones lineales: T£rminos basicos 

Un sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene una o mas soluciones y 
as inconsistente si no existen soluciones. Ademas, se dice que un sistema consis¬ 
tente es independJente si tiene exacta m ente una solucion (a menudo referida 
cpmo solucion dnica) y dependiente si tiene mas de una solucion. 


Refiriendose a los tres sistemas del ejemplo 2, el sistema del inciso (A) es consis¬ 
tente e independiente, con la solucion unieax = 4 yy = 2. El sistema en el inciso (B) es 
inconsistente, sin solucion. Y cl sistema en el inciso (C) es consistente y dependiente. 
con un numero infinito de soluciones: todos los puntos de las dos rectas coincidentes. 


EXPLORACION Y ANAUSIS 1 (A) ^Puede un sistema consistente y dependiente tener exactamente dos solucio¬ 

nes? ^Exactamente tres soluciones? Explique. 

(B) Resuelva cada uno de los sistemas del ejemplo 2 por el metodo de sustitucion. 
Con base en sus resultados, describa como podria reconocer un sistema depen¬ 
diente o un sistema inconsistente cuando use sustitucion. 


A1 interpretar de manera geonietrica un sistema de dos ecuaciones lineales con 
dos variables, se obtiene information util acerca de la forma esperada de las soluciones 
del sistema. En general, dos rectas cualesquiera en un piano coordenado rectangular se 
deben intersectar exactamente en un punto, ser paralelas o coincidentes (con graficas 
identicas). Asi, los sistemas del ejemplo 2 ilustran los unicos tres tipos posibles de 
soluciones para sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables. Estas conclusio- 
nes se resumen en el teorema 1. 


Teorema 1 Soluciones posibles para un sistema lineal 

El sistema lineal 

ax + by = h 
cx + dy = k 

Debe tener: 

1. Exactamente una solucion Consistente e independiente 

0 

2. Ninguna solucion Inconsistente 

o 

3. Un numero infinito de soluciones Consistente e independiente 

No existen otras posibilidades. 
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•gf* EJEMPLO 3 


Solucion 


FIGURA 2 


Comprobacion 


Problema seleccionado 3 


Un inconveniente de encontrar una solucion por graficacion es la inexactitud de 
las graficas dibujadas a mano. Las soluciones graficas realizadas en un dispositivo 
de graficacion, sin embargo, proporcionan tanto una interpretation geometrica util como 
una aproximacion exacta de la solucion a un sistema de ecuaciones lineales con dos 
variables. 


Solucion de un sistema de ecuaciones lineales con un dispositivo 
de graficacion 

Resuelva con dos cifras decimales usando un dispositivo de graficacion: 5x - 3y = 13 

2x + 4y= 15 


Primero despejede cada ecuacion: 


5x - 3v = 13 

— 3v = -5x+ 13 


2x + 4y = 15 

4 y = -lx + 15 
y = -0.5.V + 3.75 


Despues, introduzca cada ecuacion en un dispositivo de graficacion [figura 2(a)], 
grafique en una ventana de vision apropiada, y aproxime el punto de interseccion [figu¬ 
ra 2(b)], 

10 


Pl*ti 

P-10t2 P1*t3 

nViB<5/3)X-13/3 

xVjB 

-.5X+3.75 



\Vh = 


nVs = 


SV6 = 


vV? = 



(a) Definiciones de ecuacion 



(b) Punto de interseccion 


A1 redondear los valores de la figura 2(b) con dos cifras decimales, se observa que la 
solucion es 

jc = 3.73 yv = 1.88 o (3.73,1.88) 


P.v — 3y = 13 
5(3.73) - 3(1.88) == 13 
13.01 « 13 


2x + 4y = 15 
2(3.73) + 4(1.88) ± 15 
14.98 « 15 


Las comprobaciones no son exactas porque los valores de x y y son aproximaciones. 


Resuelva con dos cifras decimales utilizando un dispositivo de graficacion: 

2x - 5 y = -25 
4x + 3 v = 5 


Los metodos de graficacion ayudan a visualizar un sistema y sus soluciones, con 
frecuencia revelan relaciones que de otra manera se podrian omitir, y con la ayuda de 
un dispositivo de graficacion, se proporcionan aproximaciones muy exactas a las solu¬ 
ciones. 
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• Eliminacion 
por sunij 


_ 

Teorema 2 


EJLMPLC 4 


Solucion 

< 

l 


Ahora se abordara la eliminacion por suma. Este es probablemente el metodo de solu¬ 
cion mas importante. ya que se generaliza con facilidad a sistemas de orden superior. El 
metodo implica el reemplazo de sistemas de ecuaciones con sistemas equivalentes mas 
simples, realizando las operaciones adecuadas hasta obtener un sistema con una solu¬ 
cion obvia. Los sistemas equivalentes de ecuaciones son, como se esperaba, sistemas 
que tienen exactamente el mismo conjunto solucion. En e! teorema 2 se enlistan las 
operaciones que producen sistemas equivalentes. 


Operaciones con ecuaciones elementales que producen 
sistemas equivalentes 

Un sistema de ecuaciones lineales se transfonna en uno equivalente si: 

1. Dos ecuaciones son intercambiables. 

2. Una ecuacion se multiplica por una constante diferente de cero. 

3. Un multiplo constante de otra ecuacion se suma a una ecuacion dada. 


Cada una de estas tres operaciones en el teorema 2 se puede usar para producir un 
sistema equivalente. pero las operaciones 2 y 3 seran las mas utilizadas por ahora. 
Conforme se avance en la seccion, la operacion 1 se vuelve mas importante. El uso del 
teorema 2 se ilustra mejor con ejemplos. 


Solucion de un sistema mediante eliminacion por suma 

Resuelva mediante eliminacion por suma: 3x - 2 y = 8 

2x + 5v = -1 


Se utiliza el teorema 2 para eliminar una de las variables y asi obtener un sistema con 
una solucion obvia. 


• / 3.v — 2y = 8 

//2x 4-5y=—I 


SI se multiplica ia primera ecuacion por 5, la siguiente por 2, 
y despues se suman, se puede eliminar y. 


15.v - lOy = 40 
4.v + IQv = -2 

19.x = 38 

K. : J8 W 


V \e. Vuvaaack 
aiocu o 

j 


yo \ <X 


La ecuacion x = 2 rclacionada con cualquiera de las dos ecuaciones originales produce 
un sistema equivalente. Asi, se puede sustituirx = 2 en cualquiera de las dos ecuaciones 
originales para despejar v. Se escoge la segunda ecuacion. 


2( ) + 5y = — 1 
5y = -5 
v = -l 


Solucion: x = 2,y = - 1 o (2, — 1). 
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Prnblema 


Comprobacion 


3a- - 2y = 8 
3(2)-2(-1)^8 
8 = 8 


2x + 5y = - 1 
2(2) + 5(-1) * -1 
-1 = -1 


Resuclva mediante eliminacidn por surna: 6a + 3v = 3 

5,v t 4 y = 7 


Se puedc ver que sucede en el proceso de eliminacion cuando un sistema no tiene 
solucion o tiene un numero inl'inito de soluciones. Considere el siguiente sistema: 

2a + 6y = — 3 
x + 3>- = 2 

Multiplique la segunda ecuacion por —2 y al sumar, se obtiene 

2a - 6y = — 3 
-2 a - 6y = -4 
0 = -7 

Se ha obtenido una contradiccion. La suposicion de que el sistema original tiene solu¬ 
ciones debe ser falsa, de otra manera, jse hubiera comprobado que 0 = -7! En conse- 
cuencia, el sistema no tiene solucion. Las graficas de las ecuaciones son paralelas y el 
sistema es inconsistente. 

Ahora, considere el sistema 


a - y = 4 

-2a + y = -8 

Si se multiplica la primera ecuacion por 2 y se suma el resultado a la segunda ecuacion, 
se tiene 


2x — y = 8 

- 2a - v = - 8 
0 = 0 

El obtener 0 = 0 mediante la suma, implica que las dos ecuaciones originales son 
equivalentes. Es decir, sus graficas coinciden y el sistema es dependiente. Si se hace a 
= t. donde t es cualquier numero real, y se despejay en cualquiera de las ecuaciones, se 
obtiene y - 2t - 8 . Asi, 


( t, 2r — 8) t es un numero real 

describe el conjunto solucion para el sistema. La variable t se llama par^metro, y al 
reentplazar t por un numero real se produce una solucion particular para el sistema. 
Por ejemplo, algunas soluciones particulares para este sistema son: 

l = t (2 t 5 f = 9.4 

(-1.-10) (2,-4) (5,2) (9.4,10.8) 
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Muchos problemas de la vida real se resuelven facilmente aplicando metodos de 
dos ecuaciones con dos variables. El ejemplo 5 ilustra una de las aplicaciones de este 
tipo de sistemas. 


Dieta 

Una persona desea tomar leclic yjugo de naranja para aumentar la cantidad de calcio y 
vitamina A en su dieta diaria. Una onza de leche contiene 41 miligramos de calcio y 59 
microgramos* de vitamina A. Una onza de jugo de naranja contiene 5 miligramos de 
calcio y 75 microgramos de vitamina A. ^Cuantas onzas de leche y de jugo de naranja 
debe tomar cada dia para obtener exactamente 550 miligramos de calcio y 1 300 
microgramos dc vitamina A? 

Solucion Primero se definen las variables relevantes: 

x = Numero de onzas dc leclic 
v = Numero de onzas de jugo de naranja 

La informacion dada sc resume en la tabla 1. Es conveniente organizar la tabla dc ma- 
nera que la informacion relacionada con cada variable se enliste en una columna mas 
que en un rcnglon. 


TABLA 1 




Jugo de 

Requerimientos 


Leche 

naranja 

totales 

Calcio (mg) 

41 

5 

550 

Vitamina A (p,g) 

59 

75 

1 300 


Aliora se usa la informacion de la tabla para formar ecuaciones que impliquen a xy a v: 


/Calcio en x onzas\ 

\ de leche j 

41* 4- 


/ Calcio eny onzas \ 
\dejugo de naranja J 

5 y 


I Total de calcio ) 
\ necesario (mg) ) 

550 


/ Vitamina A en .r onzas 
\ de leche 


\ 

I 


59.v- + 


/ Vitamina A en y onzas\ 
\ de jugo de naranja I 

75 v 


^Total de vitamina A 
^ necesaria (p.g) 

1 300 


Resuelva mediante eliminacion por suma: 


615a- - 75 y = -8 250 
59a + 75y = 1 300 

556x =-6 950 


4I( ) + 5y = 550 

5y = 37.5 

r = 7.5 


* Un microgramos (pg) es una millonesima (10"*) de un gramo. 
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Tomando 12.5 onzas de leche y 7.5 onzas de jugo de naranja cada dia se obtienen las 
cantidades requeridas de calcio y de vitamina A. 

Comprobacion 4l.x + 5y = 550 59x + 75y = 1 300 

41(12.5) + 5(7.5) = 550 59(12.5) + 75(7.5) = 1 300 

550 = 550 1 300 = 1 300 

Una persona desea ingerir queso cottage y yogurt para aumentar la cantidad de protei- 
na y de calcio en su dieta diaria. Una onza de queso cottage conticne 3 gramos de 
proteina y 15 miligramos de calcio. Una onza de yogurt contiene I gramo de proteina 
y 41 miligramos de calcio. ^.Cuantas onzas de queso cottage y de yogurt debe ingerir 
cada dia para obtener exactamente 62 gramos de proteinas y 760 miligramos de cal¬ 
cio? 


A1 resolver sistemas de ecuaciones mediante eiiminacion por suma, los coeficientes de 
las variables y los terminos constantes desempefian un papel central. El proceso se 
puede hacer mas eficiente de manera general y para un trabajo de computadora intro- 
duciendo una forma matematica denominada matrix. Una matriz es un arreglo rectan¬ 
gular de numeros escrito en parentesis cuadrados. Dos ejemplos son 



A cada numero en una matriz se le llama elemento de una matriz. La matriz A tiene seis 
elementos ordenados en dos renglones y trcs columnas. La matriz B tiene 12 elementos 
ordenados en cuatro renglones y tres columnas. Si una matriz tiene m renglones y n 
columnas, se llama matriz m X n (lease “matriz m por /?”). La expresion m X n se 
conoce como tamafio de la matriz, y los numeros m y n se conocen como dimensiones 
de la matriz. Es importante notar que siempre se indica primero el numero de renglo¬ 
nes. Refiriendonos a la ecuacion anterior (2), A es una matriz 2 X 3 y B es una matriz 
4x3. Una rnatnz con n renglones y n columnas se denomina matriz cuadrada de 
orden n. Una matriz con solo una columna se llama matriz columna, y una matriz 
con solo un renglon se llama matriz renglon. Estas definiciones se ilustran con lo 
siguiente: 

3X3 4x1 1x4 

0.5 0.2 1.0’ _ 3 

0.0 0.3 0.5 [2 \ 0 -§] 

0.7 0.0 0.2 

L 0 . 

Matriz cuadrada Matriz Matriz renglon 

de orden 3 columna 



8-1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices aumentadas 


595 


La position de un elemento en una matriz es el renglon y coluinna que contiene al 
elemento. Esto se indica por lo general usando notation con doble subindice a.., don- 
de i es el renglon y j es la columna que contiene al elemento a , como se ilustra a 
continuation: 


a n ^12 — 5, a 13 — 3 
■ a 2i — 6 , a 22 — 11 ? a 22 — 4 

Note que a n se lee “a subindice uno dos” y no “a subindice doce”. Los elementos a r = 
1 y a 22 = 0 conforman la diagonal principal d eA. En general, la diagonal principal de 
una matriz A consiste de los elementos a u , a 2V a, 3 ,.... 

Comentario. La mayoria de los dispositivos de graficacion tienen la capacidad de 
almacenar y realizar operaciones con matrices. La figura 3 muestra la matriz A desple- 
gada en la pantalla de edition de una calculadora grafica en particular. El tarnano de la 
matriz se presenta en la parte superior de la pantalla, y la position del elemento selec- 
cionado generalmente aparece en la parte inferior. Note que se usa una coma en la 
Notacion de matriz notation para indicar la position. Esto es una practica comun en los dispositivos de 
en un dispositivo de graficacion. graficacion pero no en literatura matematica. 

Se pueden usar los coeficientes y terminos constantes en un sistema de ecuaciones 
lineales para formar diversas matrices de interes en nuestro trabajo. Con relation al 
sistema 




lx - 3v = 5 

k + 2y “ — 3 


(3) 


se tienen las matrices siguientes: 


Matriz de Matriz Matriz aumentada 

coeficientes constante de coeficientes 


1 

1 

<N 


i 


'2 -3 

5" 

U 2 1 


\ -3 


1 2 

— 3_ 


La matriz aumentada con coeficientes se usara en esta section. Las otras matrices se 
usaran en secciones posteriores. La matriz aumentada de coeficientes contiene las par¬ 
tes esencialcs del sistema, es decir, los coeficientes y las constantes. La barra vertical 
solo se incluye como una ayuda visual para separar los coeficientes de los terminos 
constantes. (Las matrices introducidas y desplegadas en una calculadora grafica o com- 
putadora no mostraran esta linea.) 

Para facilitar la generalization de los sistemas grandes en las secciones siguientes. 
se va a cambiar la notacion de las variables en el sistema (3) a una forma con subindices 
(pronto se acabaran las literales, pero no se acabaran los subindices). Es decir, en lugar 
de x y y, se usara a\ y a,, respectivamente, y el sistema (3) se escribira como 


2a | — 3a 2 = 5 

a, + 2a? = — 3 

En general, asociado con cada sistema lineal de la forma 


d 11 A, -+■ £J|2A 2 *, 

a 2l x l -r a 22 x 2 ~ k 2 


(4) 
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dondex, yx, son variables, se tienc la matriz aumentada del sistema: 


a n 
«21 

Esta matriz contiene las partes esenciales del sistema (4). Nuestro objetivo es aprender 
como manejar matrices aumentadas de manera tal que resulte una solucion al sistema 
(4), si existe una solucion. 

En nuestro analisis anterior del uso de la eliminacion mediante suma, se dijo que 
dos sistemas eran equivalentes si tem'an la misma solucion. Y se usaron las operaciones 
del teorema 2 para transformar un sistema en otro equivalente. Paralelo a esta conside¬ 
ration, se dice que dos matrices aumentadas son de renglon equivalente, lo cual se 
denota por el simbolo ~ entre las dos matrices, si son matrices aumentadas de sistemas 
de ecuaciones equivalentes. Por otra parte, se utilizan las operaciones enumeradas en el 
teorema 3 que se muestra a continuation, para transformar matrices aumentadas en 
matrices de renglon equivalente. Note que el teorema 3 es una consecuencia directa del 
teorema 2. 


Cl \2 
a 22 


a I *-V 

.2 I 


Columna 2 (C 7 ) 
Columna 3 (Cj) 

— Renglon 1 (R n ) 
Renglon 2 (R ? ) 


Teorema 3 Operaciones elementales de renglon que producen 
matrices de renglon equivalente 

Una matriz aumentada se transforma en una matriz de renglon equivalente si se 
realiza cualquiera de las siguientes operaciones renglon: 

1. Dos renglones se intercambian (R. R). 

2. Sc multiplica un renglon por una constante diferente de cero (kR —» R). 

3. Se suma el multiplo constante de un renglon con el de otro renglon (kR + 

/?—»/?) 

* r 

[Nota: La flecha significa “reemplaza”.] 


El uso del teorema 3 en la solucion de sistemas en la forma de (3) se ilustra mejor con 
si. rn. ejemplos. 

mediante matrices 


Solucion de un sistema mediante metodos de matrices aumentadas 

Resuelva, mediante metodos de matrices aumentadas: 


3x, + 4 x 2 = 1 
x, — 2x 2 = 7 


( 3 ) 


Solucion 


Se comienza por escribir la matriz aumentada correspondiente al sistema (3): 
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3 

1 


4 

-2 


1 

7. 


(4) 


Nuestro objetivo es usar operaciones renglon a partir del teorema 3 para intcntar trans- 
formar la matriz (4) en la forma 


1 0 

m 

.0 1 



(51 


donde m y n son numcros reales. La solution del sistema (3) sera entonccs obvia. ya 
que la matriz (5) sera la matriz aumentada del sistema siguiente: 

x, = m x, i Ox? = m 
x 2 — n 0 *, t Xj = n 

Ahora se procede a usar las operaciones renglon para transformar (4) en la forma (5). 

Paso l Para obtener un 1 en la esquina superior izquierda, sc intercambian los ren- 
glones 1 y 2 (teorema 3, parte I): 


3 4 

f 

R R, 

\ -2 

7 

Ahora se vera por que se opto 

.1 ~2 

7_ 


.3 4 

1 , 

por el teorema 2, parte 1. 


Paso Para obtener un 0 en la esquina inferior izquierda, se multiplica R por —3 y 
se suma a R 2 (teorema 3. parte 3). Esto cambia a /?, pero no a R r Algunas 
personas encuentran util escribir (—3)/?, fucra de la matriz para reducir erro- 
res aritmeticos: 


1 -2 

7 

( 3 )/?! * - 


1 -2 

7 

3 4 

1 . 

V --- — 


_0 10 

- 20 _ 


-3 6 21 - 

Paso 3. Para obtener un 1 en el segundo renglon, segunda columna, se multiplica 7?, 
por (teorema 3, parte 2): 


1 

-2 

1 

r \ R ' 

'1 -2 

7 

0 

10 

- 20 . 


0 1 

-2 


Paso 4. Para obtener un 0 en el primer renglon, segunda columna, sc multiplica R-. 
por 2 y se suma el resultado a /?, (teorema 3, parte 3). Esto cambia a pcro 
no a R 


0 2 4-i 


'1 -2 

i 

2R 2 ft, -r 

'i 

0 

3 

-0 1 

-2. 


.0 

1 

-2 


jMemos cumplido nuestro objetivo! La ultima matriz es la matriz aumentada para el 
sistema 


x, = 3 


x, = - 2 


(6) 
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Como el sistema (6) es equivalente al sistema original (3), se resolvio el sistema (3). Es 
decir, jc ( = 3 y x 2 = —2. 


Comprobacion 


3*1 + Ax 2 = 1 
3(3) + 4( — 2) = 1 
1 = 1 


x, - 2x 2 = 7 
3 - 2(—2) — 7 
7 = 7 


El proceso anterior se escribe de manera mas compacta como sigue: 


Paso 1: \ 

3 

4 

1 

^Necesita un 1 aqui/ 

.1 

-2 

7. 

Paso 2: \ 

'1 

-2 

7 

V Necesita un 0 aqui J 

.3 

4 

1. 


-3 

6 

-21 

Poso 3: \ 

'1 

-2 

7 

Necesita un 1 aqui/ 

.0 

10 

-20 


0 

' 2 

—4 

/ Paso 4: \ 

1 

-2 

7 

x^Necesita un 0 aquj/ 

_0 

1 

-2. 


1 

0 

3 


_0 

1 

-2 


Por lo tanto, a*, = 3 y x 2 = —2. 


R , <-> R 2 


(-M + r 2 ~>r 2 

I 


T 0^2 ^2 


2R 2 + R} i?i 


Resuelva, mediante metodos de la matriz aumentada: 2x. - x 7 = -7 

x f + 2x 7 = 4 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 El resumen al final del ejemplo 6 muestra cinco matrices aumentadas de coeficien- 

tes. Escriba el sistema lineal que representa cada matriz, resuelva cada sistema gra- 
ficamente, y analice la relacion entre estas soluciones. 


Solucion de un sistema mediante metodos de matrices aumentadas 

Resuelva, mediante metodos de matriz aumentada: 2x ] - 3x 2 = 7 

3x, + 4Xj = 2 
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Solucion 


Solucion 


Paso 1: 

2 

-3 

7 

$«, -> fi, 

\ Necesita un 1 aquf / 

.3 

4 

2 


Paso 2 

1 

3 

I 

7n 

2 


Necesita un 0 aquf 

.3 

4 

2. 

(-3)«, + «, • 

Paso 3. \ 

1 

3 

2 

21 

2 


Necesita un 1 aquf/ 

_0 

17 

_2 

_12 

24 



0 

j 

2 

j 

2 


Paso 4: \ 

"1 

' 3 

2 

21 

2 

$R 2 + /?| -» /?■ 

Necesita un 0 aqui y 

_0 

1 

- 1 . 



'1 

0 

2 



.0 

1 

- 1 . 



Asi, ;c, = 2 y x 2 = - 1. Se debe comprobar esta solucion en el sistema original. 


Resuelva, mediante metodos de matriz aumentada: 5x, - 2x ? = 12 

2x t + 3x 2 - 1 


Solucion de un sistema mediante metodos de matriz aumentada 

Resuelva, mediante metodos de matriz aumentada: 


2 -1 

4' 

.-6 3 

-12. 

i -4 

2 

-2 1 

-4. 

2 - 1 

4 

‘ i -4 

2 

o 

o 

0_ 


2 *. " *2 = 

—6x ] + 3 x 2 


4 

12 


( 7 ) 


jfli —> ft, (Esto produce un 1 en la esquina superior izquierda.) 
jR, -> R ? (Esto simplifica R r ) 

2fl, t R ? -» Rj (Esto produce un 0 en la esquina inferior izquierda.) 


La ultima matriz corresponde al sistema 

A'i 2*2 2 . At 2 a . 2 

0 = 0 Ox, Ox. 0 

Asi, jc, = \x 2 + 2. Por lo tanto, para cualquier numero real t, si x 2 = t, entonces x x = \t 
+ 2. Es decir, el conjunto solucion esta descrito por 

{\t + 2, t) t es un numero real 


( 8 ) 
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Por ejemplo, si t = 6, entonces (5,6) es una solution particular; si t = —2, enter 
— 2) es otra solution particular; y asi en forma sucesiva. Geometricamente, las | 
dc las dos ecuaciones originates coinciden y existe un numero infinito de sote. 

En general, si se finaliza con un rcnglon <<« ceros en una n auniens 
da para un sisrema de dos eeuacionr- con do* \o? rentes. el -ifstem*< 
d:-pendiente \ existe un numero infinito de solutionis. 

Comprobacion Lo siguientc cs una comprobacion de que (8) proporciona una solution para el 
(7) para cualquicr numero real t: 


2*i -*2 = 4 
2 ({t -b 2) - t ± 4 
/ -r 4 - / = 4 
4 = 4 


— 6 *, + 3*2 = — 12 
-6 ({t + 2) + 3/ = -12 
-3 1- 12 + 3 f- L -12 
— 12 = —12 


Resuelva, mediante metodos de matrix aumentada: —2*, + 6* 3 = 6 

3*. - 9*^ = -9 

i 2 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 La mayoria de los dispositivos de graficacion pueden realizar operaciones con r 

glones. La figura 4 muestra la solution del ejemplo 8 en una calculadora de graficac; 
en particular. Consulte su manual para ver como realizar operaciones con renglor 
y resuelva el problema seleccionado 8 en su dispositivo de graficacion. 

Ejecucion de _ _ 

operaciones de renglon en tfll : + : row( 1 /3? [fl] j 2) ^ 

un dispositivo de graficacion. ^ E ? , * 4 j [HJ _ _ ~ , 


[ft] 



[ 12 - 

1 4 

] 

[ -6 3 


121 1 

♦route l-"2. 

[fl] 

7 1 

[fl] 



til 

5 2 

] 

[ -6 3 


121 ] 


♦route1/3J 

[fl] 


[fl] 



[ [1 * 

.5 

2 ] 

[ -2 1 


-41 1 

♦row+< 2 ? [hi 7 

17 2]' 

^ [fl] 



[ [1 

-.5 

21 

[0 

0 

0] ] 


Solution de un sistema mediante metodos de matriz aumentada 

Resuelva, mediante metodos de matriz aumentada: 2* t + 6x, = — 3 


x, + 3* 3 = 2 


Solucioo 


'2 6 

-3' 

.1 3 

2. 

'1 3 

2 

.2 6 

-3. 

2 6 

-4 


R, R? 
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'1 

3 

2 

0 

0 

-7. 


fi, impiica la contradiccion: 0 - 


Esta es la matriz aumentada del sistema 


7 


-V, 4- 3as = 2 X, 3x ; 2 

0 = ~ 7 Ox, ■ 0x ? - 7 

No se satisface la segunda ecuacidn para algun par ordenado de mimeros reales. Por lo 
tanto, el sistema original es inconsistente y no tiene solucion. |De otra manera. se hu- 
biera comprobado que 0 = -7! 


\si. si io que se oktienc von cer--. a la tequierda dr la lian a t-rdml • un 
n tinier.- difrrente de a la derccha dr la Itarra eu un reiigldn dc ■ • 

niatri/ aumentada. entonccv el dstenia es ineun-istent. \ no ik-ru- solo 
eiones. 


Resuelva, mediante metodos de matrices aumentadas: 2x f — x 2 = 3 

4a, - 2x 2 = — 1 


Resumen 


Para los mimeros reales m . n.p'.pi^ 0: 


Forma 1: Una 
solucion unica 
(consistente e 
independiente) 


1 0 
0 1 


Forma 2: Muchas 
soluciones inflnitas 
(consistentes y 
dependientes) 


1 m 
0 0 





Forma 3: No 
hay solucion 
(inconsistente) 


1 m 
0 0 




El proceso para resolver sistemas de ecuaciones descrito en esta seccion se conoce 
como elimination Gauss-Jordan. En la siguiente seccion se usara este metodo para 
resolver sistemas a gran escala, que incluyen sistemas en los que el mimero de ecuaciones 
y el numero de variables no son iguales. 


Respuestas a los problerrtas seleccionados 


y 

4 


x = l.v = —2 
Comprobacion: 


-s 


n.^1,-2) 


-5 


x- y = 3 
1 - (-2) = 3 
3 = 3 

.r - 2> = -3 

I - 2(-2) = -3 
-3 = -3 
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2. (A) (3, 2) o x = 3 yy = 2 (B) No hay solucion (C) Numero infinito de soluciones 

3. (—1.92, 4.23) ox = —1.92 yy = 4.23 4. (-1,3), ox = -1 yy = 3 

5. 16.5 onzas de queso cottage, 12.5 onzas de yogurt 

6. Jt, = —2, x 2 = 3 7. x, = 2,x, = -1 

8. El sistema es dependiente. Para cualquier numero real t. x 2 * t, x, = 3t - 3 es una solucion. 

9. lnconsistentc (no hay solucion) 


tRCICIO 


8-1 


A 

Relacione cada sistema en los problemas del 1 al 4 con una las 
graficas siguientes, y use la grafica para resolver el sistema. 


Resuelva los problemas del 11 al 14 mediante eliminacion por 
suma. 

11. 2x + 3y = 1 12. 2m- n = 10 

3x - y = 7 m — 2n — —4 



y 

t_/ 

_nr 





(C) 


1. 2x - 4y = 8 
x - 2y = 0 

3. 2x — y = 5 
3x + 2 y = -3 

Resuelva los problemas del 

5. x + y = 7 
x — y = 3 

7. 3x - 2y = 12 
7x + 2y = 8 

9. 3« + 5v = 15 
6 u + lOv = -30 


Y 



2. X + y = 3 
x - 2y = 0 

4. 4x — 2y = 10 
2x — y = 5 

al 10 mediante graficacion. 

6. x — y = 2 
x + y = 4 

8. 3x - y = 2 
x + 2y = 10 

10. m + 2n = 4 
2m + 4n = -8 


13. 4x - 3y = 15 
3x + 4y = 5 


14. 5x + 2y = 1 
2x - 3y = —11 


Los problemas del 15 al 24 se refieren a las matrices siguien¬ 
tes: 





'-2 

8 

0 ' 

'3 -2 

O' 

B = 

-3 

6 

9 

.4 1 

- 6. 








4 

2 

0 . 


0] 


'-4' 



[3 -2 

D = 

7. 




15. <)Cual es el tamafio de Al i Y el de C? 

16. i,Cual es el tamafio de Bl el de D2 

17. Identifique a todas las matrices renglon. 

18. Identifique a todas las matrices columna. 

19. Identifique a todas las matrices cuadradas. 

20. (.Cuantos renglones necesitaria la matriz A para ser una 
matriz cuadrada? 


21. Para la matriz A, encuentre a u y a,.. 

22. Para la matriz .4, encuentre a 2| y a n . 

23. Encuentre los elementos en la diagonal principal de la 
matriz B. 

24. Encuentre los elementos en la diagonal principal de la 
matriz .4. 


En los problemas del 25 al 36 realice cada una de las opera- 
ciones renglon de la matriz siguiente: 


‘l -3 

2' 

.4 -6 

-8. 


25 26. jR 2 ->R 2 27. -4R,-*R, 

28. -2R, —> R, 29. 2 R 2 ->R 2 30. -1 R 2 ->R 2 

31. (-4 )R, + R 2 -» R 2 32. (-j)/? 2 + «,-»/?, 

33. (-2 )R X + R 2 -> R 2 34. (-3)7?, + R 2 -> 7? 2 
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35. (-1 )R,+R 2 ->R 2 36. IR ,+/?,-» R-, 

Resuelva los pmblemas 37y 38 mediame metodos de matriz 
aumentada. Escriha el sistema lineal representado por cada 
matiiz aumentada en su solucion, y resuelva cada uno de estos 
sistemas graficamente. Analice la relacion entre las solucio- 
nes de estos sistemas. 

*, + x 2 = 7 .a:, + x 3 = 5 

*, ^ 1 x | x 2 = 3 

B _ 

Resuelva los problemas del 39 al 50 mediante metodos de ma¬ 
triz aumentada: 

39. x, — 4x 2 = — 2 40. jc, — 3x 2 = — 5 

-2x, + * 2 =-3 —3jc, — x 2 — 5 

41. 3x, — x 2 = 2 42. 2x, + x 2 = 0 

*, + 2x 2 =10 a:, — 2x 2 = —5 

43. *,+2*2 = 4 44. 2*,- 3*2 = -2 

2*i + 4*, = —8 —4*| + 6*2 = 7 

45. 2*, +* 2 = 6 46. 3*, - * 2 = —5 

*i - *2 = ~3 *, + 3 * 2 = 5 

47. 3*, - 6*2 = -9 48. 2*, — 4*, = -2 

— 2*, + 4*2 = 6 -3*, + 6*2 = 3 

49. 4*, - 2*2 = 2 50. - 6 *, + 2*2 = 4 

- 6 *, + 3*2 = — 3 3*, - *2 = —2 

En los problemas del 51 al 54 use una rutina de interseccion 
en un dispositivo de graficacionpara aproximar la solucion de 
cada sistema con dos cifras decimates. 

51. 2* - 3y = -5 52. lx - 3y = 20 

3* + 4y = 13 5* + 2y = 8 

53. 3.5* - 2.4y = 0.1 54. 5.4* + 4.2y = - 12.9 

2.6* - 1.7y = -0.2 3.7* + 6.4y = -4.5 

c_ 

Los coeficientes de los tres sistemas que se muestran a 
continuacion son muy similares. Se podria pensar que los 
conjuntos solucion de los tres sistemas tambien podrian 
ser casi identicos. Desarrolle la evidencia para o contra 
esta suposicion considerando las graficas de los sistemas 
y las soluciones obtenidas mediante eliminacion por suma. 
(A) 4* + 5y = 4 (B) 4* + 5y = 4 

9* + 1 ly = 4 8* + 1 ly = 4 

(C) 4* + 5y = 4 
8 * + 10y = 4 

Repita el problema 55 para los sistemas siguientes. 

(A) 5*- 6 y = —10 (B) 5*- 6y=-10 

11* - 13y = -20 10* — 13y = —20 

(C) 5*- 6y=-10 
10* - 12y = -20 


Resuelva los problemas del 57 al 60 mediante metodos de ma¬ 
triz aumentada. Use un dispositivo de graficacion para reali- 
zar las operaciones renglon. 

57. 0.8*, + 2.88*2 = 4 58. 2.7*, - I5.12* 2 = 27 

1.25*| + 4 . 34*2 = 5 3.25*, - I8.52* 2 = 33 

59. 4.8*, - 40.32*2 = 295.2 
-3.75*,+ 28.7*2 =-211.2 

60. 5.7*, - 8.55*2 = -35.91 
4.5*, + 5.73*, = 76.17 


Ai'LlCAClONtS 1 

61. Acertijo. Una amiga suya salio de una oficina de correos 
despues de gastar $19.50 en timbres de 32 y 23 centavos. 
Si compro 75 timbres en total, ^cuantos timbres dc cada 
tipo compro? 

62. Acertijo. Un parquimetro conticne monedas de 5 y 10 
centavos que suman $6.05. Si en total contiene 89 monedas. 
^cuantas hay de cada tipo? 

63. Inversiones. El bono A paga 6% de interes compuesto anual 
y el B , 9%. Si una inversion de $200 000 en los dos bonos 
combinados gana $14 775 al ano, <,cuanto se invirtio en 
cada bono? 

64. Inversiones. La historia indica que un fondo mutuo A 
ganara 14.6% anual y un fondo mutuo B. 9.8% en el inismo 
periodo. <;C6mo se debera dividir una inversion entre los 
dos fondos para producir una ganancia del 11%? 

65. Quimica. Un quimico tiene dos soluciones de acido 
sulfiirico: una solucion al 20% y otra al 80%. ^.Quc cantidad 
de cada solucion se debera usar para obtener 100 litros de 
una solucion al 62%? 

66. Quimica. Un quimico tiene dos soluciones: una que 
contiene alcohol al 40% y otra que contiene alcohol al 70%. 
^Que cantidad dc cada solucion se debera usar para obtener 
80 litros de una solucion al 49%? 

67. Nutricion. Ciertos animales en un experimento deben 
seguir una dieta estricta. Cada animal rceibe. entre otras 
cosas. 54 gramos de proteina y 24 de grasa. El tecnico del 
laboratorio puede comprar dos mezclas de comida con las 
composiciones siguientes: La rnezcla A tiene 15% dc 
proteina y 10% de grasa; la rnezcla 5 tiene 30% de proteina 
y 5% de grasa. ^Cuantos gramos de cada rnezcla se deberan 
usar para obtener una dieta correcta para un solo animal? 

68. Nutricion de las plantas. Un fruticultor puede usar dos 
tipos de fertilizante en su cultivo dc naranjas, la marca.4 v 
la marca B. Cada bolsa de la marca A contiene 9 libras de 
nitrogeno y 5 de acido fosforico. Cada bolsa de la marca B 
contiene 8 libras de nitrogeno y 6 dc acido fosforico. Las 
pruebas indican que el cultivo ncccsita 770 libras dc 
nitrogeno y 490 de acido fosforico. iC uantas bolsas de cada 
marca se deberan usar para proporcionar las cantidades 
neccsarias de nitrogeno y de acido fosforico? 
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69. Cargos por entrega. Servicios Umdos, una empresa 
nacional de mensajeria, cobra un precio base por la entrega 
nocturna de paquetes que pcsan una libra o menos, y un 
cargo extra por cada libra adicional (o fraccion). A un 
cliente sc le cobra $27.75 por enviarun paquete de 5 libras 
y S64.50 por enviar otro de 20 libras. Encuentre el precio 
base y cl cargo extra por cada libra adicional. 

70. Cargos por entrega. Refierase al problema 69. Envios 
Federales. un scrvicio de la competencia para envios 
noclurnos, informa al cliente del problema 69 que podria 
enviar el paquete dc 5 libras por $29.95 y el de 20 libras 
por S59.20. 

(A) Si Envios Federales calcula su costo de la misma 
manera que Servicios Unidos, encuentre cl precio base 
y el cargo extra que cobra esta compania. 

Lstablezca una regia simple que pueda usar el cliente 
para elegir el mas baralo de los dos servicios por envio 
de paquetes. Justifique su respuesta. 


71. Asignacion de recursos. Una fabrica productora de cafe 
utiliza granos de cate colombiano y brasilciio para produ¬ 
ct dos mezclas. fuerte y suave. Una libra dc la mezcla de 
cafe fuerte necesita 12 onzas de granos colombianos v 4 
de granos brasileiios. Una libra de la mezcla suave necesita 
6 onzas de granos colombianos y 10 de granos brasileiios. 
El cafe se envia en sacos de 132 libras. La compania dispone 
de 50 sacos de granos colombianos y 40 de granos 
brasileiios. ^.Cuantas libras de cada mezcla se tendran que 
producir para usar todos los granos disponibles? 

Asignacion de recursos. Refierase al problema 71. 

(A) Si la compania decide dcscontinuar la produccion de 
la mezcla fuerte y producir solo la mezcla suave, 
^.cuanlas libras de la mezcla suave puede producir y 
cuantas onzas de granos de cada tipo usara? 

(B) Rcpita el inciso (A) si la compania decide descontinuar 
la produccion de la mezcla suave y producir solo la 
mezcla fuerte. 


8-2 


Elimination Gauss-Jordan 


Matrices reducidas 

Resolucion de sistemas mediante eliminacion Gauss-Jordan 
Aplicacion 


Ahora que se ha adquirido algo de experiencia cn operaciones renglon en matrices 
aumentadas simples, se consideraran sistemas que implican mas de dos variables. Ade- 
mas, no se necesita que un sistema tenga el mismo numero de ecuaciones que de varia¬ 
bles. Resulta que los sistemas de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos variables, 
establecidos en el teorema I en la seccion 8-1, se cumplen de hecho para sistemas 
lineales de cualquier tamano. 


Posibles soluciones de un sistema lineal 

Se puede demostrar que cualquier sistema lineal debe tener exactamente una so- 
lucion, ninguna solution, o un numero infinito de soluciones, sin importar el 
numero de ecuaciones o de variables en el sistema. Los tdrminos unico, consis- 
tente, inconsistente, dependiente e independiente se utilizan para describir esas 
soluciones, como se hace para sistemas con dos variables. 


En la seccion anterior se usaron operaciones renglon para transformar la matriz aumen- 
tada de coeficientes para un sistema de dos ecuaciones con dos variables 


0,1 

0,2 

1 

-021 

022 

k 2 .\ 


UjjXj "F Q\2p^2 k\ 

"h 022^*2 ^2 
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en una de las siguientes formas simplificadas: 

W 

Forma 1 Forma 2 


/ 

Forma 3 


'1 0 

m 


1 m 

n 


1 m n 

.0 1 

n _ 


.0 0 

0. 


o 

o 

■ys 


(1) 


donde m. n y p son numeros reales, p 0. Cada una de estas formas reducidas repre- 
senta un sistema que tiene un tipo diferente de conjunto solucion. y dos de estas formas 
no son de renglon equivalente. De esta manera, se considera que cada una dc estas es 
una forma simplificada diferente. Ahora se consideraran sistemas mas grandes con mas 
variables y mas ecuaciones. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Las formas anteriores 1,2 y 3 representan sistemas que tienen, respectivamente, una 

solucion unica, un numero infinito de soluciones y ninguna solucion. Analice el 
numero de soluciones para los sistemas de tres ecuaciones con tres variables repre- 
sentados por las siguientes matrices aumentadas de coeficientes. 


I 

1 

1 

2 


1 1 

1 

2 


1 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

3 

(B) 

0 0 

0 

0 

(C) 

0 

1 

0 

3 

_0 

0 

0 

0_ 


o 

o 

I 

0 

0_ 


0 

0 

1 

4 


/ 

Como no existe limite superior en el niimero de variables o el numero de ecuaciones 
en un sistema lineal, no es posible enlistar de manera explicita todas las posibles “for¬ 
mas simplificadas” para sistemas grandes, como se hizo para sistemas de dos ecuaciones 
con dos variables. En Iugar de esto, se establece una definicion general de una forma 
simplificada llamada matriz reducida que se puede aplicar a todas las matrices y siste¬ 
mas, sin importar el tamano. 


DEFINICION 1 Matriz reducida 

Una matriz esta en forma reducida si: 

1. Cada renglon que consiste totalmente de ceros esta debajo de cualquier ren¬ 
glon que tiene por lo menos un elemento diferente de cero. 

2. El elemento en el extremo izquierdo diferente de 0 en cada renglon cs I. 

3. La columna que contiene al 1 en el extremo izquierdo de cierto renglon tiene 
ceros arriba y debajo de 1. 

4. El 1 en el extremo izquierdo de cualquier renglon esta a la derecha del 1 del 
extremo izquierdo del renglon precedente. 


Formas reducidas 

Las matrices que se muestran a continuation no estan en forma reducida. Indique que 
condition se viola en la definicion para cada matriz. Establezca la(s) operacion(es) 
nccesaria(s) de renglon para transfonnar la matriz a una forma reducida. y encuentre la 
forma reducida. 
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Soluciones 


(A) 

0 

.1 

1 

0 

-2 

3. 

(B) 

"1 

_0 

2 

0 

-2 

1 

3' 

- 1 . 


1 

0 

-3 


'1 

0 

0 

- r 

(C) 

0 

0 

0 

(D) 

0 

2 

0 

3 


0 

1 

-2. 


.0 

0 

1 

-5. 


(A) Se viola la condition 4: El I en el extremo izquierdo en el renglon 2 no esta a la 
derecha del 1 en el extremo izquierdo en el renglon 1. Realice la operation ren¬ 
glon R } R 2 para obtener la forma reducida: 


I 

0 

3' 

_0 

1 

-2. 


(B) Se viola la condition 3: La columna que contiene el 1 en el extremo izquierdo en 
el renglon 2 no tiene un cero arriba del 1. Realice la operation renglon 2R, + R, 
—» R, para obtener la forma reducida: 


'1 

2 

0 

f 

.0 

0 

1 

- 1 . 


(C) Se viola la condition 1: Todos los elementos son cero en el segundo renglon, y no 
esta debajo de cualquier renglon que tenga al menos un elemento diferente de 
cero. Realice la operation renglon R,«-» R. para obtener la forma reducida: 


'1 

0 

-3' 

0 

1 

-2 

0 

0 

0 . 


(D) Se viola la condition 2: El elemento en el extremo izquierdo diferente de cero en 
el renglon 2 no es un 1. Realice la operation renglon j R, —> R, para obtener la 
forma reducida: 


'1 

0 

0 

-f 

0 

1 

0 

2 

2 

0 

0 

1 

-5. 


Las matrices que se muestran en seguida no estan en forma reducida. Indique cual es la 
condition en la definition que se viola para cada matriz. Establezca la(s) operacion(es) 
renglon necesaria(s) para transformar la matriz a su forma reducida y encuentre la 
forma reducida. 






'1 

5 

4 

3' 

'1 

0 

2 

(B) 

0 

1 

2 

-1 

_0 

3 

— 6_ 


0 






0 

0 

0 . 



0 

1 

0 

-3- 


1 

2 

0 

3" 

(C) 

1 

0 

0 

0 

(D) 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

2. 


0 

0 

1 

4_ 
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Ahora se esta listo para bosquejar el metodo de eliminacion Gauss-Jordan para resolver 
sistcmas de ecuaciones lineales. El metodo transforma de manera sistematica una ma- 
triz aumentada en una reducida. El sistema correspondiente para una matriz aumentada 
de coeficientes se llama sistema reducido. Como se vera, los sistemas reducidos son 
faciles de resolver. 

El metodo de eliminacion Gauss-Jordan se llama asi en honor al matematico ale- 
man Carl Friedrich Gauss (1777-1885) y al matematico frances Camille Jordan (1838- 
1922). Gauss, uno de los matematicos mas grandes de todos los tiempos, utilizo este 
metodo para resolver sistemas de ecuaciones, el cual despues Jordan volvio de uso 
general. 


Solucion de un sistema mediante eliminacion Gauss-Jordan 

Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: 2x, — 2x 2 + x, = 3 

3x, + x, — .Vj = 7 
x, — 3x, + 2x 3 = 0 


Solucion Escriba la matriz aumentada y siga los pasos que se indican a la derecha para producir 
una forma reducida. 



'2 

-2 

1 

3’ 

Necesita un 1 aqui ) 

3 

1 

-1 

7 


_1 

-3 

2 

0 . 


'1 

-3 

2 

0 

Necesita ceros aqui) ~ 

3 

1 

-1 

7 

-(v ^ 

.2 

-2 

1 

3. 



1 

-3 

2 

0 

Necesita un 1 aqui ~ 

0 

1° 

-7 

7 


.0 

4 

-3 

3. 


k,~r 3 


(-3)R, + R, -» R 2 
(—2)R, + R 3 - R 3 


0.1 R, 


Paso 1. Seleccione la 
columna en el extreme 
izquierdo diferente de 
cero y obtenga un 1 en 
la parte superior. 

Paso 2: Use multiplos 
del renglon que 
contiene el 1 
del paso 1 para obtener 
ceros en todos los 
lugares restantes en la 
columna que contenga 

Paso 3: Repita el paso 1 
con la submatriz 
formada al eliminar 
(mentalmente) el 
renglon superior. 


fN 


ecesita ceros aqui 






'1 

-3 

2 

0 

0 

1 

-0.7 

0.7 

.0 

4 

-3 

3. 


3R 2 + R, • R-i Paso 4: Repita el paso 2 
con la matriz entero 


( 4)R 2 - R, - R 3 


Necesita un 1 aquM ~ 


1 

0 

-0.1 

2.r 

0 

1 

-0.7 

0.7 

0 

0 

-0.2 

0.2. 


(-5 )R 3 —>R, 


Paso 3: Repita el paso 1 
con la submatriz 
formada al eliminar 
(mentalmente los dos 
renglones superiores. 



'1 

0 -0.1 

2.1' 

--V 




Necesita ceros aqui — 

0 

1 -0.7 

0.7 


.0 

0 1 

-1 


0.1R 3 — Ri —» R] 
0.7R 3 + R 2 —r R~z 


Paso 4: Repita el paso 2 
con la matriz entero , 
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'1 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

0 

.0 

0 

1 

- 1 . 


La matnz esta ahora en 
forma reducida, y se 
puede proceder a 
resolver el sistema 
reducido. 


X 2 = 0 

*3 = - 1 

La solucion de este sistema es -c = 2, .v, = 0, x, = -1. Debe comprobar esta solucion 
en cl sistema original. 


Eliminacion Gauss-jordan 

Seleccione la columna del extremo izquierdo diferente de cero y use las 
operaciones renglon adecuadas para obtener un 1 en la parte superior. 

Use multiplos del renglon que contiene el 1 del paso 1 para obtener 
ceros en todos los lugares restantes en la columna que contiene este 1. 

Repita el paso 1 con la submatriz formada al eliminar (mentalmente) el 
renglon usado en el paso 2 y todos los renglones arriba de este renglon. 

Repita el paso 2 con la matriz entera, incluyendo los renglones elimi- 
nados mentalmente. Continue este proceso hasta que no se pueda avan- 
zar mas. 

[Nota: Si en cierto punto del proceso se obtiene un renglon coi/ceros a la izquier- 
da de la linea vertical y un numero diferente de cero a la derecha, hay que detener- 
se, pues se tiene una contradiction: 0 = n, n =£ 0. Se puede concluir entonces que 
el sistema no tiene solucion.] 


Comentarios 

1. Aun cuando cada matriz tenga una forma reducida unica, la secuencia de pasos 
(algoritmo) presentada aqui para transformaruna matriz cn una forma reducida no 
es linica. Es decir. tambien otras secuencias de pasos (que utilizan operaciones 
renglon) pueden producir una matriz reducida. (Por ejemplo, es posible utilizar 
operaciones renglon de tal manera que los calculos que impliquen fraccioncs sean 
minimos.) Pero se hace enfasis de nuevo en que no se esta interesado en los meto- 
dos a mano mas eficientes para transformar matrices pequenas a formas rcduci- 
das. El intcres principal radica en darle a usted un poco de experiencia con un 
metodo adecuado para resolver sistemas a gran escala, en una computadora o en 
un dispositivo de graficacion. 

2. La mayoria de los dispositivos de graficacion tienen la capacidad de encontrar 
formas reducidas, directamentc o con algo de programacion. En la figura 1 se 
ilustra la solucion del ejemplo 2 cn una calculadora grafica que tiene una rutina 
preconstruida para encontrar formas reducidas. Advicrta que en el renglon 2 y 
columna 4 de la forma reducida la calculadora grafica ha desplegado el numero 
muy pequeiio -3.5E-13 en lugar del valor exacto 0. Esto es algo que sucede a 
menudo en una calculadora grafica y no causa problemas. Solo recmplace cual- 
quiera de los numcros muy pequenos desplegados en notacion cientifica con 0. 
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Eliminacion 

Gauss-.Iordan en una caleuladora 
grafica. 


Solucion 


H 








[ 12 

*2 

1 

31 



[3 

1 

-1 

71 



[1 

-3 

2 

0] ] 

rref R 






[ tl 

0 

0 2 


1 

[0 

1 

0 

-3. 

5e - 

13] 

[0 

0 

1 

-1 


] ] 


Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: 


3x. -i- .v, - 2.v. = 2 

J 2 j 

jc, - 2 x 2 + x 3 = 3 

2x, - x 2 - 3x, = 3 


Solucion de un sistema mediante eliminacion Gauss-jordan 

Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: 2x, - 4x 2 + x, = —4 

4x, - 8x 2 -I- 7x, = 2 

—2x, + 4x, - 3x, = 5 


2 -4 1 

4-8 7 

-2 4 -3 


-4 

2 

5 


0.5 ft, -* ft. 


1 -2 
4 -8 


0.5 

7 





1.-2 

4 

-3 1 5.| 2ft, 


'1 

-2 

0.5 

-2 

0.2 ft. 

~ 

0 

0 

5 

10 



.0 

0 

-2 

1. 



'1 

-2 

0.5 

-2' 

(-0.5)ft 2 

~ 

0 

0 

1 

2 



.0 

0 

-2 

1. 

2R 2 + ft. 


/?2 R ? 

-* ft. 


Observe que la columns 
3 es la columns en el 
extrema izquierdo 
diferente de cero en esta 
submatriz. 




'1 

-2 

0 

-3 

0 

0 

1 

2 

.0 

0 

0 

5 


Se detiene la eliminacion 
uauss-Iordan, aunque la 
T:atriz no esta en forma 
reducida, debido a que el 
ultimo renglon produce una 
■ ontradiccion. 


El sistema es inconsistente y no tienc solucion. 


✓ 


Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan; 2x ( — 4x\ - x, = —8 

4x, - 8x* + 3x, = 4 

—2Xj + 4x, + Xj = 11 
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~ PRECAUCION La figura 2 muestra la solucion del ejemplo 3 en una calculadora grafica con 

una rutina en forma reducida preconstruida. Observe que la calculadora grafica 
no se detiene cuando ocurre una primera contradiccion, como se hizo en la 
solucion del ejemplo 3, sino que continua para encontrar la forma reducida. Sin 
embargo, el ultimo renglon en la forma reducida todavia produce una 
contradiccion, lo cual indica que el sistema no tiene solucion. 


Reconocimiento de 

R 

[12 -41 

[4 -8 7 

[-2 4 *3 

-41 

2 1 

5 11 

contradicciones en un dispositivo 
de graficaeion. 



rref 

R 




[[1 -2 

0 0] 



[0 0 

1 0] 



[0 0 

0 111 


Solucion de un sistema mediante eliminacion Gauss-Jordan 

Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: 3.x, + 6.x, — 9x } = 15 

2x, + 4.x, - 6x 3 = 10 
— 2v. — 3.v, + 4x. ( = — 6 


Solucion 

3 

6 

-9 

15' 


2 

4 

-6 

10 


-2 

-3 

4 

-6 



(~2)S, + R 2 -» 

2R\ + /?3 —> R 3 


1 

2 

-3 

S' 

0 

0 

0 

0 

_0 

1 

-2 

4. 

1 

2 

-3 

5' 

0 

1 

-2 

4 

.0 

0 

0 

0. 

"1 

0 

1 

-3' 

0 

1 

-2 

4 

.0 

0 

0 

0. 

*1 

+ 

*3 ” 

-3 


%2 — Zx 3 • 4 


H 3 Note que se deben intercambiar 
los renglones 2 y 3 para obtener 
una entrada diferente de cero en 
la parte superior de la segunda 
columna de esta submatriz.'- 


(-2)R 2 -r R, -» «, 


Esta matriz esta ahora en forma 
reducida. Escriba el sistema 
reducido correspondiente y 
resuelvalo. 


cuacion que corresponde al tercer 
renglon (todos son 0 ) en la forma 
reducida, ya que se satisface para todos 
los valores de X], x 2 y x 3 . 
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Note que la variable en el extremo izquierdo en cada ecuacion aparece en una y solo en 
una ecuacion. Se despejan las variables en el extremo izquierdo jc, y x 2 en terminos de la 
variable restante x 3 : 


x, = —.r 3 - 3 
x 2 = Ivj + 4 

Este sistema dependiente tiene un numero infinito de soluciones. Se usara un parametro 
para representar todas las soluciones. Si se hacex, = t, entonces para cualquier numero 
real t, 


x, = -t - 3 
x 2 = It + 4 
= t 


Usted debe comprobar que (-t - 3,2r + 4, t) es una solucion del sistema original para 
cualquier numero real i. Algunas soluciones particulares son 


f = 0 t = 2 t = 3.5 

(-3,4,0) (-1, 0,-2) (-6.5,11,3.5) 


Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: 


2.v, — 2x, - 4x, 

1 2 j 

3x, — 3 x 2 — 6x, 
— 2x, + 3x 2 + Xj 


-2 

-3 

7 


En general. 


Hay muchas maneras de usar la matriz aumentada reducida de coeficientes para 
describir el numero infinito de soluciones de un sistema independiente. Siempre se pro- 
cedera como sigue: Resuelva cada ecuacion en un sistema reducido para su variable en 
el extremo izquierdo y despues introduzca un parametro diferente para cada variable 
restante. Como lo ilustra la solucion del ejemplo 4, este metodo produce una representa- 
cion concisa y util de las soluciones para un sistema dependiente. El ejemplo 5 ilustra un 
sistema dependiente donde se necesitan dos parametros para describir la solucion. 


I EXPLORACION Y ANALISIS 2 Explique por que la definicion de una forma reducida asegura que cada variable en 

el extremo izquierdo en un sistema reducido aparece en una y solo en una ecuacion, 
y que ninguna ecuacion contiene mas de una variable del extremo izquierdo. Analice 
los metodos para determinar si un sistema consistente es independiente o depen¬ 
diente examinando la forma reducida. 





612 


8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


EJEMPLO 5 Solucion de un sistema mediante eliminacion Gauss-Jordan 

Resuclva mediante eliminacion Gauss-Jordan: x, + 2x. + 4x, + x 4 - x 5 = 1 

2x, + 4 v 2 + 8x, + 3x 4 - 4x 5 = 2 

x, + 3x, + 7 a\ + 3x = -2 

I 2 .y 

1 2 4 1—1 1 

2 4 8 3 -4 2 + R • R, 

.1 3 7 0 3 -2 (-l)fl, + fi 3 • R. 

'12 4 1-1 r 

•— 0 0 0 1 -2 0 R 2 ~R. 

0 1 3-1 4-3. 

'1 2 4 1-1 r (~2)R, - <? -s 

-013-1 4-3 

.0 0 0 1 -2 0. 

"1 0 -2 3 -9 7' : «. - R 

- 0 1 3-1 4-3 R , + V * 

0 0 0 1 -2 0. 

'1 0-2 0 -3 T 

~ 0 1 3 0 2 —3 La matriz esta en forma reducida. 

.0 0 0 1 -2 0. 

-v, - 2x, - 3.v, = 7 

x 2 + 3 .v 3 + 2x 5 = -3 

x 4 - 2x 5 - 0 

Despcje las variables en el extremo izquierdo x, f x 2 y x 4 en terminos de las variables 
restantes x } y x,: 

x, = 2x ? + 3.y 5 + 7 

x 2 — 3 a"j 2x, 3 

X 4 = 2x 5 

Si se hace x, = s y x, = t. entonces para cualesquiera de los numcros reales s y /, 

x, = 2s - 3r + 7 
x, = —3$ - 2r - 3 

X 3 = 5 

x 4 = 2t 

Xj = f 

es una solucion. Se deja que usted realice la comprobacion. 
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Resuelva mediante eliminacion Gauss-Jordan: x, - x, + 2x, - 2.x. - 3 

— 2x, + 2x 2 - 4x 3 — x 4 + .v. = -5 
3x, - 3x, + 7x, + .v 4 - 4x. = 6 


Considere ahora una aplicacion que implique un sistema dependiente de ecuaciones. 


Compras 

Un fabricante de productos quimicos quicre comprar una flotilla de 24 vagones con una 
capacidad de carga combinada de 250 000 galones. Se dispone de carros tanque con 
tres diferentes capacidades de carga: 6 000 galones, 8 000 galones y 18 000 galones. 
^Cuantos carros tanque de cada tipo se deben comprar? 

Solucion Sea 


x, = Numero de carros tanque de 6 000 galones 
x 2 = Numero de carros tanque de 8 000 galones 
x , = Numero de carros tanque de 18 000 galones 

Entonces 


X, + x 2 + Xj = 24 Numero total de carros tanque 

6 OOOx, + 8 000x 2 + 18 000x 3 = 250 000 Capacidad total de carga 


Ahora se puede formar una matnz aumentada del sistema y resolverla mediante elimi¬ 
nacion Gauss-Jordan: 


1 1 1 
6 000 8 000 18 000 


1 1 
6 8 


1 

18 


24 

250 


1 1 
0 2 


1 

12 


24 

106 


1 1 
0 1 


1 

6 


24 

53 


1 0 -5 -29 

.0 1 6 53 


x, - 5 x 3 = -29 
x 2 + 6x 3 = 53 


24 

250 000 


-* R 2 (simplifique R.) 


(- 6 )«, - R, -* 8 , 




(-1) S 2 + R, -» R, 


La matriz esta en forma reducida 

0 x x = 5x 3 — 29 

0 x 2 = -6x3 + 53 
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Sea .v 3 = i. Entonces, para cualquier numero real t, 

;r, = 5; - 29 
x 2 = - 6 1 + 53 

*3 = t 

es una solution, ^o no? Como las variables en este sistema representan el numero de 
carros tanque comprados, los valores de x,, x 2 y x, deben ser enteros no negativos. Asi, 
la tercera ecuacion necesita que t sea un entero no negativo. La primera ecuacion nece- 
sita que 5t - 29 > 0, de manera que t debe ser por lo menos 6. La ecuacion de enmedio 
necesita que -6/ + 53 s 0, de manera que t no pueda ser mayor que 8. Asi, 6, 7 y 8 son 
los linicos valores posibles para i. Solo hay tres combinaciones posibles que cumplen 
las especificaciones de la compania de 24 carros tanque con una capacidad total de 
carga de 250 000 galones, como se muestra en la tabla 1: 


TABLA 1 



t 

Carros tanque 

6 000 galones 

Carros tanque 

8 000 galones 

*2 

Carros tanque 

18 000 galones 

*3 



6 

1 

17 

6 



7 

6 

11 

7 



8 

11 

5 

8 


La election final sera probablemente influenciada por otros factores. Por ejemplo. 
la compania podrla querer minimizar el costo de los 24 carros tanque. 


Una linea aerea quiere comprar una flotilla de 30 aviones con una capacidad total de 
carga combinada de 960 pasajeros. Los tres tipos disponibles de aviones transportan 
18, 24 y 42 pasajeros, respectivamente. (,Cuantos aviones de cada tipo se deben de 
comprar? 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) Se viola la condition 2: El 3 en el renglon 2 y la columna 2 debe ser un 1 Realice la opcracion 
\R R : para obiener: 

1 0 | 21 

0 1 | -2J 

(B) Se viola la condicion 3: El 5 cn el renglon 1 columna 2 debe ser un 0. Realice la operacion 
( — 5)R, + R, —> P. para obtener: 


1 

0 

-6 

8 

0 

1 

2 

- 1 

.0 

0 

0 

0 . 
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(C) Se viola la condicion 4: El 1 en el extremo izquicrdo en el segundo renglon no esta a la derecha 
del I cn el extremo izquierdo en el primer renglon. Realice la operacion R <-> R, para obtener: 


'I 

0 

0 

o' 

0 

1 

0 

-3 

.0 

0 

1 

2. 


(D) Se viola la condicion 1: Todos los ceros cn cl segundo renglon deben estar en la parte inferior. 
Realice la operacion R , «-» R. para obtener: 


'1 

2 

0 

3 

0 

0 

1 

4 

0 

0 

0 

0. 


2. x f = 1, x 2 = - 1, jr, = 0 

3. Inconsistente; no hay solucion 

4. x { = Si + 4, x. = 3r ■+- 5, Xj = 1.1 es cualquier mimero real 


= s + 7, x 2 = 

s.x. = t — 2.x = 

' 3 1 

-3/ - 1, = t, s y t son dos numeros reales cualesquiera 

/ 

Aviones de 18 
pasajeros 

Aviones de 24 
pasajeros 

*■> 

Aviones de 42 
pasajeros 

14 

2 

14 

14 

15 

5 

10 

15 

16 

8 

6 

16 

17 

11 

2 

17 


EJERCiCJC 



En los problemas del I al 8 indique si cada matriz esta en 
forma reducida. 


1. 


3. 


5. 


2 

-I 

2 

0 

-1 


1 2 
0 0 


2 

— 1 
0 

0 3 

1 -1 



2. 

0 

.1 

1 

0 

2 

-1 


3' 


'1 

0 

0 

-2 

0 

4. 

0 

1 

0 

0 

4 


0 

0 

1 

1 


6 . 


8. 


1 3 0 
0 0 1 
0 0 0 


1 2 j 1 

0-3 2 



'1 

0 

- 

2 

3' 



1 

-2 

0 

-3" 


11. 

0 

1 


1 

-5 


12. 

0 

0 

1 

5 



0 

0 


0 

0. 



.0 

0 

0 

0. 



1 

0 

O' 





'1 

0 

5' 



13. 

0 

1 

0 




14. 

0 

1 

-3 




0 

0 

1 





0 

0 

0. 




1 

_ ' 

l 

0 

-3 

-51 


1 

0 

-2 

3 

4 

15. 







16. 







0 

0 

1 

3 

2_| 


_0 

1 

-1 

2 

-1 


B _ 

En los problemas del 17 al 22 util ice operaciones renglon para 
cambiar cada matriz a su forma reducida. 


En los problemas del 9 al 16, escriba el sistema lineal corres- 
pondiemepara cada matriz aumentada reducida y resuelvala. 17. 







'] 

0 

0 

0 

-2' 










1 

0 

0 

-2 


0 

1 

0 

0 

0 


'1 

0 

-31 r 


'1 

0 

4 

O ' 

0 

1 

0 

3 

10. 

0 

0 

1 

0 

1 

19. 

0 

1 

2 0 

20. 

0 

1 

-3 

-1 

0 

0 

1 

0. 


0 

0 

0 

1 

3. 


0 

0 

3 -6.| 


.0 

0 

-2 

2. 


1 2 

-f 

.0 1 

3. 


1 3 

1 

.0 2 

-4 


9. 
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T 

2 

-2 

-f 


0 -2 

8 

r 

21. 

0 

3 

-6 

1 

22. 

2 -2 

6 

-4 


0 

-1 

2 

1 

3J 


0 -1 

4 

l 


Resuelva los problemas del 23 al 42 mediante elimination 
Gauss-Jordan. 


23. 

2x, + 

4x 2 — 10x 3 = -2 

24. 

3x, 

+ 

5x 2 

- a 3 = 

- _*7 

/ 


3x, + 

9x 2 — 2 lx 3 = 0 


a, 

+ 

a 2 

+ x 3 = 

= -1 


x, + 

5x 2 — 12x 3 = 1 


2a, 



+ 1 1a 3 = 

= 7 

25. 

3x, + 

8x 2 — x 3 = —18 

26. 

2a, 

+ 

7a 2 

+ 15x, = 

= -12 


2x, + 

x 2 + 5 x 3 = 8 


4a, 

+ 

7x 2 

+ 13x 3 = 

= -10 


2x, + 

4x 2 + 2x 3 = -4 


3x, 

+ 

6x 2 

+ 12a 3 = 

= -9 

27. 

2x, - 

x 2 - 3x 3 = 8 

28. 

2a, 

+ 

4a 2 

- 6x 3 = 

10 



2x 2 =7 


3x, 

+ 

3x 2 

- 3x 3 = 

6 

29. 

2x, - 

x 2 = 0 

30. 

2a , 

- 

a 2 

= 0 



3x, + 

2x 2 = 7 


3x, 

+ 

1a 2 

= 7 



- 

a 2 = -1 


a, 

— 

a 2 

= -2 


31. 

3x, - 

4a 2 - X, = 1 

32. 

3a, 

+ 

7a 2 

~ Aj = 

11 


2a,- 

3x 2 + x 3 = 1 


A, 

+ 

2x 2 

- Aj = 

3 


A, - 

2x 2 + 3x 3 = 2 


2a, 

+ 

4a 2 

- 2x 3 = 

10 

33. 

-2x, 

+ x 2 + 3x 3 = —7 

34. 

2a, 

+ 5a 2 + 4x 3 

= -7 


A, 

— 4x 2 + 2x 3 = 0 


“4a, 

- 5x 2 + 2x 3 

= 9 


A, 

— 3x 2 + x 3 = 1 


-2a, 

— 

x 2 + 4x 3 

= 3 

35. 

2x, 

— 2x 2 - 4x 3 = -2 

36. 

2a, 

-f 

8x 2 - 6x 

, = 4 


-3a, 

+ 3x 2 + 6x 3 »• 3 


— 3x, 

- 12a 2 + 9x 

, = -6 

37. 

4a i 

— x 2 + 2x 3 = 3 








-4a, 

+ x 2 — 3x 3 = -10 







8x, 

— 2x 2 + 9x 3 = -1 







38. 

4a, 

- 2x 2 + 2x 3 = 5 








-6x, 

+ 3x 2 — 3x, = — 2 








lOx, 

- 5x 2 + 9x 3 = 4 







39. 

2a, 

- 5x 2 - 3x 3 = 7 








-4a, 

+ 10x 2 + 2x 3 = 6 








6x, 

— 15x 2 — x 3 = -19 






40. 

-4a, 

+ 8x 2 + 10x, = — 

6 







6x, 

— 12a 2 — 15x 3 = 9 








—8x, 

+ 14x 2 + 19x, = - 

8 






41. 

5a, - 

3x 2 + 2x 3 = 13 

42. 

4a, 

- 

2x 2 

+ 3x 3 = 

3 


2a, - 

x 2 — 3x 3 = 1 


3a, 

- 

a 2 

— 2x 3 = 

-10 


4a, - 

2x 2 + 4x 3 = 12 


2a, 

+ 

4x 2 

- a 3 = 

-1 


Considcrc un sistema consistente de tres ecuaciones lineales 
con tres variables. Analice la naturaleza del conjunto 
solucion para cl sistema si la forma reducida de la matriz 
aumentada de coeficientes tiene 

(A) Un 1 en el extremo izquierdo 

(B) Dos 1 en el extremo izquierdo 
CO Tres 1 en el extremo izquierdo 
(D) Cuafro ! en el extremo izquierdo 


Considere un sistema de tres ecuaciones lineales con tres 
variables. De ejemplos de dos formas reducidas que sean 
de renglon equivalente si el sistema es 

(A) Consistente y dependientc 

(B) Inconsistente 


c_ 

Resuelva los problemas del 45 al 50 mediante elimination 
Gauss-Jordan. 

45. x, + 2x 2 - 4x, — x 4 = 7 

2x, + 5x 2 — 9x 3 — 4x 4 = 16 

x, + 5x 2 — 7x 3 — 7x 4 = 13 

46. 2x, + 4x, + 5x 3 + 4 x 4 = 8 

x, + 2x, + 2 a 3 + x 4 = 3 

47. x, - x 2 + 3x 3 — 2 a 4 = 1 
-2x, + 4x 2 - 3 x 3 + x 4 = 0.5 

3x, — x 2 + lOx, — 4x 4 = 2.9 
4x, - 3x 2 + 8x, — 2x 4 = 0.6 

48. x, + x 2 + 4x 3 + x 4 = 1.3 

—x, + x 2 — x 3 =1.1 
2x, + x 3 + 3x 4 = -4.4 

2x, + 5x 2 + 1 lx 3 + 3x 4 = 5.6 

49. x, - 2x 7 + x 3 + x 4 + 2v s = 2 

-2x, + 4x 2 + 2x 3 + 2x 4 - 2x 5 = 0 

3x, - 6 x 2 + x 3 + x 4 + 5x 5 = 4 

—X| + 2x, + 3x, + x 4 + x 5 = 3 

50. x, — 3x 2 + x 3 + x 4 + 2x s = 2 

-x, + 5x 2 + 2x 3 + 2x 4 - 2x 5 = 0 

2x, — 6x 2 + 2x 3 + 2x 4 + 4x 5 = 4 

—x, + 3x 2 — x 3 - x 5 = -3 


APL1CACIONES 

Resuelva los problemas del 51 al 72 mediante elimination 

Gauss-Jordan. 

* 51. Acertijo. Una amiga suya sale de una oficina de correos 
despues de gastar $ 14.00 en timbres de 15,20 y 35 centavos. 
Si compro 45 timbres en total, ^cuantos de cada tipo 
adquirio? 

52. Acertijo. Un parquimetro contiene 32 monedas de 5, 10 y 
25 centavos, que suman en total $6.80. ^Cuantas monedas 
de cada tipo hay? 

53. Quimica. Un quimico puede comprar una solucion salina 
al 10% en recipientes de 500 eentimetros cubicos, una 
solucion salina al 20% en recipientes de 500 eentimetros 
cubicosy una solucion salina al 50% en recipientes dc 1 000 
eentimetros cubicos. Necesita 12 000 eentimetros cubicos 
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de solution salina al 30%. ^.Cuantos recipientes de cada 
tipo de solution tendra que comprar para preparar esta 
solucion? 

54. Qui'niica. Repita el problema 53 suponiendo ahora que solo 
se dispone de la solucion salina al 50% cn recipientes de 
1 500 centimetres cubicos. 

55. Geometria. Encucntre a, b y c de manera que la grafica 
de la parabola con la ecuacion y — a + bx + cx 2 pase por 
los puntos (-2, 3), (-1. 2) y (1, 6). 

56. Geometria. Encucntre a, b y c de manera que la grafica 
de la parabola con la ecuacion y = a + bx + cx 1 pase por 
los puntos (1,3), (2, 2) y (3, 5). 

57. Geometria. Encuentre a, b y c de manera que la grafica 
del circulo con la ecuacion x 2 + y 2 + ax + by + c • 0 
pase por los puntos (6, 2), (4, 6) y (—3, -1). 

58. Geometria. Encuentre a, b y c dc manera que la grafica 
del circulo con la ecuacion x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 
pase por los puntos (-4, 1), (-1, 2) y (3, -6). 

59. Produccion planificada. Una pequena fabrica produce tres 
modelos de botes inflables: en modelos para una, dos y 
cuatro personas. Cada bote necesita el servicio de tres 
departamentos, como se muestra en la tabla. Los departa- 
mentos de corte, cnsamble y empaque disponen como 
maximo de 380, 330 y 120 horas de mano de obra por 
semana. respectivamente. i,Cuantos botes de cada tipo se 
deben producir cada semana para que la planta opere a su 
maxima capacidad? 



Bote 

para una 
persona 

Bote 
para dos 
personas 

Bote 

para cuatro 
personas 

Departamento 
de corte 

0.5 h 

1.0 h 

1.5 h 

Departamento 
de ensamble 

0.6 h 

0.9 h 

1.2 h 

Departamento 
de empaque 

0.2 h 

0.3 h 

0.5 h 


60. Produccion planificada. Repita el problema 59 
suponiendo que los departamentos de corte, ensamble y 
empaque disponen de un maximo de 350.330 y 115 horas 
de mano de obra por semana, respectivamente. 

61. Producci6n planificada. Resuelva otra vez el problema 
59 suponiendo ahora que ya no se utiliza el departamento 
de empaque. 

62. Produccion planificada. Repita el problema 60 
suponiendo que ya no se utiliza el departamento de em¬ 
paque. 


* 63. Produccion planificada. Ahora resuelva otra vez el 
problema 59 suponiendo que ya no se produce el bote para 
cuatro personas. 

*64. Produccion planificada. Resuelva nuevamente el 
problema 60 suponiendo que se dejo de producir el bote 
para cuatro personas. 

65. Nutrici6n. Un dietista en un hospital va a disenar una dieta 
especial utilizando tres alimentos basicos. La dieta es para 
incluir exactamente 340 unidadcs dc calcio. 180 unidades 
de hierro y 220 unidades de vitamina A. El numero de 
unidades por onza de cada ingrediente especial para cada 
una de las comidas se indica cn la tabla. /.Cuantas onzas de 
cada alimento se tendran que usar para cumplir los requeri- 
mientos de la dieta? 



Unidades por onza 


Comida A 

Comida B 

Comida C 

Calcio 

30 

10 

20 

Hierro 

10 

10 

20 

Vitamina A 

10 

30 

20 


66. Nutrition. Repita el problema 65 si la dieta es para incluir 
exactamente 400 unidades de calcio, 160 de hierro y 240 
de vitamina A. 

67. Nutrition. Resuelva el problema 65 suponiendo que ya 
no se dispone del alimento C. 

68. Nutrition. Vuelva a resolver el problema 66 suponiendo 
que el alimento C ya no esta disponible. 

• 69. Nutrici6n. Resuelva el problema 65 suponiendo que ya 
no se requiere la vitamina A. 

■ 70. Nutrition. Resuelva el problema 66 suponiendo que ya 
no es necesaria la vitamina A. 

71. Sociologia. Dos sociologos tienen una beca para financiar 
sus estudios en una escuela formal de una ciudad en 
particular. Quieren realizar una encucsta de opinion 
haciendo 600 Ilamadas telefonicas y visitando 400 casas. 
La compafha investigadora A tiene personal para hacer hasta 
30 Ilamadas telefonicas y visitar 10 casas por hora, la 
compania investigadora B puede manejar 20 telefoncmas 
y 20 visitas a casas por hora. ^.Cuantas horas debera 
programar cada compania para producir exactamente cl 
numero de contactos necesarios? 

72. Sociologia. Repita cl problema 71 suponiendo ahora que 
se necesitan 650 contactos por telefono y 350 por visita en 
casas. 
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seccion 8-3 Sistemas que implican ecuaciones 

de segundo grado 

Solution por sustitucion 
Otros metodos de solution 


Si un sistema de ecuaciones contiene ciertas ecuaciones que no son lineales, entonces 
el sistema se llama sistema no lineal. En esta seccion se estudian sistemas no lineales 
que implican terminos de segundo grado tales como 

x 2 + y 2 = 5 x 2 - 2y 2 = 2 x 2 + 3 xy + y 2 = 20 

3x + y = 1 xy = 2 xy - y 2 = 0 

Se puede demostrar que tales sistemas tienen a lo mas cuatro soluciones, de las que 
algunas pueden ser imaginarias. Como se esta interesado en encontrar soluciones rea¬ 
les e imaginarias para los sistemas considerados, se supone ahora que el conjunto de 
reemplazo para cada variable es el conjunto de los numeros complejos, en lugar del 
conjunto de los numeros reales. 


• Solution por 
sustitucion 


El metodo por sustitucion usado para resolver sistemas lineales de dos ecuaciones con 
dos variables es tambien un metodo efectivo para resolver sistemas no lineales. Este 
proceso se ilustra mejor con ejemplos. 


Solution de un sistema no lineal por sustitucion 

Resuelva el sistema: x 2 + y 2 = 5 
3 x+y =1 

Solucion Despeje y de la segunda ecuacion en terminos de x\ luego sustituyay en la primera 
ecuacion para obtener una ecuacion que solo implique ax. 

3x + y = 1 

y = 1 - 3x 

1 - 

x 2 + y 2 = 5 

x 2 + ( - . ) 2 = 5 

l(k 2 - 6* - 4 = 0 

5x 2 — 3x — 2 = 0 

(* - l)(5x + 2) = 0 

Si se vuelven a sustituir estos valores en la ecuacion y = \ — 3x, se obtienen dos 
soluciones para el sistema: 


Sustituya esta expresion por yen la primera ecuacion. 


Simplifique y escriba en forma cuadratica estandar. 
Divida todo entre 2 para simplificar mas. 
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y 



FIGURA 1 


Problema seleccionado 1 


EXPL0RAC10N Y ANALISIS 1 


x= 1 x = -§ 

y= 1-3(1)=-2 y=l- 3 (-§)=^ 

Una comprobacion que se debe de realizar, verifica que (1, — 2) y (—|, ") son solucio- 
nes del sistema. Estas soluciones se ilustran en la figura 1. Sin embargo, si se sustituyen 
los valores de x en la ecuacion x 2 + y 2 = 5, se obtiene 


* 

II 

* 

II 

1 

G/*IN> 

K> 

+ 

II 

(-f) 2 + y 2 = 5 

y 2 = 4 

y 2 = W 

<N 
+ 1 

II 



Parece que se han encontrado dos soluciones mas, (1,2) y (—f, ~j). Pero ninguna de 
ellas satisface la ecuacion 3 x + y= 1, que se debe verificar. De manera que ninguna es 
solucion del sistema original. Se han producido dos raices extranas, que en apariencia 
son soluciones pero en realidad no satisfacen las dos ecuaciones del sistema. Esto ocu- 
rre a menudo cuando se resuelven sistemas no lineales. 

Es muy importante comprobar siempre las soluciones de cualquier siste¬ 
ma no lineal para asegurarse de no incluir raices extranas. 


Resuelva el sistema: x 2 + y 2 = 10 
2x + y = 1 


En el ejemplo 1, se vio que la recta 3x + y = 1 intersecta el circulo x 2 + y 2 — 5 en 
dos puntos. 

(A) Considere el sistema 

x 2 + y 2 = 5 
3 x + y = 10 

Grafique ambas ecuaciones en el mismo sistema coordenado. ^Existen algu- 
nas soluciones reales para este sistema? ^Son soluciones complejas? Encuen- 
tre cualquier solucion real o compleja. 

(B) Considere la familia de rectas dada por 

3 x + y = b b es cualquier numero real 

^Que tienen todas estas rectas en comun? Ilustre graficamente las rectas de 
esta familia que intersectan el circulo x 2 + y 2 = 5 en exactamente un punto. 
^Cuantas rectas hay? ^Cual(es) es (son) el (los) valor(es) correspondiente(s) 
de b ? ^Cuales son los puntos de interseccion? ^Como estan relacionadas estas 
rectas con el circulo? 
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EJEMPLO 2 


Solucion 


Y 



FICURA 2 

Problema seleccionado 2 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


Solucion de un sistema no lineal por sustitucion 

Resuelva: x 2 — 2y 2 = 2 
xy = 2 

Despeje y de la segunda ecuacion, sustituyala en la primera ecuacion, y proceda como 
antes. 


2 

2 
x 

2 

2 

0 Multiplique ambos lados por x 2 y simplifique. 

0 Sustituya u = x ? para transformar a una forma 

q cuadratica y resuelvala. 

4,-2 

Asi, 

x 2 = 4 o 

x= ±2 
2 

Para x = 2, y = - = 1. 

2 

Para x = - 2, y = — = — 1. 

-2 


x 2 = -2 

x = ±V^2 = ±iV2 

- 2 - 
Para x — z'V2, y — —= — zV2. 
zV 2 

Para x = - zV2, y = _ = z'V2. 


xy = 

2 = 

\x; 

2 _£ = 
x x 2 

X 4 - 2x 2 - 8 = 
m 2 — 2zz — 8 = 
(H - 4)(m + 2) = 


Asl, las cuatro soluciones para este sistema son (2,1), (-2, -1), (z V2, -z'V2)y(—z'V2, 
zV2). Note que dos de las soluciones implican numeros imaginarios. Estas soluciones 
imaginarias no se pueden ilustrar graficamente (vease figura 2); sin embargo, pueden 
satisfacer ambas ecuaciones en el sistema (verifique esta afirmacion). 


Resuelva: 3x 2 — y 2 = 6 
xy = 3 


(A) Refierase al sistema del ejemplo 2. ^Puede usarse un dispositivo de graficacion 
para encontrar soluciones reales de este sistema? ^Para soluciones imagina¬ 
rias? 
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(B) En general, explique por que se pueden usar las tecnicas de aproximaci6n gra- 
fica para aproximar las soluciones reales de un sistema, pero no para solucio- 
nes complejas. 


Diseno 


Un ingeniero va a disenar una pantalla rectangular para computadora con una diagonal 
de 19 pulgadas y un area de 175 pulgadas cuadradas. Encuentre las dimensiones de la 
pantalla a la decima de pulgada mas proxima. 


Solucion 



FIGURA 3 


Dibuje un rectangulo en el que el ancho sea x y la altura y (figura 3). Se obtiene el 
siguiente sistema usando el teorema de Pitagoras y la formula para el area de un rectan¬ 
gulo: 


x 2 + y 2 = 19 2 
xy = 175 

Este sistema se resolvio utilizando los procedimientos esbozados en el ejemplo 2. Sin 
embargo, en este caso, solo se dene interes en las soluciones reales. Se comienza por 
despejar y de la segunda ecuacion en terminos de x y se sustituye el resultado en la 
primera ecuacion. 


175 



19 -’ 

36 lx 2 Multiplique ambos lados por x 2 y simplifique. 
0 Cuadratica en x 2 . 

Despeje x 2 de la ultima ecuacion usando la formula cuadratica, despues despeje x: 


x 2 + 


175 2 


x 4 + 30 625 = 


36 lx 2 + 30 625 = 


_ , / 361 ± V361 ; - 4( 1)(30 625) 

" V 2 

= 15.0 pulgadas u 11.7 pulgadas 


Sustituya cada option de x en y = 175/x para encontrar los valores correspondientes 
de v: 


Parax = 15.0 pulgadas, Parax =11.7 pulgadas, 

y = —— = 11.7 pulgadas y = --= 15.0 pulgadas 

15 11.7 

Suponiendo que el ancho de la pantalla es mayor que su altura, las dimensiones son 
15.0 y 11.7 pulgadas. 
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Prob/ema seleccionado 3 


Solution grafica dc 
x 2 +f= 19 J ,Ay = 175. 


* Otros metodos de 
solution 


EjEMPLO 4 


Solucion 


Un ingeniero va a disenar una pantalla de television rectangular con una diagonal de 21 
pulgadas y un area de 209 pulgadas cuadradas. Encuentre las dimensiones de la panta¬ 
lla al decimo de pulgada mas cercana. 


Igual que en el ejemplo 3 solo se tiene interes en las soluciones reales, asi que se 
pueden usar las tecnicas graficas para aproximar las soluciones (vease figura 4). Como 
se vio en la seccion 2-1, la graficacion de un circulo con un dispositivo de graficacion 
requiere de dos funciones, una para la mitad superior del circulo y otra para la mitad 
inferior. [Nora: como x y y deben ser numeros reales no negativos, se ignoran los pun- 
tos de interseccion en el tercer cuadrante, vease figura 4(a).] 


40 



(a) y, = V36 1 - x> 
y 2 = - V361 - x* 
175 

y, =— 


16 


: \ 

18 -8 

; \ 

Inurstction ^N. 

X=1H.99060H .Y=li.673979 . 


InUrstction sV 

X=ll.673979 ,Y=1H.99060S . 




(b) Punto de interseccion: 

(c) Punto de interseccion 

(11.7, 15.0) 


(15.0, 11.7) 


Ahora se veran algunas otras tecnicas para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. 


Solucion de un sistema no lineal por eliminacion 

Resuelva: x 2 - y 2 = 5 
x 2 + ly 2 = 17 

Este tipo de sistema se puede resolver mediante eliminacion por suma. Multiplique la 
segunda ecuacion por -1 y sume: 


x 2 - y 2 = 5 

-x 2 - 2y 2 = -17 
-3y 2 = -12 
y 2 = 4 

y = ±2 


Ahora sustituyay = 2 y y = -2enla ecuacion original para encontrar x. 


Para y = 2, 


x 2 - (2) 2 = 5 
x = ±3 


Paray = — 2, 

x 2 ~ (-2) 2 = 5 
x = ±3 
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Probiema seleccionado 1 


EJEMPLO 5 


Solucion 


Primer sistema 


Segundo sistema 


Asi, (3, —2). (3, 2), (—3, —2) y (—3, 2), son las cuatro soluciones del sistema. Se deja 
al lector la comprobacion de las soluciones. 


Resuelva: 2.x 2 — 3y 2 = 5 
3x 2 + A}) 1 = 16 


Solucion de un sistema no lineal por factorizacion y sustitucion 

Resuelva: a 2 + 3xy + x 2 = 20 
xy — y 2 = 0 

Factorice el lado izquierdo de la ecuacion que tiene un termino constante 0: 

xy - y 2 = 0 
v(x -y) = 0 
y = 0 o y = x 

Asi, el sistema original es equivalente a los dos sistemas: 

y = 0 o y = x 

x 2 + 3xy + y 2 = 20 .v 2 + 3xy + y 2 = 20 

Estos sistemas se resuelven por sustitucion. 

y = 0 
a: 2 + 3.vy + y 2 = 20 

Sustituyay = 0 en la segunda ecuacion, y despejex. 

x 2 + 3.v(0) + (0) 2 = 20 
.r 2 = 20 

,v = ±V20 = ±2v'5 

y = x 
x 2 + 3 a v + y 2 = 20 

Sustituyay = x en la segunda ecuacion, y despeje x. 

x 2 + 3.v.v + x 2 = 20 
5.v 2 = 20 
x 2 = 4 
a = ±2 


Sustituya estos valores en y = x, para encontrar v. 
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Para* = 2,y = 2. Para* = —2,y = -2 _ 

Las soluciones del sistema original son (2V5, 0), (—2V5, 0), (2, 2) y (—2, -2). 
Se deja al lector la comprobacion de las soluciones. 


Problema seleccionado 5 Resuelva: x 2 — xy + y 2 = 9 

2x 2 - xy = 0 


El ejemplo 5 es algo especializado. Sin embargo, se sugiere un procedimiento que 
funciona para resolver algunos problemas. 


||j EJEMPLO 6 Aproximaciones graficas de soluciones reales 

Use un dispositivo de graficacion para aproximar las soluciones reales con dos cifras 
decimales: 


FICURA 5 


x 2 - 4*y + y 2 — 12 
2x 2 + 2xy + y 2 = 6 


Solucion Antes de introducir estas ecuaciones en un dispositivo de graficacion, se debe despe- 
jary: 


* 2 - 4*y + y 2 = 12 
y 2 - 4*v + (* 2 - 12) = 0 


2* 2 + 2xy + y 2 = 6 
y 2 + 2*y + (2* 2 — 6) = 0 


Aplicando la formula cuadratica a cada ecuacion, se tiene 

4* ± Vl6* 2 - 4(* 2 - 12) _ -2* ± V4* 2 — 4(2* 2 - 6) 


_ 4* ± V12* 2 + 48 -2* ± V24 - 4* 2 

“ 2 ~ 2 

= 2* ± V3* 2 + 12 = -* ± V6 - * 2 


Como cada ecuacion tiene dos soluciones, se debe introducir cuatro funciones en el 
dispositivo de graficacion, como se muestra en la figura 5(a). Examinando la grafica 
de la figura 5(b), se observa que hay cuatro puntos de interseccion. Usando la rutina 
preconstruida de interseccion de manera repetida (se omiten los detalles), se encuentra 
que las soluciones con dos cifras decimales son (-2.10, 0.83), (-0.37, 2.79), (0.37, 
-2.79) y (2.10, -0.83). 


PWi MotZ Mot3 

nViB2X+E<3X2+12> 

nVzB2X-E<3X2+12> 


xYsB-X+fee-XO 
nYhB-X-L<6-X2> 
vYs = 



(a) 


(b) 


7.6 
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Use un dispositivo de graficacion para aproximar soluciones reales con dos cifras deci¬ 
mates: 


x 2 + 8xy + y 2 = 70 
2x 2 — 2xy + y 2 = 20 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (-1. 3). (jj. -$) 2. (V3, V3), (-V3. -V3), </, -3/), (-i, 3i) 3. 17.1 por 12.2 pulg. 

4. (2, 1), (2, -1), (-2, 1), (-2, -1) 5. (0. 3), (0. -3), (V3, 2V3), (-V5. -2V3) 

6. (-3.89, -1.68). (-0.96. -5.32), (0.96, 5.32), (3.89, 1.68) 


EJERCICIO 


8-3 


A 


En los problemas del 1 al 12 resuelva cada sistema. 


1. 

a 2 4- y 2 = 

169 

2. 

7 

X 

4 

y 2 = 25 


A = 

-12 




y = -4 

3. 

8x 2 - y 2 = 

= 16 

4. 

f 

= 

2x 


y - 2x 


X 

= 

5 

5. 

3x 2 - 2y 2 

= 25 

6. 

A 2 

4 

4y 2 = 32 


x 4- y 

= 0 


A 

: 4 2y = 0 

7. 

/ = 

A 

8. 

X 2 


2y 


A - 2 V = 

2 


3a 

= 

y 4 2 

9. 

It 2 + y 2 = 

= 24 

10. 

A 2 

— 

y 2 = 3 


a 2 - y 2 = 

= -12 


A 2 

H- 

y 2 = 5 

11. 

A 2 4 y 2 

= 10 

12. 

A 2 


2y 2 = 1 


1 6a 2 4 y 2 

= 25 


A 2 

+ 

4y 2 = 25 


B 


En los problemas del 13 al 24 resuelva cada sistema. 


13. xy — 4 = 0 
x - y = 2 

15. .v 2 + 2 y 2 = 6 
xy = 2 

17. 2x~ 4 3y 2 = -4 
4 a 2 + 2v 2 = 8 

19. x 2 - y 2 = 2 
y 1 = x 

21. x 2 4 y 2 = 9 

x 1 = 9 -2y 

23. x 2 - y 2 = 3 
xy = 2 


14. xy -6 = 0 
x — y = 4 

16. 2a 2 4y 2 = 18 
xy = 4 

18. 2a 2 - 3y 2 = 10 
a 2 + 4y 2 = -17 

20. x 2 4 y 2 = 20 
x 2 = y 

22. .v 2 4- y 2 = 16 

y 2 = 4 - a 

24. y 2 = 5a 2 4 1 
Ay = 2 


{ Un tipo importante de problemas de calculo es encontrar el 
J area entre las graficas de dos funciones. Para resolver algu- 
nos de estos problemas es necesario encontrar las coordena- 
das de los puntos de interseccion de las dos graficas. En los 
problemas del 25 al 32, encuentre las coordenadas de los pun¬ 
tos de interseccion de las dos ecuaciones dadas. 

25. y = 5 - a 2 , y = 2 — 2x 26. y = 5 a - a 2 , y = a 4 3 

27. v = a 2 - a, y = 2a 28. y = a 2 + 2x, y = 3a 

29. y = a 2 - 6a 4 9, y = 5 - x 

30. y = x 2 4- 2x 4- 3,y = 2x + 4 

31. y = 8 + 4a - .r, y = .r — 2x 

32. y = a- - 4a - 10, y = 14 - 2a - a 2 



Considere el drculo con la ecuacion x 2 4 y 2 = 5 y la fainilia 
de rectas dada por 2a — y = b, donde b es cualquier numero 
real. 

(A) Ilustre graficamcnte las rectas de esta familia que 
intersectan el drculo en exactamente un punto. y 
describa la rclacion entre el drculo y estas rectas. 

(B) Encuentre los valores de b que corresponden a las 
rectas del inciso (A), y encuentre los puntos de 
interseccion de las rectas y del drculo. 

(C) (.Como se relaciona la recta de la ecuacion x 4- 2y — 
0 con esta familia de rectas? ^Como se podria usar 
esta recta para encontrar los puntos de interseccion 
del inciso (B)? 

Considere el drculo con la ecuacion x 2 4- y 2 = 25 y la 
familia de rectas dada por 3x 4- 4v = b. donde b es cualquier 
numero real. 

(A) Ilustre graficamente las rectas de esta familia que 
intersectan el drculo en exactamente un punto, y 
describa la relacion entre estas y el drculo. 

(B) Encuentre los valores de b que corresponden a las 
rectas del inciso (A), y encuentre los puntos de 
interseccion de las rectas y del drculo. 
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(C) ( ',C6mo se relaciona la recta con la ecuacion 4x — 3 y = 0 
con esta familia de rectas? ^Como se podria usar esta recta 
para encontrar los puntos dc intersection y los valores de 
b del inciso (B)? 


c 


En los problemas del 35 al 42 resuelva cada sistema. 


35. 2v + 5y + Ixy = 8 
xy 3 = 0 


36. 2a + 3y + xy = 16 
xy -5 = 0 


37. .r - 2xy + y 2 = 1 
x - 2y = 2 

39. 2r - .v>’ + y 2 = 8 
.r - y 2 = 0 


38. -v 2 + xy - y 2 = - 5 
y - x = 3 

40. x 2 + 2xy + y- = 36 
a* 2 — Ay = 0 


41. .V 2 + xy - 3y 2 = 3 
a 2 + 4xy + 3y 2 = 0 


42. a - 2 - 2xy + 2 y 2 = 16 
.r - .y 2 = 0 


En los problemas de143 al 48. use tin dispositivo de graficacion 
para aproximar con dos cifras decimates las soluciones reales 
de cada sistema. 


43. -.v 2 + 2yy + y 2 = I 
3a 2 - 4Ay + y 2 = 2 

45. 3a- 2 - 4.vy - y 2 = 2 
2r + 2vy + y 2 = 9 

47. 2a 2 - 2ry + v 2 = 9 
4a 2 - 4xy + y 2 +• a = 3 


44. —.v 2 + 4a>’ + y 2 = 2 
8.r - 2vy + y 2 = 9 

46. 5a 2 + 4.vy + y 2 = 4 
4a 2 - 2xy 4- y 2 = 16 


48. 2a 2 + ixy + y 2 = 12 

4a 2 - 4a>- + y 2 + a + 2y = 9 


APLICACIONES 

49. Numerns. Encuentre dos numeros cuya suma sea 3 y su 
producto 1. 

50. Numeros. Encuentre dos numeros tales que su difcrencia 
sea 1 y su producto 1. (Sea a el numero mayor yy cl menor.) 

51. Geometria. Encuentre las longitudes dc los lados dc un 
triangulo rectangulo con un area de 30 pulgadas cuadradas 
si su hipotenusa es de 13 pulgadas. 

52. Geometria. Encuentre las dimensiones de un rectangulo 
con un area de 32 metros cuadrados si su perimetro es de 
36 metros. 

53. Disefio. Un ingeniero disena una television portatil 
pequena. De acuerdo con las especificaciones de disefio, 
la television debe tener una pantalla rectangular con una 
diagonal dc 7.5 pulgadas y un area de 27 pulgadas 
cuadradas. Encuentre las dimensiones de la pantalla. 

54. Disefio. Un artista esta disefiando el logotipo de una 
empresa que tienc la forma dc un circulo dentro de un 


rectangulo. El diametro del circulo midc 6.5 pulgadas. y el 
area del rectangulo 15 pulgadas cuadradas. Encuentre las 
dimensiones del rectangulo. 



pulgadas 


* 55. Construccifin. Una piscina rectangular tiene una banque- 
ta de 5 pics de ancho y esta rodeada por una cerca como 
se muestra en la figura. El area que ocupa la piscina es de 
572 pies cuadrados, y cl area total rodeada por la cerca 
(incluyendo la piscina y la banqueta) es de 1 152 pies 
cuadrados. Encuentre las dimensiones de la piscina. 



* 56. Construccion. Sc forma una caja rectangular, abierta en 
su parte superior, cortando cuadros de 6 pulgadas en cada 
esquina de un rectangulo dc carton y doblando los lados 
hacia arriba. Si el area del carton antes de corlar sus 
esquinas es dc 768 pulgadas cuadradas, y el volumen de la 
caja es de 1 440 pulgadas cubicas. Encuentre las di¬ 
mensiones originales del rectangulo de carton. 



6 pula 

6pul9 


ipu >9 



6(xil9 




|6puk) 


« pulq. 

6 poly 
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57. Transportacion. Dos botes parten al mismo tiempo del 
puerto de Bournemouth, Inglaterra, y siguen la misma ruta 
en un viaje de 75 millas nauticas a traves del canal ingles a 
Cherbourg, Francia. La velocidad promedio del bote A es 
5 millas por hora mayor que la velocidad promedio del 
bote B. En consecuencia, el bote A llega a Cherbourg 30 
minutos antes que el bote B. Encucntre la velocidad 
promedio de cada bote. 


*"58. Transportacion. El autobus A parte a medio dia dc 
Milwaukee y viaja hacia el oeste por la carretera interestatal 
94. El autobus B parte 30 minutos mas tarde, recorre la 
misma ruta y rebasa al autobus A en un punto a 210 millas 
al ocstc dc Milwaukee. Si la velocidad promedio del 
autobus B cs 10 millas por hora mayor que la velocidad 
promedio del autobus A, a que hora el autobus B rebaso 
al autobus A? 


SECCION 8-4 Sistemas de desigualdades lineales 

con dos variables 

Graficacion de desigualdades lineales con dos variables 
Solucion grafica de sistemas de desigualdades lineales 
Aplicacion 


Muchas aplicaciones matematicas implican sistemas de desigualdades en vez de siste¬ 
mas de ecuaciones. Una grafica es a menudo el modo mas conveniente de representar 
las soluciones de un sistema de desigualdades con dos variables. En esta seccion se 
analizan las tecnicas para graficar tanto una sola desigualdad lineal con dos variables 
como un sistema de desigualdades lineales con dos variables. 


• Graficacion de 
desigualdades 
lineales con dos 
variables 

y ^ 2x - 3 y 2x — 3y> 5 

De hecho, la graficacion de estas desigualdades es casi tan facil como la graficacion de 
ecuaciones. Pero antes de comenzar, se deben analizar algunos subconjuntos importan- 
tes de un piano en un sistema coordenado rectangular. 

Una recta divide un piano en dos mitades llamadas semipianos. Una recta vertical 
divide un piano en semipianos a la izquierda y a la derecha [figura 1 (a)]; una recta no 
vertical divide un piano en semipianos superior e inferior [figura 1(b)], 


Se sabe como graficar ecuaciones de primer grado tales como 
y = 2x - 3 y 2x - 3y = 5 
pero, como se grafican desigualdades de primer grado tales como 


FIGURA Semipianos. 


Y 

Semipiano Semipiano 
izquierdo derecho 





Y 


Semipiano 

superior 

/ 

. 

Semipiano 

inferior 


(a) 


(b) 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 Considere las siguientes ecuaciones lineales y relacione las desigualdades lineales: 

(1) 2x - 3y = 12 (2) 2x — 3y < 12 (3)2x-3j>>12 

(A) Grafique la recta con la ecuacion (1). 

(B) Encuentre el punto sobre esta recta con coordenada en x igual a 3 y dibuje una 
recta vertical que pase por este punto. Analice la relation entre las coordena- 
das y de los puntos sobre esta recta y los postulados (1), (2) y (3). 

(C) Repita el inciso (B) para x = — 3. Para x = 9. 

(D) Con base en sus observaciones de los incisos (B) y (C), escriba una descrip- 
cion verbal de todos los puntos en el piano que satisfagan la ecuacion (1), para 
aquellos que satisfagan la desigualdad (2) y para los que satisfagan la des- 
igualdad (3). 


FICURA 2 


Ahora se estudiaran los semipianos determinados por la ecuacion lineal y = 2x — 
3. Se empezara por graficar y = 2x — 3 (figura 2). Para cualquier valor dado de x, 
existe exactamente un valor para v tal que (x, y) se encuentre sobre la recta. Para la 
mismajc, si el punto ( x,y ) esta debajo de la recta, entoncesy < 2x - 3. Asi, el semipiano 
inferior corresponde a la solucion de la desigualdad y < 2x — 3. De manera similar, el 
semipiano superior corresponde a la solucion de la desigualdad y > 2x - 3, como se 
muestra en la figura 2. 


Y 



5; punto en el semipiano superior 
5; punto sobre la recta 

5; punto en el semipiano inferior 


Las cuatro desigualdades formadas a partir dey = 2x - 3 al reemplazar el signo = 
por >, >, < y <, respectivamente, son 

2x - 3 y > 2x - 3 y ^ 2x — 3 y < 2x - 3 

La grafica de cada una es un semipiano. La recta v = 2x — 3, llamada recta frontera 
del semipiano, esta incluida para ^ y ^ y excluida para > y <. En la figura 3, los 
semipianos se indican con flechas pequenas en la grafica de y = 2x - 3 y despues se 
grafican como regiones sombreadas. Las rectas frontera se muestran como lineas con- 
tinuas, y las rectas frontera excluidas se muestran como lineas discontinuas. 






FICURA 3 
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' w 


(a) 


y>2x- 3 
(b) 




(d) 


Teorema 1 Graficas de desigualdades lineales con dos variables 

La grafica de una desigualdad lineal 

Ax + By <C o Ax + By > C 

donde B + 0, es el semipiano superior o el semipiano inferior (pero no ambos) 
determinado por la recta Ax + By = C. 

Si B = 0, entonces la grafica de 

Ax < C o Ax> C 

es el semipiano izquierdo o el derecho (pero no ambos) determinado por la recta 
Ax = C. 


Como una consecuencia del teorema 1, se establece un procedimiento mecanico 
simple y rapido para graficar desigualdades lineales. 


Procedimiento para graficar desigualdades lineales con dos variables 

Grafique Ax + By = C con una linea discontinua si la igualdad no esta 
incluida en el postulado original o como una linea solida si la desigual¬ 
dad esta incluida. 

Elija un punto de prueba en cualquier lugar del piano, excepto sobre la 
recta, y sustituya las coordenadas en la desigualdad. El origen (0, 0) a 
raenudo requiere de un ultimo calculo. 

La grafica de la desigualdad original incluye el semipiano que contiene 
el punto de prueba si la desigualdad se satisface por ese punto, o el 
semipiano no contiene ese punto si la desigualdad no se satisface por 
ese punto. 

fW)|pBi)lll!ll. ■ni t) u (t{,^Hl!»S l( !iH;^^MtniJllu.111, 'Ili'.'l"!'"" 1 » . , ; „ , _^ 


Graficacion de una desigualdad lineal. 

Grafique: 3x - 4y ^ 12 
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Solueion 

y 



FIGURA 4 


Paso /. Grafique 3x — 4y — 12 como una linea continua, ya que la igualdad esta 
incluida en el postulado original (figura 4). 

Paso 2. Tome un punto de prueba conveniente arriba o abajo de la recta. El origen (0. 
0) requiere un ultimo calculo. Sustituyendo (0, 0) en la desigualdad 

3x - 4y < 12 

i-1 

| 3(0) - 4(0) = 0 < 12 | 

produce un postulado verdadero; por lo tanto, (0, 0) esta en el conjunto solu- 
cion. 


FIGURA 5 


Paso 3. La recta 3x — 4y = 12 y el semipiano que contiene la forma original de la 
grafica de 3x — 4y < 12 (figura 5). 



Grafique: 2x + 3y < 6 


Graficacion de una desigualdad lineal 

Grafique: (A)y > —3 (B) 2x s 5 

Soluciones (A) La grafica dey > —3 (B) La grafica de 2x ^ 5 

se muestra en la figura 6 se muestra en la figura 7 



FIGURA 6 FIGURA 7 


blema seleccionado 2 Grafique: (A) y s 2 (B) 3x> — 8 
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• Solucion grafica 
de sistemas de 
desigualdades 
lineales 


EjEMPLO 3 


Solucion 


FIGURA 8 


Ahora se consideran sistemas de desigualdades lineales tales como 

x + v ^ 6 y 2x + y s 22 
2x — y S 0 x + y s 13 

2x + 5y < 50 
x ;> 0 
y>0 

Se quiere resolver tales sistemas griificamente, es decir, encontrar la grafica de todos 
los pares ordenados de niimeros reales ( x , y ) quc satisfagan en forma simultanea todas 
las desigualdades del sistcma. La grafica se dcnomina region de solucidn para el siste- 
ma. Para encontrar la region de solucion, se grafica cada desigualdad en el sistema y 
despues se toma la interseccion de todas las graficas. Para simplificar el analisis que 
sigue, sc consideraran solo sistemas de desigualdades lineales donde se incluya la 
igualdad en cada postulado del sistema. 


Solucion grafica de sistemas de desigualdades lineales 

Resuelva el siguiente sistema de desigualdades lineales de forma grafica: 

x + y > 6 
2a - y £ 0 


Primero, grafique la recta a + y = 6 y sombree la region que satisface la desigualdad a 
+ y s 6. Esta region se sombrea en azul en la figura 8(a). Despues, grafique la recta 2x 
— y = 0 y sombree la region que satisface la desigualdad 2a - v&0. Esta region esta 
sombreada en rojo en la figura 8(a). La region de solucion para el sistema de desigual¬ 
dades es la interseccion de estas dos regiones. Esta es la region sombreada en rojo y 
azul en la figura 8(a), que se vuelve a dibujar en la figura 8(b) en la que solo se sombrea 
la region de solucion por claridad. Las coordenadas de cualquier punto en la region 
sombreada de la figura 8(b) especifica una solucion para el sistema. Por ejemplo, los 
puntos (2, 4), (6, 3) y (7.43, 8.56) son tres de la infinidad de soluciones que se pueden 
comprobar facilmente. El punto de interseccion (2, 4) se puede obtener resolviendo las 
ecuaciones x + y = 6 y lx — y = 0 de manera simultanea. 
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Resuelva el sistema siguiente de desigualdades lineales de forma grafica: 3x + ys 21 

x - 2y < 0 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 

Refierase al ejemplo 3. Grafique cada recta ffontera y sombree las regiones obteni- 
das al invertir cada desigualdad. Es decir, sombree la region del piano que corres- 
ponda a la desigualdad x + y < 6 y despues sombree la region que corresponda a la 
desigualdad 2x - y < 0. ^Que parte del piano se deja sin sombrear? Compare este 
metodo con el usado en la solucion del ejemplo 3. 

Los puntos de interseccion de las rectas que forman la ffontera de una region 
solucion desempenan un papel fundamental en la solucion de problemas de programa- 
cion lineal, los cuales se analizan en la siguiente section. 

Definition 1 

Punto esquina 


Un punto esquina de una region solucion es un punto en la region solucion que 
es la interseccion de dos rectas ffontera. 


El punto (2, 4) es el unico punto esquina de la region solucion en el ejemplo 3; 
vease figura (b). 


Solucion grafica de sistemas de desigualdades lineales 


Resuelva en forma grafica los siguientes sistemas de desigualdades lineales, y encuen- 
tre los puntos esquina. 


2x + y <22 
x + y s; 13 
2 jc + 5y ^ 50 
x s 0 

j?0 

Solucion Las desigualdades rsOy^O, denominadas restricciones no negativas, ocurren 
con frecuencia en aplicaciones que implican sistemas de desigualdades, ya que x y y a 
menudo representan cantidades que no pueden ser negativas (numero de unidades pro- 
ducidas, numero de boras trabajadas, etcetera). La region de solucion se encuentra en el 
primer cuadrante, y se puede restringir la atencion a esa parte del piano. Se comienza 
por graficar las rectas 

2x + y = 22 Encuentre las intersecciones xy y en cada recta; despues trace la 
recta que pase por esos puntos, como se muestra en la figura 9. 

x + y = 13 
2r + 5y = 50 
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FIGURA 9 


Probtema ieiecc! 


Despues, elija (0,0) como un punto de prueba, se observa que la grafica de cada una de 
las tres primeras desigualdades en el sistema consisten de su recta correspondiente y 
del semipiano que se encuentra debajo de la recta, como se indica en la figura 9. Asi, la 
region de solucion del sistema consiste de los puntos del primer cuadrante que simulta- 
neamente se encuentran sobre o debajo de estas tres rectas (vease figura 9). 



Los puntos esquina (0, 0), (0, 10) y (11, 0) se pueden determinar a partir de la 
grafica. Los otros dos puntos esquina se determinan como sigue: 

Resuelva el sistema Resuelva el sistema 

2jc + 5v = 50 2x + y = 22 

y + y = 13 x + y = \3 

para obtener (5, 8). para obtener (9, 4). 

Note que las rectas 2x + 5j> = 50 y 2x + y = 22 tambien se intersectan, pero el punto 
de interseccion no forma parte de la region solucion y, en consecuencia, no es un pun¬ 
to esquina. 


Resuelva en forma grafica el sistema siguiente de desigualdades lineales, y encuentre 
los puntos esquina: 

5a- + y 20 
a: + y s 12 
a' + 3y s 18 
a: s 0 

y * o 
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Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


FIGURA 10 


Como se vio en la seccion 8-1, un dispositivo de graficacion es una herramienta 
util para graficar rectas y encontrar puntos de interseccion. La mayoria de los disposi- 
tivos de graficacion tienen tambien algunas capacidades limitadas para sombrear re- 
giones que satisfacen desigualdades. La figura 10(a) muestrauna solucion para el ejemplo 
3 que se podria realizar en la mayoria de los dispositivos de graficacion. En modelos 
recicntes (por ejemplo, en las calculadoras TI-83 y TI-96), es una operacion simple 
sombrear la region arriba o abajo de una grafica. Usando esta option para sombrear los 
puntos que no satisfacen cierta desigualdad, como se analizo en la exploration y anali- 
sis 2 anterior, se ilustra de manera clara la solucion para un sistema de desigualdades. 
La figura 10(b) mucstra el resultado de aplicar este metodo al ejemplo 4. 


8 



A 


Inttrs* 

X=2' 

ction 

Y=H 

'HI 


(a) La region sombreada es la 
solucion del sistema en el 
ejemplo 3 [vease figura 8(b)] 


2S 



(b) La region no sombreada es la 
solucion del sistema en el 
ejemplo 4 (vease figura 9) 


Si se comparan las regiones de solucion de los ejemplos 3 y 4, se observa que hay 
una difcrencia fundamental entre estas dos regiones. Se puede dibujar un circulo alre- 
dedor de la region de solucion del ejemplo 4. Sin embargo, en cualquier circulo es 
imposible incluir todos los puntos de la region de solucion en el ejemplo 3, sin importar 
que tan grande se dibuje. Esto conduce a la siguiente definicion. 


DEFINICION 2 Regiones de solucion acotadas y sin acotar 

Una region de solucion de un sistema de desigualdades lineales es acotada si se 
puede encerrar en un circulo. Si no se puede encerrar en un circulo, entonces es 

no acotada. 


Por consiguiente, la region de solucion del ejemplo 4 es acotada y la del ejemplo 3 
es no acotada. Esta definicion sera importante en la seccion siguiente. 

• Aplicacion 


EJEMPLO 5 Production planificada 

Un fabricante de tablas para surf (deslizadores) fabrica un modelo estandary un modc- 
lo para competicion. La fabricacion de cada tabla estandar necesita 6 horas de mano de 
obra y el acabado una hora. Fabricar cada tabla para competicion requiere de 8 horas de 
mano de obra y el acabado 3 horas. El numero maximo de horas de mano de obra 
disponible por semana en los departamentos de fabricacion y acabado es de 120 y 30, 
respectivamente. ^Que combinaciones de tablas se pueden producir cada semana de 
manera que no se exceda el numero de horas de mano de obra disponible en cada 
departamento por semana? 
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Solucion Con objeto de clarificar las relaciones, se resume la information en la tabla siguiente: 



Modelo estandar 

Modelo de competicion 

Numero maximo 
de horas de mano 


(horas de mano 

(horas de mano de obra 

de obra disponibles 


de obra por tabla) 

por tabla) 

por semana 

Fabricacion 

6 

8 

120 

Acabado 

1 

3 

30 


Sea 


x = Numero de tablas estandar producidas por semana 
y = Numero de tablas de competicion producidas por semana 

Estas variables estan restringidas como se indica: 

Restriction en el departamento de fabrication: 

Tiempo de fabricacion\ /Tiempo de fabricacion\ 

por semana para x ) + j por semana para y 

tablas estandar / \tablas de competicion/ 

6x + Sy < 120 

Restriction en el departamento de acabado: 

! Tiempo de acabado \ / Tiempo de acabado \ / Numero maximo de horas \ 

por semana para x )* + por semana para y de mano de obra 

V tablas estandar y \tablas de competicion } \ disponibles por semana ) 

lx + "Sy ^ 30 

Como no es posible fabricar un numero negativo de tablas, x y y deben tambien 
satisfacer las restricciones no negativas 


( Numero maximo de horas \ 
de mano de obra 
disponibles por semana ; 


x s 0 
;£0 

Asi, xy y deben satisfacer el siguiente sistema de desigualdades lineales: 

f6x + Sy — 120 iRestriccion del departamento de fabricacion 

I x + 3y ^ 30 ) Restriccion del departamento de acabado 

x s- 0 Restriccion no negativa 

y ^ 0 Restriccion no negativa 

A1 graficar este sistema de desigualdades lineales, se obtiene el conjunto de solu- 
ciones factibles, o la region factible, como se muestra en la figura 11. Para problemas 
de este tipo y para los problemas de programacion lineal que se consideran en la sec- 
cion siguiente, las regiones solucion son a menudo referidas como regiones factibles. 
Cualquier punto dentro del area sombreada, incluyendo las rectas frontera, represen- 
ta una posible planeacion de produccion. Cualquier punto fuera del area sombrea- 
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FK,URA n 


da representa una planeacion imposible. Por ejemplo, podria ser posible producir 12 
tablas estandar y cinco de competicion por semana, pero no seria posible producir 
12 tablas estandar y siete de competicion por semana (vease la figura). 



Recta de la capacidad de fabricacion 
6x + 8y = 120 
(12, 7) 

02 , 6 ) 

Region — (12, 5) 

factible x 


Recta de la capacidad de acabado 


Repita el ejemplo 5 usando 5 horas para la fabricacion de una tabla estandar y un maxi- 
mo de 27 horas de mano de obra para el departamento de acabado. 


Comentario. Refierase al ejemplo 5. ^Como se interpreta una planeacion de produc¬ 
tion de 10.5 tablas estandar y 4.3 tablas para competicion? No es posible fabricar una 
fraction de tabla. Pero es posible promediar 10.5 tablas estandar y 4.3 de competicion 
por semana. En general, se supondra que todos los puntos en la region factible repre- 
sentan soluciones aceptables, aun cuando soluciones no enteras puedan requerir de 
interpretacion especial. 


Respuestas a los problemas seleccionados 






4. 3y - 2x a 24 5. >• ^ \x + 5 6. y & \x - 2 

En los problemas del 1 al 10 grafique cada desigualdad. l.y<% 8. x>—5 9. —3^y<2 

l.2x-3y<6 2. 3x + Ay < 12 3. 3x + 2y a 18 10. -1 < ;r ^ 3 










638 


8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


En los problemas del 11 al 14, relacione la region de solucion 
de cada sistema de desigualdades lineales con una de las cua- 
tro regiones mostradas en la figura a continuacion. 



x + 2y £ 8 

12. 

a + 2y £ 8 

3a- - 2y £ 0 


3a - 2y £ 0 

x + 2y £ 8 

14. 

a + 2y £ 8 

3a - 2y £ 0 


3a - 2y £ 0 


En los problemas del 15 al 20, resuelva cada sistema de des¬ 
igualdades lineales en forma grafica. 


15. a £ 5 

y £ 6 


16. a£4 

y -2 


17. 3a + y £ 6 
x £ 4 

19. x — 2y — 12 
2x + y £ 4 


18. 


20 . 


3a + 4y £ 12 
ya-3 

2a- + 5y £ 20 
x - 5y £ -5 


B 


En los problemas del 21 al 24, relacione la region de solucion 
de cada sistema de desigualdades lineales con una de las cua- 
tro regiones mostradas en la siguiente figura. Identifique los 
puntos esquina de cada region de solucion. 


) 

/ 

(0,i 6) : 

i 

\ 

10- 



H V 

( 0 , 1 ^ 


CM): 

111 IV'^- (18,0) 

-5 ; 

: (8,0)\i’o. 

-5- 

1 \ x + 3y 


21. 

a + 3y £ 18 

22. 

x + 3y £ 18 


2a + y £ 16 


2a + y £ 16 


A> 0 


A-0 


>• - o 


>' — o 

23. 

x + 3y £ 18 

24. 

x + 3y £ 18 


2a + y £ 16 


2x + y £ 16 


AS 0 


x £ 0 


y £ 0 


— o 


En los problemas del 25 a I 36, resuelva en forma grafica los 
sistemas, e indique si cada region de solucion es acolada o no 
acotada. Encuentre las coordenadas de cada punto esquina. 


25. 2a- + 3y £ 6 

26. 

4a + 3y £ 12 

X£0 


A>0 

y £ 0 


y £ 0 

27. 4a + 5y £ 20 

28. 

5a + 6v £ 30 

AS 0 


x£0 

y SO 


y £ 0 

29. 2a + y £ 8 

30. 

a 4- 2> £ 10 

x + 3y £ 12 


3a + > £ 15 

xsO 


A-0 

y£0 


l>0 

31. 4a + 3y £ 24 

32. 

a + 2y £ 8 

2x + 3y £ 18 


2a + y £ 10 

A>0 


AS 0 

y £ 0 


y £ 0 

33. 2a + y £ 12 

34. 

3a + y £ 21 

x + y £ 7 


a + > £ 9 

a + 2y £ 10 


a + 3y £ 21 

A-0 


A > 0 

— o 


y £ 0 

35. a + 2y £ 16 

36. 

3a + y £ 30 

a + y £ 12 


a + y £ 16 

2v + >• £ 14 


x + 3y £ 24 

A>0 


ASO 

y >0 


y £ 0 

c 



En los problemas del 37 al 44, resuelva los sistemas de forma 
grafica, e indique si cada region de solucion es acotada o no 

acotada. Encuentre las 

coordenadas de cada punto esquina. 

37. a + >’£11 

38. 

4x + >£32 

5a + y a 15 


a + 3> £ 30 

x + 2y £ 12 


5 a + 4y £ 51 

39. 3a + 2v>24 

40. 

3a + 4> £ 48 

3a + > £ 15 


a + 2 y £ 2 '■ 

x £ 4 


>£V 

41. a + y £ 10 

42. 

3a - y £ 1 

3a + 5v £ 15 


-a + 5> £ 9 

3a - 2y £ 15 


A + > £ 9 

-5a + 2> £ 6 


>£5 

43. I6.v + 13> £ 119 

44. 

f 

8a- + 4y £ 41 

12a + 16> £ 101 


— 15a + 5> £ 19 

-4a + 3y £ 11 


2a + 6> £ 37 
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W'UCACIONES - 

45. Fabrication: asignacion de recursos. Una compania 
fabrica dos tipos de esquies acuaticos: el esqui acrobatico 
y el esqui dc competencia. El esqui acrobatico rcquiere de 
6 horas de mano dc obra para su fabrication y 1 para el 
acabado. El esqui de competencia requiere de 4 horas de 
mano de obra para su fabricacion y 1 para el acabado. El 
numero maximo dc horas de mano de obra disponiblcs por 
dia en la fabricacion y el acabado es de 108 y 24 horas, 
rcspectivamente. Si x cs el numero de esquies acrobaticos 
yy el de esquies de competencia producidos por dia. escriba 
un sistema de desigualdades que indique las restricciones 
apropiadas para x y y. Encuentre en forma grafica el 
conjunto de soluciones posibles para el numero dc cada 
tipo de esqui que sc puede producir. 

46 . Fabricacion: asignacion de recursos. Una fabrica de 
muebles produce mesas y sillas de comcdor. Una mesa 
requiere dc 8 horas de mano de obra para el ensamble y 
de 2 para el acabado. Una silla requiere de 2 horas de 
mano dc obra para el ensamble y de 1 para el acabado. El 
numero maximo de horas disponiblcs por dia para 
el ensamble y el acabado es de 400 y 120 horas, respec- 
rivamente. Six es el numero de mesas yy el de sillas pro- 
ducidas al dia, escriba un sistema de desigualdades que 
indique en forma apropiada las restricciones de x y y. 
Encuentre dc forma grafica el conjunto dc soluciones 
posibles para cl numero de mesas y sillas que sc pueden 
producir. 

Fabricacion: asignacion de recursos. Refierase al 
problema 45. La compania tiene una ganancia de S50 en 
cada esqui acrobatico y una ganancia de $60 en cada esqui 
de competencia. 

■. Al Si la compania produce 10 esquies acrobaticos y 10 dc 
competencia por dia, la utilidad diaria sera de $1 100. 
j.Existe otra posiblc produccion que genere una utilidad 
de S1 100? i Como se relacionan esas produccioncs con 
la grafica de la linea 50x + 60v = 1 100? 

B) Encuentre una produccion factible que genere una 
ganancia diaria mayor de $ 1 100 y repita el inciso (A) 
para esla planificacion. 

Li Analice los metodos que utilizan lineas como estas 
en los incisos (A) y (B) para encontrar la mayor 
utilidad diaria posible. 

Fabricacion: asignacion de recursos. Refierase al pro- 
iema 46. La compania obtiene una ganancia dc S50 en 
jda mesa y de $ 15 en cada silla. 

A i Si la compania produce 20 mesas y 20 sillas por dia, la 
ganancia diaria sera dc SI 300. ^Existen otras planea- 
ciones de produccion factiblcs que generen una utilidad 
de S1 300? ( : ,C6mo se relacionan esas producciones con 
la grafica de la recta 5x + 15y = 1 300? 

B) Encuentre una posible produccion que genere una 
utilidad diaria mayor que S1 300 y repita el inciso (A) 
para esta planeacion. 


(C) Analice los metodos que utilizan rectas de este tipo en 
los incisos (A) y (B) para encontrar la mayor utilidad 
diaria posible. 

49. Nutricion de las plantas. Un granjero puede comprar dos 
tipos de abono, la mezcla A y la mezcla B. Cada yarda 
cubica de la mezcla/I contiene 20 libras de acido fosforico, 
30 dc nitrogeno y 5 de potasio. Cada yarda cubica dc la 
mezcla B contiene 220 libras de acido fosforico, 30 de 
nitrogeno y 10 de potasio. Los requerimientos minimos 
son de 460 libras de acido fosforico, 960 libras dc nitrogeno 
y 220 libras de potasio. Si x es el numero de yardas cubicas 
utilizadas dc la mezcla A yy el de yardas cubicas utilizadas 
de la mezcla B, escriba un sistema de desigualdades que 
indique las restricciones adecuadas dex y v. Encuentre cn 
forma grafica el conjunto de posibles soluciones para la 
cantidad de mezcla Ay B que se puede utilizar. 

50. Nutricion. Un dietista en un hospital desea disenar una dieta 
especial utilizando dos alimentos. Cada onza del alimento 
M contiene 30 unidades de calcio, 10 de hierro y 10 de 
vitaminaA. Cada onza del alimento A contiene lOunidades 
de calcio, 10 de hierro y 30 dc vitamina A. Los requeri¬ 
mientos minimos en la dieta sou de 360 unidades de calcio, 
160 de hierro y 240 de vitamina A. Si x es el numero de 
onzas utilizadas del alimento, M y y el de onzas utilizadas 
del alimento N, escriba un sistema de desigualdades lineales 
que rcfleje las condiciones indicadas. Encuentre en forma 
grafica el conjunto de soluciones factibles para la cantidad 
dc cada tipo de alimento que se puede utilizar. 

51. Sociologia. Un ayuntamiento voto por dirigir un cstudio 
de los problemas de una comunidad centrica. Se contacto 
una universidad cercana para contratar sociologos y 
asistentes de investigacion. Cada sociologo pasara 10 horas 
semanales recolectando datos en la comunidad y 30 ho¬ 
ras en el mismo periodo analizandolos en el centro dc 
investigacion. Cada investigador asistente pasara 30 horas 
a la semana en la comunidad y 10 en el centro de inves¬ 
tigacion. El minimo de trabajo requerido en horas por 
semana son 280 en la comunidad y 360 en el centro de 
investigacion. Si x representa el numero de sociologos 
contratados para el estudio y y el de investigadores 
asistentes, escriba un sistema de desigualdades lineales que 
indique las restricciones adecuadas para x y y. Encuentre 
en forma grafica el conjunto de soluciones factibles. 

52. Psicologia. En un experimento dc acondicionamicnto, un 
psicologo usa dos tipos dc cajas Skinner (dc acondi- 
cionamiento) con ratones y ratas. Cada ratdn pasa 10 
minutos al dia en la caja A y 20 minutos en la caja if. Cada 
rata pasa 20 minutos al dia en la caja A y 10 minutos en la 
caja B. El tiempo maximo total disponible por dia es de 
800 minutos para la caja A y 640 minutos para la caja B. Se 
tiene interes en determinar el numero de ratones y ratas 
que se pueden utilizar en el experimento bajo las 
condiciones establecidas. Si x es el numero de ratones 
utilizados y y cl de ratas, escriba un sistema de desi- 
gualdadcs lineales que indique las restricciones adecuadas 
para x y y. Encuentre en forma grafica el conjunto de 
posibles soluciones. 
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8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


SECCION 



Programacion lineal 



Un problema de programacion lineal 
Programacion lineal: Una descripcion general 
Aplicacion 


Varios problemas de la seccion 8-4 estan relacionados con el tipo general de problemas 
llamados problemas de programacion lineal. La programacion lineal es un procedi- 
miento matematico que se desarrollo para ayudar a tomar decisiones de tipo adminis¬ 
trative, y se ha convertido en una de las herramientas mas ampliamente usadas y 
conocidas en la ciencia administrativa y la ingenieria industrial. Se utilizara un procedi- 
miento grafico intuitivo basado en las tecnicas analizadas en la seccion 8-4, para ilus- 
trar este proceso en problemas que involucran dos variables. 

El matematico estadounidense George B. Dantzig (1914 - ) formulo el primer 
problema de programacion lineal en 1947 y presento una tecnica de solucion, denomi- 
nada metodo simplex, que no depende de la graficacion y se adapta facilmente a solu- 
ciones en computadora. Hoy en dia, es muy comun utilizaruna computadorapara resolver 
problemas de programacion lineal aplicados que involucran a miles de variables y des¬ 
igualdades. 


• Un problema de 
programacion lineal 


Se empezara el analisis con un ejemplo que conducira a un procedimiento general para 
resolver problemas de programacion lineal con dos variables. 


EJEfv Produccion planificada 

Un fabricante de casetas de fibra de vidrio para camionetas produce un modelo com- 
pacto y uno regular. Cada caseta compacta requiere de 5 horas en el departamento de 
fabricacion y 2 en el de acabado. Cada caseta regular requiere de 4 horas en el departa¬ 
mento de fabricacion y de 3 en el de acabado. El numero maximo de horas de mano de 
obra disponibles por semana en el departamento de fabricacion y en el de acabado es de 
200 y 108 respectivamente. Si la compania obtiene una utilidad de $40 en cada caseta 
compacta y $50 en cada caseta regular, cuantas casetas de cada tipo debe producir 
cada semana para maximizar la ganancia total obtenida en el mismo periodo, suponien- 
do que todas las casetas se puedan vender? <,Cual es la ganancia maxima? 

Solucion Este es un ejemplo de un problema de programacion lineal. Para ver mas claramente las 
relaciones, en la siguiente tabla se resumen los requerimientos de fabricacion, los obje- 
tivos y las restricciones: 



Modelo compacto 
(horas de mano 
de*obra por caseta) 

Modelo regular 
(horas de mano 
de obra por caseta) 

Numero maximo 
de horas de mano 
de obra disponibles 
por semana 

Fabricacion 

5 

4 

200 

Acabado 

2 

3 

108 

Utilidad por caseta 

S40 

$50 
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Funcion objetivo 


Restricciones 


Ahora se procede a formular un modelo matematico para el problema y despues a 
resolverlo utilizando metodos graficos. 


El objetivo de la administracion es decidir cuantos modelos de cada caseta se deben 
producir cada semana para maximizar la ganancia. Sean 

x = Numero de casetas compactas producidas por semana 

Variables de decision 

y = Numero de casetas regulares producidas por semana 

La siguiente funcion da una ganancia total P para x casetas compactas y y casetas regu¬ 
lares fabricadas cada semana: 

P = 40.x + 50y Funcion objetivo 

Matematicamente, el administrador necesita decidir los valores para las variables de 
decisibn (x^t^) que logren su objetivo, esto es, maximizando la funcion objetivo (ga¬ 
nancia) P = 40x + 50y. A1 parecer, la ganancia puede ser tan grande como se desee al 
fabricar mas y mas casetas, <^es esto posible? 


Cualquier fabrica, sin importar que tan grande o pequena sea, tiene restricciones im- 
puestas por los recursos disponibles, capacidad de la planta, demanda, etcetera. Estas 
restricciones son referidas como restricciones del problema. 

Restricciones del departamento de fabricacion: 

I Tiempo de fabricacion) /Tiempo de fabricacion 

( por semana para x * por semana para y 
^ casetas compactas / \ casetas regulares 

5x + 4_y 

Restricciones del departamento de acabado: 

/Tiempo de acabado \ / Tiempo de acabado 

( por semana para x I -r I por semana para y 
\ casetas compactas / \ casetas regulares 

2x + 3 y 


Restricciones no negativas: No es posible fabricar un numero negativo de casetas; asi, 
se tienen las restricciones no negativas 

0 

r° 

que usualmente se escriben en la forma: 


( Maximo de horas \ 
de mano de obra ) 
disponibles por semana,/ 

< 200 


( Numero maximo de horas) 
de mano de obra 
disponibles por semana ) 

108 



x,y>0 
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Modelo matematico 


Ahora se tiene un modelo 
Maximizar 
Sujeto a 


matematico para el 
P = 40x + 50v 
5x + 4y s 200 
2x + 3y ^ 108 

x, y > 0 


problema que se esta considerando. 

Funcion objetivo 

Restricciones del problema 
Restricciones no negativas 


Solucion grafica Al resolver el sistema de restricciones de una desigualdad lineal de mancra grafica, 
como en la seccion 8-4, se obtiene una region factible para los programas de produc¬ 
cion, como se muestra en la figura 1. 


FICURA 1 


(0, 36) 


Recta de la capacidad de fabricacion 
\ 5x -r 4y = 200 


Todas las rectas estSn restringidas 
al primer cuadrante debido a las 
restricciones no negativas x, y a 0. 



( 0 , 0 ) 


Recta de la capacidad de acabado 
2x+ 3 y= 108 


(40, 0) 


Al elegir un programa de produccion (x,y) de la region factible, se puede determi- 
nar una ganancia utilizando la funcion objetivo P - 40x + 50y. Por ejemplo, si x = 24 
yy = 10, entonces la ganancia semanal es 

P = 40(24) + 50(10) = $1 460 

O si x = 15 y y = 20, entonces la ganancia semanal es 

P = 40(15) + 50(20) = SI 600 

La pregunta es, ademas de todos los posibles programas dc produccion ( x,y) dc la 
region factible, ^que programa(s) producen la ganancia maxima? Tal programacion, si 
existe, se llama solucion optima al problema porque produce el valor maximo de la 
funcion objetivo y esta en una region factible. No es practico hacer una comprobacion 
punto por punto para encontrar la solucion optima. Aunque si se consideran solo los 
puntos con coordenadas enteras, hay mas de 800 puntos en la region factible para este 
problema. En lugar de esto, se usa la teoria desarrollada para resolver problemas de 
programacion lineal. Utilizando tecnicas avanzadas, se puede demostrar que: 

Si la regidn factible esta acotada; entonces uno o mds puntos esquina de 
la region factible son una solucibn dptima del problema. 

El valor maximo de la funcion objetivo es unico; sin embargo, puede haber mas de un 
posible programa de produccion que producira este valor unico. Conforme se avance en 
la seccion se profundizara en el tema. 
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Punto 
esquina 
(*, y) 

Funcion 

objetivo 

P = 40* + 50>’ 


/ 

4, 0) 

0 

(0, 36) 

1 800 

(24, 20) 

1 960 Maximo 


valor de P 

140, 0) 

1 600 


Puesto que la region factible de este problema es acotada, por lo menos uno de los 
puntos esquina (0, 0), (0, 36), (24, 20) o (40, 0) es una solucion optima. Para encontrar 
cual es, se evalua P = 40.v + 50y en cada punto esquina y se escoge el que produzca un 
valor mas grande de P. Es conveniente organizar estos calculos en una tabla como la 
que se muestra en el margen. 

AI examinar los valores en esta tabla, se observa que el valor maximo de P en cada 
punto esquina es P = 1 960 enx = 24 y y = 20. Ya que el maximo valor de P en toda la 
region factible siempre se debe encontrar en un punto esquina, se concluye que la ga- 
nancia maxima es de SI 960 cuando se producen 24 casetas compactas y 20 casetas 
regulares por semana. 


Problema seieccionado 1 Ahora se convierte el problema de las tablas de surf (deslizadores) de la section 8-4 en 

un problema de programacion lineal. Una fabrica de tablas de surf produce un modelo 
estandar y uno de competicion. Cada tabla estandar requiere de 6 horas de mano de obra 
para la fabricacion y 1 para el acabado. Cada tabla de competicion requiere de 8 horas 
de mano de obra para la fabricacion y 3 para el acabado. El numero maximo de horas de 
mano de obra disponibles por semana en el departamento de fabricacion y de acabado 
es de 120 y 30, respectivamente. Si la compania obtiene una ganancia de $40 en cada 
tabla estandar y de $75 en cada tabla de competicion, ^cuantas tablas de cada tipo debe 
de producir cada semana para maximizar la ganancia total en el mismo periodo? 

(A) Identifique las variables de decision. 

(B) Escriba la funcion objetivo P. 

(C) Escriba las restricciones del problema y las restricciones no negativas. 

(D) Grafique la region factible, identifique los puntos esquina y evalue P en cada 
punto esquina. 

(E) <,Cuantas tablas de cada tipo se deben producir cada semana para maximizar la 
ganancia? «^Cual es la utilidad maxima? 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Refierase al ejemplo I. Si se asigna a la funcion de la ganancia P en P = 40x + 50y 

un cierto valor y se grafica la ecuacion resultante en el sistema coordenado mostra- 
do en la figura 1, se obtiene una recta de ganancia constante (recta de misma 
ganancia). Cada punto en la region factible en esta recta representa una production 
programada que genera la misma ganancia. La figura 2 muestra las rectas de ganan¬ 
cia constante para P = $1 000 y P = $1 500. 


Y 





644 


8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


• Frogramaclon 
lineal: Una 
descripcion general 


Teorema 1 


(A) /Como estan relacionadas todas las rectas de ganancia? 

(B) Coloque una regia a lo largo de la recta de ganancia constante para P = S1 000 
y desllcela tan lejos como pueda en direction del aumento de la ganancia sin 
cambiar su pendiente y sin salir de la region factible. Explique c6mo se puede 
usar este proceso para identificar la solucion optima en un problema de pro¬ 
gramacion lineal. 

(C) Si P se cambia a P — 25x + 75 y, grafique la recta de la ganancia constante 
para P = $1 000 y P = Si 500, y use una regia para identificar la solucion 
optima. Compruebe su respuesta evaluando P en cada punto esquina. 

(D) Repita el inciso (C) para P = 75x + 25 y. 


Los problemas de programacion lineal considerados en el ejemplo 1 y en el problema 
seleccionado 1 fueron problemas de maximizacion donde se buscaba maximizar las 
ganancias. La misma tecnica se puede usar para resolver problemas de minimizacion 
donde, por ejemplo, se desea minimizar los costos. Antes de considerar mas ejemplos, 
se estableceran algunas definiciones generales. 

Un problema de programacion lineal es aquel que busca encontrar el valor op- 
timo (valor maximo o minimo) de una funcion objetivo lineal de la forma 

z = ax + by 

donde las variables de decision xyy estan sujetas a las restricciones del problema en 
forma de desigualdades lineales y de restricciones no negativas, x, y s 0. A1 conjunto 
de puntos que satisface a las restricciones del problema y a las restricciones no negati¬ 
vas, se le llama region factible del problema. Cualquier punto en la region factible que 
produzca un valor optimo de la funcion objetivo sobre la region factible se le llama 
solucion optima. 

El teorema 1 es fundamental en la solucion de problemas de programacion li¬ 
neal. 


Teorema fundamental de programacion lineal 

Sea S la region factible de un problema de programacion lineal, y sea z — ax + by 
la funcion objetivo. Si S es la acotada, entonces z tiene un valor maximo y un 
valor minimo en S y cada uno de estos se encuentra en un punto esquina de S. Si 
S no esta acotada, entonces el valor maximo o minimo de z en S puede no existir. 
Sin embargo, si existe, entonces debe de estar en un punto esquina de S. 


En esta breve introduction no se consideraran problemas con regiones factibles no 
acotadas. Si una region factible es acotada, entonces el teorema 1 proporciona la base 
para el siguiente procedimiento simple con el que se resuelve el problema asociado con 
la programacion lineal. 
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FIGURA 3 


Solucion de problemas de programacion lineal 

Construya un modeio matematico para el problema: 



Pa: 




(A) Introduzca variables de decision y escriba una funeion objetivo 
lineal. 

(B) Escriba las restricciones del problema en forma de desigualdadeS' 
lineales. 

(C) Escriba las restricciones no negativas. 

Grafique la region factible y encuentre los puntos esquina. 

Evalue la funeion objetivo de cada punto esquina para determinar la 
solucion optima. 


Antes de considerar mas aplicaciones, se utilizara este procedimiento para resol¬ 
ver un problema de programacion lineal donde el modeio ya se haya determinado. 


EJEMPLO Solucion de un problema de programacion lineal 

Minimice y maximice z = 5x + 15y 
Sujeta a x + 3* < 60 
x + y Sr 10 
x — >'S0 
x, y & 0 

Solucion Este problema es una combinacion de dos problemas de programacion lineal (un pro¬ 
blema de minimizacion y otro de maximizacion). Como la region factible es la misma 
para ambos problemas, se pueden resolver estos de manera conjunta. Para empezar. sc 
traza la grafica de la region factible S, como se muestra en la figura 3, y se encuentran 
las coordenadas de cada punto esquina. 

y 



Despues, se evalua la funeion objetivo de cada punto esquina con los resultados 
que se dan en la tabla: 
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Punto esquina 
(x,y) 

Funcion objctivo 
z = 5x + 15y 


(0,10) 

150 



(0,20) 

300 

Valor mSximo | 

Soluciones 




optimas 

(15,15) 

300 

Valor mSximo | 

multiples 

(5, 5) 

100 

Valor mfnimo 



Examinando los valores de la tabla, se puede ver que el valor rrn'nimo de z en la region 
factible S es 100 en (5, 5). En consecuencia, (5, 5) es la solucion optima del problema 
de minimizacion. El maximo valor de z en la region factible 5 es de 300, que ocurre en 
(0, 20) y en (15, 15). Por consiguiente, el problema de maximizacion tiene soluciones 
optimas multiples. En general: 

Si dos puntos esquina son soluciones optimas del mismo tipo (ambos pro- 
ducen el mismo valor maximo o el mismo valor minimo) para un proble¬ 
ma de programacion lineal, entonces cualquier punto sobre el segmcnto 
de la recta que une a los dos puntos esquina es tamhien una solucion 
optima de este tipo. 

Se puede mostrar que esta es la linica ocasion que ocurre un valor optimo en mas de un 
punto. 


Problema seleccioru Minimice y maximice z = 10x + 5y 

Sujeta a 2 jc + y s 40 
3* + y < 150 
2x-ys0 
x,y* 0 


■ Aplicaci Se considera otra aplicacion donde se debe primero encontrar el modelo matematico 
para despues encontrar su solucion. 


EJEMPLO 3 Agricultura 



Libras por 
yarda cubica 

Mezcla A 

Mezcla B 

Nitrogeno 

10 

5 

Potasio 

8 

24 

Acido fosforico 

9 

6 


Un granjero puede utilizar dos tipos de abono, la mezcla A y la mezcla B. Las cantida- 
des (en libras) de nitrogeno, acido fosforico y potasio en una yarda cubica de cada 
mezcla se muestran en la tabla. Pruebas realizadas en la tierra de un cultivo grande 
indican que esta necesita por lo menos B404ibras de potasio y 350 libras de nitrogeno. 
Las pruebas tambien indican que no se deberan agregar mas de 630 libras de acido 
iosforico. Una yarda cubica de la mezcla A cuesta S7, y una de la mezcla B cuesta $9. 
/.Cuantas yardas cubicas de cada mezcla debera agregar el granjero a la tierra para 
cubrir las necesidades nutricionales a un costo minimo? 
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FIGURA 4 


Punto 

esquina 

ix,y) 

(0, 105) 
(0, 70) 
(21,28) 

(60, 15) 


Solucion Sea 

x = Numero de yardas cubicas de la mezcla A agregadas al cultivo 

Variables de decision 

y = Numero de yardas cubicas de la mezcla B agregadas al cultivo 

Se forma ahora la funcion objetivo lineal 

C = lx + 9y 

la cual proporciona el costo dev yardas cubicas de la mezcla A y dcy yardas cubicas de 
la mezcla B agregadas al cultivo. Utilizando la informacion de la tabla, y procediendo 
como en el ejemplo 1, se formula un modelo matematico para el problema: 

Minimice C = lx + 9y Funcion objetivo 
Sujeta a 10* + 5y ^ 350 Restriccion del nitrogeno 

8* + 24y S 840 Restriccion del potasio 

9x + 6 y ^ 630 Restriccion del acido fosforico 

xj>0 Restricciones no negativas 

Resolviendo graficamente este sistema de desigualdades restringidas, se obtiene la re¬ 
gion factible 5 mostrada en la figura 4, y se encuentran las coordenadas de cada punto 
esquina. 


(0,105) 


(0, 70) 
60 


(21, 28) 


>(60, 15) 


Funcion 
objetivo 
C = 7.v + 9 v 


945 

630 

399 Valor 

mfnimo de C 


555 


En seguida, se evalua la funcion objetivo de cada punto esquina como se muestra 
en la tabla al margen. 

El valor optimo es C = 399 en el punto esquina (21,28). De manera que, el gran- 
jero debera anadir 21 yardas cubicas de la mezcla A y 28 de la mezcla B con un costo de 
S399. Esto resultara en la agregacion de los nutrientes siguientes al campo: 

Nitrogeno: 10(21) + 5(28) = 350 libras 

Potasio: 8(21) + 24(28) = 840 libras 

Acido fosforico: 9(21) + 6(28) = 357 libras 


Con lo que se satisfacen todos los requerimientos nutricionales. 
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Repita el ejemplo 3 si ahora las pruebas indican que el cultivo necesita de por lo menos 
400 libras de nitrogeno pero todas las otras condiciones siguen siendo las mismas. 


Respuestas a problemas seleccionados 

1. (A) x = Numero de tablas estandar producidas cada semana 

y = Numero de tablas de competicion producidas cada semana 
(B) P = 40a - + 75 y (C) 6a + 8y S 120 Restricciones di ■ ab Ladon 

a + 3y s 30 Restricciones de acabado 

A, y 2: 0 Reslricciones no negatives 


(D) 


( 0 , 10 ) 


Region 

factible 


( 12 , 6 ) 

* 


■ 

X 


( 0 , 0 ) 




( 20 , 0 ) 


Punto 

Funcion 

esquina 

objetivo 

(A,.V) 

P = 40a -t- 75y 

(0,0) 

0 

(0,10) 

750 

(12, 6) 

930 

(20, 0) 

800 


(E) 12 tablas estandar y 6 de competicion generan una ganancia maxima de S930. 

2. El maximo es z = 600 en (30, 60); el minimo es z = 200 en (10, 20) y en (20, 0) (soluciones optimas 
multiples) 

3. 27 yardas ciibicas de la mezcla A, 26 yardas cubicas de la mezcla B\ minimo dc C = $423 


EjERCICIO 



A _ 

En los problemas del 1 al 4, encuentre el valor maximo de 
cada funcion objetivo sobre la region factible S mostrada en la 
figura siguiente. 

Y 


( 0 , 12 ) 



En los problemas del 5 al 8, encuentre el valor minimo de cada 
funcion objetivo sobre la region factible T mostrada en la figu¬ 
ra siguiente. 




6. z = lx + 9v 


1. z = x + y 
3. z = 3a + 7y 


2. z = 4a + y 
4. z = 9 a + 3y 


5. z = 7 a + 4y 
7. z = 3 a + 8y 


8. z = 5 a + 4y 
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B 



3x + 4y < 240 




x< 60 




v — 45 

En los problemas del 9 al 22, resuelva los problemas de pro - 


x,y^ 0 

gramacion lineal. 





20. Minimice y maximice z = 25x + 30y 

9. Maximice 

z = 3x + 2y 

Sujeta a 

2x + 3y S 120 

Sujeta a 

x + 2y 10 


3x + 2y S 360 


3x + ys 15 


x<80 


x.y > 0 


yS 120 

10. Maximice 

z = 4x + 5y 


x, y s 0 

Sujeta a 

2x + y s 12 

** 21. Maximice 

P = 525x, + 478x, 


x + 3y s 21 

Sujeta a 

275x, + 322x 2 5 3 381 


x,y>0 


350x, + 340x. ^ 3 762 

11. Minimice 

Z = 3x + 4y 


425x. + 306x, 5 4 114 

Sujeta a 

2x + y s 8 


x,,Xj 5- 0 


x + 2y < 10 

yi 22. Maximice 

P = 300x, + 460x 2 


x, y > 0 

Sujeta a 

245x, + 452x 2 5 4 181 

12. Minimice 

z = 2x + y 


290x, + 379x, =£ 3 888 

Sujeta a 

4x + 3y > 24 


390x, + 299x 2 5 4 407 


4x + y s 16 


x,,x 3 > 0 


x.y & 0 




649 


13. Maximice 
Sujeta a 


z = 3x + 4y 
x + 2y < 24 
x + y-£ 14 
2x + y-s 24 
x.y &0 


14. Maximice z = 5x + 3y 
Sujeta a 3x + y ^ 24 
x + ys 10 
x + 3y ?£ 24 
x.y ^0 


c 


Los puntos esquina para la region factibie determinada por 
las restricciones del problema 

2x+ y s 10 
x + 3y £ 15 
x,y ^0 


15. Minimice 
Sujeta a 


z = 5* + 6y 
x + 4y > 20 
4x + y ^ 20 
x+ y < 20 
x,y *0 


16. Minimicc 
Sujeta a 


Z = x + 2y 
2x + 3y > 30 
3x + 2y 2 30 
x + y s 15 
x.ysO 


son O = (0, 0), A = (5, 0). B = (3,4) y C = (0, 5). Si z = 
ax + by y a, b > 0. determine las condiciones de a y b que 
aseguren la localizacion del valor maximo de z: 

(A) Solo en A (B) Solo en B 

(C) Solo en C (D) En A y B 

(E) En 5 y C 

Los puntos esquina para la region factibie determinada por 
las restricciones del problema 


17. Minimice y maximice z = 25x + 50y 
Sujeta a x + 2y s 120 

x + y ^ 60 
x - 2y s 0 
x.y s 0 

18. Minimicc y maximice z = 15x + 30y 
Sujeta a r t 2y s 100 

2x — ysO 
2x + y £ 200 
x, y > 0 

19. Minimice y maximice z = 25x + 15y 
Sujeta a 4x + 5y s 100 


x + y^4 
x + 2y ^ 6 
2x + 3y « 12 
x.y > 0 

son A = (6, 0), B = (2, 2) y C = (0. 4). Si z = ax + by y a, 
b > 0, determine las condiciones de ay b que aseguren la 
localizacion del valor minimo de z: 


/ 


(A) Soloen^f 
(C) Solo en C 
(E) En B y C 


(B) Solo en B 
(D) EnAy B 
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APLICACIONES 

25. Asignacidn de recursos. Una fabrica produce dos tipos 
de esquies, el esqui acrobatico y el de competencia. La 
information relevante de la produccidn esta en la tabla. 

(A) Si la ganancia de producir el esqui acrobatico es de 
$40 y la de producir el de compctcncia es de $30, 
O cuantos csquics de cada tipo se dcbcran producir cada 
dia para generar la maxima ganancia? ^Cual es la 
maxima ganancia? 

Analicc cl cfccto de programar la produccion y la 
maxima ganancia, si la utilidad por los esquies de 
competencia disminuye a $25, pero los demas datos 
siguen siendo los mismos. 

Analice el cfccto de programar la produccion y la 
maxima ganancia si la utilidad de los esquies de 
compctcncia aumenta a $45 pero los otros datos 
permanccen iguales. 





Numero 


F.squf 

Esqui de 

maximo de 


acrobatico 

competencia 

horas de mano 


(horas de 

(horas de 

de obra 


mano de obra 

mano de obra 

disponibles 


por esqui) 

por esqui) 

diariamente 

Departamento 
de fabrication 

6 

4 

108 

Departamento 
de acabado 

1 

1 

24 

26. Psicologia. En un experimento de acondicionamiento, un 

psicologo utiliza dos tipos de cajas Skinner con ratones y 
ratas. La cantidad dc tiempo (en minutos) que cada raton y 
cada rata pasa en cada caja diariamente esta dado en la 
tabla. ;Cual es el numero total maximo de ratones y ratas 

que se puede utilizar cn esle experimento? i 
y ratas producen estc valor maximo? 

Cuantos ratones 




Tiempo maximo 




disponible 


Ratones 

Ratas 

diariamente 


(minutos) 

(minutos) 

(minutos) 

Caja Skinner A 

10 

20 

800 

Caja Skinner B 

20 

10 

640 


27. Compras. Una compania de camiones quiere comprar un 
maximo de 15 camiones nuevos que proporcionen por lo 
menos 36 toneladas de capacidad adicional de carga. Un 
camion del modelo A ticne una capacidad dc 2 toneladas y 
un costo de S15 000. Un camion del modelo B tiene una 
capacidad de 3 toneladas y un costo de S24 000. (.Cuantos 
camiones de cada modelo debe comprar la compania para 
proporcionar la capacidad adicional de carga al costo 
minimo? i,Cual cs el costo minimo? 


28. Transportation. Los administradores de una preparatoria 
planean rentar autobuses y camionctas para un viajc de 
practicas. Cada autobus puede transportar a 40 estudiantes 
y tres supervisores, y la renta cuesta $ 1 200. Cada camio- 
neta puede transportar a ocho estudiantes y un supervisor 
y su renta ticne un costo de $100. Los administradores 
quieren podcr acomodar a por lo menos 400 estudiantes 
con no mas dc 36 supervisores. ^Cuantos vehiculos de cada 
tipo se deben rentar para minimizar el costo de la trans¬ 
portation? ^Cual es el costo minimo de la transporta- 
cion? 

29. Asignacion de recursos. Una fabrica de muebles produce 
mesas y sillas para comedor. Una mesa requiere de 8 horas 
dc trabajo del departamento de ensamble y 2 boras de 
trabajo del departamento de acabado y genera una ganan¬ 
cia de $90. Una silla requiere de 2 horas de trabajo del 
departamento de ensamble y 1 hora de trabajo del departa¬ 
mento de acabado y genera una ganancia de $25. El maxi¬ 
mo de horas disponibles por dia para cl ensamble y el 
acabado es de 400 y 120 horas, respectivamente. 

(A) ^Cuantas mesas y cuantas sillas se deben producir 
diariamente para maximizar la ganancia diaria? (,Cual 
cs la maxima ganancia diaria? 

Analice el efecto dc planificar la produccion y la 
ganancia maxima si cl departamento dc mercadotecnia 
de la compania decide que el numero de sillas 
producidas debe scr cuatro veces menor que el numero 
de mesas producidas. 

30. Asignacidn de recursos. En una fabrica sc producen dos 
tipos de computadoras, cl modelo para cscritorio y el 
modelo portatil. Si la produccion de una computadora para 
escritorio requiere de un gasto principal dc S400 y de 40 
horas de trabajo. La produccion de una computadora 
portatil requiere de un gasto principal de $250 y 30 horas 
de trabajo. La fabrica ticne un capital de $20 000 y dispone 
dc 2 160 horas para la produccion de las computadoras 
para escritorio y portables. 

(A) <,Cual cs cl numero maximo de computadoras que la 
compania puede producir? 

Si cada computadora para escritorio genera una 
ganancia de $320 y cada computadora portatil genera 
una ganancia de $220, ^cuanto ganara la compania si 
produce el maximo numero de computadoras determi- 
nado en el inciso (A)? (,Es esta la maxima ganancia? 
Si no lo cs, ^cual es la maxima ganancia? 

31. Control dc la contamination. Debido al nuevo rcglamento 
federal referente a la contaminacion, una planta quimica 
introdujo un nuevo proceso para el suplemento o reemplazo 
de un antiguo proceso utilizado en la produccion de cierto 
quimico. El antiguo proceso cmitia 20 gramos de dioxido 
de azufre y 40 gramos de particulas suspendidas en la 
atmosfera por cada galon del quimico producido. El nuevo 
proceso emite 5 gramos dc dioxido de azufre y 20 gramos 
de particulas suspendidas cn la atmosfera por cada galon 
del quimico producido. La compania genera una ganancia 
de 60 centavos por galon en el antiguo proceso y 20 
centavos por galon en cl nuevo, 
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(A) Si el reglamento le pemiite emitir a la planta diaria- 
men te no mas dc 16 000 gramos de dioxido de azufre 
y 30 000 gramos de particulas suspendidas, ^cuantos 
galones del quimico se deben producir por cada 
proceso para generar la maxima ganancia diaria? 
^Cual es la maxima ganancia diaria? 

Analice el efecto de planificar la produccion y la 
maxima ganancia si cl reglamento restringe las emi- 
siones diarias de dioxido de azufre a 11 500 gramos y 
los otros datos permanecen iguales. 

Analice el efecto dc planificar la produccion y la 
maxima ganancia si el reglamento restringe las 
emisiones diarias de dioxido de azufre a 7 200 gramos 
pero los demas datos siguen siendo los mismos. 

■ 32. Sociologia. Un ayuntamiento voto por dirigir un estudio 
de los problemas de una comunidad centrica. Una 
universidad cercana fue contactada para contratar un 
maximo de 40 sociologos y asistentes de investigacion. El 
tiempo asignado y el costo por semana se dan en la tabla. 

(A) ^Cuantos sociologos y asistentes de investigacion se 
emplearan para cumplir con las horas laborales 
requeridas por semana y para minimizar el costo 
semanal? ^Cual es el costo en esc mismo periodo? 
Analice el efecto de la solucion del inciso (A), si el 
ayuntamiento decide que no se podra emplear a mas 
sociologos que asistentes y si los demas datos 
permanecen iguales. 


Minimo 
de horas 

Sociologos Asistentes laborales 

(horas (horas requeridas 

laborales) laborales) por semana 


Trabajo dc campo 

10 

30 

280 

Trabajo en cl centra 




de investigacion 

30 

10 

360 

Costo semanal 

S500 

S300 



**33. Nutrition de las plantas. Un fruticultor puede usar dos 
tipos de abono en su cultivo de naranjas, la marca A y la 
marca B. Las cantidades (en libras) de nitrogeno, acido 
fosforico, potasio y cloro en una bolsa de cada mezcla se 
dan en la tabla. Las pruebas indican que el cultivo necesita 
por lo menos 480 libras de acido fosforico, 540 dc potasio 
y un maximo de 620 libras dc cloro. Si el fruticultor siempre 
utiliza una combination de bolsas de la marca A y de la 
marca B que satisfaccn las restricciones de acido fosforico, 
potasio y cloro, analice el efecto que tendra sobre la 
cantidad de nitrogeno anadida al cultivo. 


Libras por bolsa 


Marca A Marca B 


Nitrogeno 

6 

7 

Acido fosforico 

2 

4 

Potasio 

6 

3 

Cloro 

3 

4 


- 34. Dieta. Un dietista en un hospital debc disenar una diela 
especial compuesta de dos tipos de alimentos, M y N. Cada 
onza del alimento M contiene 16 unidades de calcio, 5 de 
hierro, 6 de colesterol y 8 de vitamina A. Cada onza del 
alimento N contiene 4 unidades de calcio, 25 de hierro, 4 
de colesterol y 4 de vitamina A. La dicta requiere dc por lo 
menos 320 unidades de calcio, 575 dc hierro y mas de 300 
de colesterol. Si el dietista siempre selecciona una com¬ 
bination de alimentos M y N que deba satisfacer las 
restricciones de calcio, hierro y colesterol, analice el efecto 
que tendra sobre la cantidad de vitamina A en la dieta. 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 8 Modelamiento con sistemas deecuadones lineales 

En esta actividad en grupo se consideran dos problemas de la vida cotidiana que se pueden resolver utilizando 
sistemas de ecuaciones lineales: conduction del calor y circulation vehicular. Ambos problemas implican el uso 
de una cuadricula y una suposicion basica para construir el modelo (sistema de ecuaciones). La elimination 
Gauss-Jordan se utiliza entonces para resolver el modelo. En el problema de la conduccion del calor, la solucion 
del modelo es facilmente interpretada en terminos del problema original. El sistema en el segundo problema es 
dependiente, y la solucion requiere de una interpretation mas cuidadosa. 

I Conduccion del calor 

Una parrilla de metal esta formada por cuatro barras delgadas de metal. El extremo de cada barra de la parrilla 
permanece a una temperatura constante, como se muestra en la figura 1. Se supone que la temperatura en cada 
punto de intersection en la parrilla es el promedio de la temperatura de los cuatro puntos adyacentes en la parrilla 
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(los puntos adyacentes son los otros puntos de intersection o los extremos de las barras). Asi, la temperaturax, en 
el punto de intersection de la esquina superior izquierda de la cuadricula debe satisfacer 

Izquierda Arriba Derecha Abajo 


.x, = 4 (40 + 0 + 


+ x, ) 


Encuentre las ecuaciones para la temperatura en los otros tres puntos de intersection, y resuelva el sistema resul- 
tante para encontrar la temperatura de cada punto de intersection en la cuadricula. 


7!GURA 1 


40 s 


40' 


40 





* 

*2 


*3 x 4 


40‘ 


20 ° 20 ° 


II Clrculacion vehicular 

La hora de mayor flujo vehicular para una red de cuatro calles de un solo sentido en una ciudad se muestra en la 
figura 2. Los siguientes numeros de cada calle indican el numero de vehiculos por hora que entran y salen de la red 
en aquella calle. Las variables x,, x 2 , x, y x 4 representan la circulation vehicular entre las cuatro intersecciones de 
la red. Para una circulation vehicular fluida, se supone que el numero de vehiculos que entran en cada intersection 
siempre es igual al numero de los que salen. Por ejemplo, como 1 500 vehiculos entraron cada hora a la intersec¬ 
tion de la Calle Quinta y la Avenida Washington, y salieron x, + x 4 vehiculos, se observa que x x + x 4 = 1 500. 


riGURA 2 


800 

Hi 



(A) Encuentre las ecuaciones determinadas por la circulation vehicular en cada una de las otras cuatro intersec¬ 
ciones. 

(B) Encuentre la solution al sistema del inciso (A). 

(C) <^Cual es el numero maximo de vehiculos que pueden viajar desde la Avenida Washington a la Avenida 
Lincoln por la Calle Quinta? ^Cual es el numero minimo? 

(D) Si las vias estrechas estan ajustadas de tal manera que viajen 1 000 vehiculos por hora de la Avenida Wa¬ 
shington a la Avenida Lincoln por la Calle Quinta, determine la circulation en el resto de la red. 
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Repaso del capitulo 8 

3 1 SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 
Y MATRICES AUMENTADAS 

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables es un 
sistema dc la forma 


ax + by — h 


cx + dy = k 


( 1 ) 


donde x y y son las variables, a,b,cyd son numeros reales 
Uamados coeficientes de x y y, y h y k son numeros reales 11a- 
mados terminus constantes cn las ecuaciones. El par ordenado 
de los numeros (x Q , v (J ) es una solucidn del sistema (1) si cada 
ecuacion se satisface por el par. El conjunto de todos los pares 
ordenados de numeros se llama conjunto solucion del sistema. 
Resolver un sistema es encontrar su conjunto solucion. 

En general, un sistema de ecuaciones lineales tiene 
exactamente una solucion, ninguna solucion o un numero 
infinito de soluciones. Un sistema de ecuaciones lineales es 
consistente si tiene una o mas soluciones e inconsistente si no 
tiene ninguna. Se dice que un sistema consistente es inde- 
pendiente si tiene exactamente una solucion, y dependiente 
si tiene mas de una. 

Se analizaron dos metodos estandar para resolver el sistema 
11): el de solucion por graficacion y cl de solucion mediante 
eliminacion por suma. 

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si ambos 
uenen el mismo conjunto de soluciones. Un sistema de 
ecuaciones lineales se transforma en un sistema equivalente si: 

1. Se intercambian dos ecuaciones. 

2. Una ecuacion se multiplica por una constantc diferente de 
cero. 

3. Un multiplo constante de otra ecuacion se suma a la 
ecuacion dada. 

Estas operaciones forman la base de la solucion utilizando la 
eliminacion por suma. El metodo de solucion mediante 
eliminacion por suma se puede transformar en un metodo mas 
eficientc para sistemas a mayor escala por la introduccion de 
una matriz aumentada. Una matriz es un arreglo rectangular 
de numeros escritos dentro de parentesis cuadrados. Cada 
numero de una matriz sc denomina clemento de la matriz. Si 
una matriz tiene m rengloncs y n columnas, se llama matriz m 
X n (lease “matriz m por n”). La expresion m X « se llama 
tamano dc la matriz, y los numeros m y n se llaman dimensiones 
de la matriz. Una matriz con n renglones y n columnas se 
denomina matriz cuadrada de orden n. Una matriz con so¬ 
lo una columna se llama matriz columna, y una matriz con 
solo un renglon se llama matriz rengldn. La posicidn de un 
elemento en una matriz es el renglon y la columna que contienen 
al elemento. Esto se denota a menudo utilizando la notacion 
de doble subindice a , donde i cs cl renglon y j es la columna 
que contiene al elemento a... 


Para facilitar la generalization de grandes sistemas, se cambia 
la notacion por variables y constantes en el sistema (1) a la 
siguientc forma de subindices: 


a ,x, + b { X 2 = fc, 
a 2 x i + b 2 x 2 = k 2 


( 2 ) 


Asociado con cada sistema lineal de la forma (2), donde x, y x, 
son las variables, esta es la matriz aumentada del sistema: 



by 


- a 2 

b 2 

*2. 


Columna 1 (C ( ) 
Columna 2 (C 2 ) 
Columna 3 (C 3 ) 

Renglon 1 (R|) 
Renglon 2 (fi 2 ) 


Dos matrices aumentadas son de rengldn equivalente, y 
se denotan por el simbolo ~ entre las dos matrices, si son ma¬ 
trices aumentadas de los sistemas equivalentes de ecuaciones. 
Una matriz aumentada se transforma en una matriz renglon 
equivalente si se realiza cualquiera de las siguientes operacio¬ 
nes renglon: 

1. Se intercambian dos renglones. 

2. Se multiplica un renglon por una constante diferente de cero. 

3. Se suma un multiplo constante de otro renglon al renglon 
dado. 


Los siguientes simbolos se utilizan para describir estas opera¬ 
ciones de renglon: 

1. R.<r-> R significa “intercambio del renglon i con el renglon 
/’• 

2. kR —> R significa “multiplicacion del renglon i por la 
constante k". 

3. kR + R -» R significa “multiplicacion del renglon j por 
la constante k y se suma a R'\ 

Al resolver el sistema (2) utilizando operaciones de renglon, 
el objetivo es transformar la matriz aumentada (3) en la forma 


1 0 

m 

_0 1 

n _ 


Si se puede hacer esto, entonces (m. n) es la unica solucion del 
sistema (2). Si (3) se transfomia en la forma 


i 

m 

n 

.0 

0 

0 . 


entonces el sistema (2) tiene una infinidad de soluciones. Si 
(3) se transforma cn la forma 


1 m 

n 

.0 0 

P- 


entonces el sistema (2) no tiene solucion. 
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3 2 CliMINACION GAUSS JORDAN 

En la ultima parte de la seccion 8-1 se uso eliminacion Gauss- 
Jordan para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos 
variables. El metodo se generaliza por completo para sistemas 
con mas dc dos variables, y cl numero de variables no tiene que 
ser el mismo numero de ecuaciones. 

Como antes, el objetivo sera empezar con las matrices 
aumentadas de un sistema lineal y transformarlo mediante 
operaciones de renglon cn una forma simple donde la solucion 
se pueda leer por revision. La forma simple, llamada forma 
reducida, se logra si: 

1. Cada renglon que consiste por completo de ceros esta 
debajo de cualquier renglon que tenga por lo menos un 
elemento diferente de cero. 

2. El elemento diferente de cero en el extremo izquierdo de 
cada renglon es 1. 

3. La columna que contiene al 1 del extremo izquierdo de un 
renglon dado tiene ceros arriba y abajo del 1. 

4. El 1 del extremo izquierdo de cualquier renglon esta a la 
derecha del 1 del extremo izquierdo del renglon anterior. 

Un sistema reducido es un sistema de ecuaciones lineales que 
corresponde a una matriz aumentada reducida. Cuando un 
sistema reducido tiene mas variables que ecuaciones y no tiene 
contradiccioncs, el sistema es dependiente y tiene una infinidad 
dc soluciones. 

El procedimiento de la eliminacion Gauss-Jordan utiliza- 
do para resolver un sistema dc ecuaciones lineales esta dado 
por la forma paso por paso como se indica: 

Paso 1. Elija la columna diferente de cero, y utilice las 
operaciones de renglon apropiadas para obtener 
un 1 en la parte superior. 

Paso 2. Use multiplos del renglon que contiene el 1 del 
paso 1 para obtener ceros en los lugares restantes 
en la columna que contenga a este 1. 

Paso 3. Repita el paso 1 con la submatriz formada 
(mentalmente) climinando el renglon utilizado 
cn el paso 2 y en todos los renglones arriba de 
cste renglon. 

Paso 4. Repita el paso 2 con la matriz entera, incluyendo 
los renglones eliminados mentalmente. Continue 
cste procedimiento hasta que sea imposible 
avanzar mas lejos. 

Si en cierto punto del procedimiento anterior se obtiene un 
renglon con ceros a la izquierda de la recta vertical y un numero 
diferente de cero n a la derecha, se puede parar, ya que se tiene 
una contradiction: 0 = n, n 4= 0. Se puede entonces concluir 
que el sistema no tiene solucion. Si esto no sucede y se obtiene 
a una matriz aumentada cn forma reducida sin contradicciones, 
la solucion se puede leer por revision. 

6 i SISTEMA 5 QUE IMPLICAN ECUACIONES 
DE SECUNDO G It ADO 

Si un sistema de ecuaciones contiene cicrtas ecuaciones no 
lineales, entonces el sistema se llama sistema no lineal. En 


esta seccion se estudiaron sistemas no lineales que implican 
terminos de segundo grado tales como: 

x 1 + y 2 = 5 x 1 — 2y 2 = 2 x 1 + 3xy + y 2 = 20 
3x + y = 1 xy = 2 xy - y 2 = 0 

Sc puede demostrar que estos sistemas tienen a lo mas cuatro 
soluciones, algunas pueden ser imaginarias. 

Se usaron diversos metodos para resolver sistemas no li¬ 
neales de la forma indicada: solucion por sustitucion, solu¬ 
cion mediante eliminacion por suma y solucion mediante 
factorization y sustitucion. Es importante siempre compro- 
bar las soluciones de cualquier sistema no lineal para asegurar- 
se de que no se hayan introducido raices extranas. 


8-4 SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEALES CON 
DOS VARIABLES 

A menudo el modo mas conveniente para representar la solucion 
de una desigualdad lineal con dos variables o de un sistema de 
desigualdades lineales con dos variables es una grafica. 

Una recta vertical divide un piano en semipianos a la 
derecha y a la izquierda. Una recta no vertical divide un piano 
en semipianos superior e inferior. Sean A. B y C numeros 
reales con Ay B diferentes de cero, entonces la grafica de la 
desigualdad lineal 

Ax + By < C o Ax + By > C 

con B 4= 0, esta en el semipiano superior o en el semipiano 
inferior (pero no en ambos) determinados por la recta Ax + By 
= C. Si B = 0, entonces la grafica de 

Ax < C o Ax > C 

esta en el semipiano izquierdo o en el derecho (pero no en 
ambos) determinado por la recta Ax = C. A partir de estos 
resultados se deduce un facil procedimiento paso por paso 
para graficar una desigualdad lineal con dos variables: 

Paso 1. Grafique Ax + By = C como una linea 
discontinua si la igualdad no esta incluida en el 
planteamiento original o como una linea solida 
si la igualdad esta incluida. 

Paso 2. Elija un punto de prueba en cualquier lugar del 
piano que no este en la recta, y sustituya las 
coordenadas en la desigualdad. El origen (0, 0) 
a menudo requiere de un ultimo calculo. 

Paso 3. La grafica de la desigualdad original incluye al 
semipiano que contiene al punto de prueba si la 
desigualdad se satisface por ese punto. o el 
semipiano no contiene ese punto si la desigualdad 
no se satisface por ese punto. 

Ahora se veran los sistemas de desigualdades lineales con 
dos variables. La solucion de un sistema de desigualdades 
lineales con dos variables es el conjunto de todos los pares 
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ordenados de numeros reales que satisfacen simultaneamente 
todas las desigualdades del sistema. La grafica se llama regidn 
solucion. En muchas aplicaciones tambien se hace referenda 
a la region de solucion como region factible. Para encontrar 
la region solucion, se grafica cada desigualdad en el sistema 
y luego se toma la interseccion de todas las graficas. Un p un¬ 
to esquina de una region solucion es un punto en la region 
solucion que es la interseccion de dos rectas acotadas. Una 
region solucion es acotada si se puede encerrar dentro de un 
circulo. Si no se puede insertar en un circulo, entonces es no 
acotada. 

8 5 PROGRAMACION LINEAL 

La programacion lineal es un proceso matematico que se 
desarrollo para ayudar a la administracion en la toma de 
decisiones, y se convirtio en una de las mejores herramientas, 
mas conocidas y usadas en la administracion y en la ingenieria 
industrial. 

Un problems de programacion lineal es el que busca 
encontrar el valor optimo (valor maximo o minimo) de una 
funcion objetivo lineal de la forma z = ax + by, donde las 
«>riables de decision x y y estan sujetas a las restricciones 
del problema en forma de desigualdades lineales y de 
restricciones no negativas x,y a 0. El conjunto de puntos que 
satisface las restricciones del problema y las restricciones no 
negativas se llama region factible del problema. Cualquier 
punto en la region factible que produzca un valor optimo de la 
funcion objetivo sobre la region factible se llama solucion 
optima. El teorema fundamental de programacion lineal es 


basico para resolver problemas de programacion lineal: Sea S 
la region factible para un problema de programacion lineal, y 
seaz = ax + by la funcion objetivo. Si S esta acotada, entonces 
z tiene un valor maximo y uno minimo en S, y cada uno de 
estos se encuentra en el punto esquina de S. Si S' es acotada, 
entonces tal vez no haya un valor maximo o minimo de z en S. 
Sin embargo, si lo hay, debera estar en un punto esquina de S. 

Los problemas con regiones factibles no acotadas no se 
consideran en esta breve introduction. El teorema conduce hacia 
una simple solucion de problemas de programacidn lineal 
paso por paso con una regidn factible acotada: 

Construya un modelo matematico para el 
problema: 

(A) Introduzca las variables de decision y 
escriba una funcion objetivo lineal. 

(B) Escriba las restricciones del problema en 
forma de desigualdades lineales. 

(C) Escriba las restricciones no negativas. 

Grafique la region factible y encuentre los puntos 
esquina. 

Evalue la funcion objetivo de cada punto esquina 
para determinar la solucion optima. 

Si dos puntos esquina son las soluciones optimas del mismo 
tipo (ambos producen el mismo valor maximo o el mismo valor 
minimo) para un problema de programacion lineal, entonces 
cualquier punto del segmento de recta que une los dos puntos 
esquina es tambien una solucion optima de este tipo. 
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Al trabajar con los problemas de este capitulo revise y com- 
pruebe sus respuestas con las que se dan al final del libro. Se 
tcluyen todas las respuestas a los problemas de repaso, y des- 
jues de cada respuesta esta un numero en tipo italico que indi- 
ca la seccion a la que corresponde el problema que se esta 
mializando. Si se le presentan dudas repase la seccion cotres- 
pondiente en el texto. 

A _ 

Mesuelva los problemas del l al 6 utilizando la eliminacion 
por suma. 


9. 2x+ ys 2 
x + 2y sr -2 

Realice cada una de las operaciones renglon indicadas en los 
problemas del 10 al 12 en la siguiente matri: aumentada: 


"1 

-4 

5' 

.3 

-6 

12_ 


10. R, <-♦ R 2 11. -> R 2 

12. (-3)/?, + R 2 ^R 2 


1. 2x + y = 7 
3x - 2v = 0 

3. 4x - 3y = -8 
-lx + §y = 4 

5. .v 2 + / = 2 
2x — y = 3 

Zssuelva los problemas 

7. 3x - 2y = 8 
x + 3 ,v = - I 


2. 3jc - 6y = 5 
- lx + 4y = 1 

4. y = x 2 — 5x - 3 
y = -x + 2 

6. 3x 2 - y 2 = -6 
2r 2 + 3y 2 = 29 

7 al 9 por graficacion. 
8. 3x - 4y 24 


En los problemas del 13 al 15, escriba el sistema lineal corres- 
pondiente para cada una de las matrices aumentadas redaci- 
das y resuelvatas. 



0 

1 


4 

-7 


14. 

15. 


1 

0 

1 

0 


- I 

0 

-1 

0 


4 

i.! 

4' 

0 
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8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades 


16. Encuentre los valores maximos y minimos dez = 5x + 3y 
en la region factible S mostrada en la figura. 


V 



Utilice la eliminacion Gauss-Jordan para resolver el sistema 

x, - x 2 = 4 
2x, + x 2 = 2 

Despues cscriba el sistema lineal representado por cada 
matriz aumcntada en su solucion, y resuelva cada uno de 
estos sistemas graficamente. Analice la rclacion entre las 
soluciones de estos sistemas. 

18. Utilice una rutina de interseccion en un dispositivo de 
graficacion para aproximar la solucion del sistema siguiente 
con dos cifras decimales: 

x + 3y = 9 
-2x + 7y = 10 

B _ 

Resuelva los problemus del 19 al 24 mediante la eliminacion 

Gauss-Jordan. 

19. 3x, + lx, = 3 20. x, + x 2 = 1 

x, 4- 3x 2 = 8 x, — Xj = -2 

x 2 + 2x, = 4 

21. X| + 2x, + 3x, = 1 22. x, + 2x 2 — x 3 = 2 

2x, + 3x, + 4x, = 3 2x, + 3x, + x, = -3 

x, + 2x, + x, = 3 3x, + 5x 2 = — 1 

23. x, — 2x, = 1 24. x, + 2x 2 — x, = 2 

2x, — x 2 = 0 3x, — x 2 + 2x, = —3 

x, - 3x 2 = —2 

Resuelva los problemas del 25 al 27 

26. x 2 + 2xv + y 2 = I 

xy = -2 


27. 2X 2 + xy + y 2 = 8 

x 2 - y 2 = 0 

Resuelva graficamente los sistemas de los problemas del 28 al 

30, e indique si cada region solucion es acotada o no acotada. 

Encuentre las coordenadas de cada punto esquina. 

28. 2x + y < 8 29. 2x + y > 8 

2x + 3y£ 12 x + 3y & 12 

x, y ^ 0 x. >• 2: 0 

30. x + y s 20 
x + 4y > 20 
x - y a 0 

Resuelva los problemas de programacion lineal en los proble¬ 
mas del 31 al 33. 

31. Maximice z = 7x + 9y 
Sujeta a x + 2v £ 8 

2x+ y£ 10 
x,y >0 

32. Minimice z = 5x + lOy 
Sujeta a x + y £ 20 

3x + y > 15 
x + 2y > 15 
x,y >0 

33. Maximice y minimice 
Sujeta a x + 2y £ 20 

3x + y £ 15 

x 4- y — 1 
x,y >0 


c_ 

34. Resuelva utilizando la eliminacion Gauss-Jordan: 

x, + x 2 + Xj = 7 000 
0.04x, + 0.05x 2 + 0.06.x, = 360 
0.04x, + 0.05x 3 - 0.06.x., = 120 

35. Resuelva: 

x 2 - xy + v 2 = 4 
x 2 + xy — 2y 2 *= 0 


36. Maximice z = 30x + 20y 
Sujeta a 1.2x + 0.6y £ 960 

0.04x + 0.03y £ 36 
0.2x4- 0.3y £ 270 
x, y > 0 

37. Aproxime todas las soluciones reales con dos cifras deci¬ 
males: 


25. x 2 — y 2 = 2 
y =x 


x 2 + 4xy + y 2 = 8 
5x 2 4- 2xy + v 2 = 25 
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Analice el numero de soluciones para el sistema corres- 
pondiente a la forma reducida que se muestra a continua¬ 
tion si 

(A) m + 0 (B) m = 0 y n + 0 

(C) m = 0 y n = 0 


"1 

0 

-3 

4 

0 

1 

2 

5 

.0 

0 

m 

n 


iP'JCACIONES v* 

39. Negocios. Un recipiente contiene 120 paquetes. Algunos 
pesan 1/2 libra cada uno, y el resto pesa 1/3 de libra cada 
uno. Si el contenido total del recipiente pesa 48 libras, 
^cuantos paquetes de cada tipo hay? Resuelva utilizando 
metodos de dos ecuaciones con dos variables. 

40. Geometria. Encuentre las dimensiones de un rectangulo 
con un area de 48 metros cuadrados y un perimetro de 28 
metros. Resuelva utilizando metodos de dos ecuaciones 
con dos variables. 

41. Dieta. Un asistente de laboratorio desea obtener una mezcla 
de alimentos que contenga, entre otras cosas, 27 gramos 
de proteina, 5.4 gramos de grasa y 19 gramos de humedad. 
Dispone para ello de las mezclas A, B y C que ticnen las 
composiciones indicadas en la tabla. ^Cuantos gramos de 
cada mezcla se deben utilizar para obtener la mezcla 
deseada de alimentos? Establezca un sistema de ecuaciones 
y resuelva mediantc eliminacion Gauss-Jordan. 


** 42. Acertijo. Una alcancia contiene 30 monedas con un valor 
total de $1.90. 

(A) Si la alcancia solo contiene monedas dc 5 y de 10 
centavos, ^cuantas monedas hay de cada tipo? 

(B) Si la alcancia contiene monedas de 5,10 y 25 centavos, 
^cuantas monedas hay dc cada tipo? 

* 43. Asignacion de recursos. La compafiia North Star Sail Loft 

fabrica velas regulares y de competicion. Cada vela regular 
requiere de 1 hora dc trabajo para el corte y de 3 para 
coserla. Cada vela de competicion requiere de 2 horas de 
trabajo para el cortado y 4 para coserla. Se dispone de 140 
horas dc trabajo en el departamento de corte y 360 en el 
departamento de costura. 

(A) Si la fabrica obtiene una ganancia de $60 en cada vela 
regular y $100 en cada vela dc competicion, ^cuantas 
velas de cada tipo debe producir para maximizar su 
ganancia? ^Cual es la ganancia maxima? 

(B) Un aumento en la demanda de las velas para com¬ 
peticion provoca que la utilidad en una vela de compe¬ 
ticion se eleve hasta SI25. Analice el efecto de este 
cambio sobre el numero de velas producidas y sobre 
la utilidad maxima. 

Una diminution en la demanda de las velas para com¬ 
peticion provoca que la utilidad en una vela de compe¬ 
ticion se reduzca hasta $75. Analice cl efecto de este 
cambio sobre el numero de velas producidas y sobre 
la ganancia maxima. 

* 44. Nutrition de animales. Una dieta especial para animalcs 

de laboratorio contiene al menos 800 unidades de vitaminas, 
al menos 800 unidades de minerales y a lo mas 1 300 
calorias. Se dispone de dos combinaciones de alimentos, 
la mezcla A y la mezcla B. Un gramo de la mezcla A contiene 
5 unidades de vitaminas, 2 de minerales y 4 calorias. Un 
gramo de la mezcla B contiene 2 unidades de vitaminas, 4 
de minerales y 4 calorias. 


Mezcla 

Proteina 

(%) 

Grasa 

(%) 

Humedad 

(%) 

A 

30 

3 

10 

B 

20 

5 

20 

C 

10 

4 

10 


(A) Si la mezcla A cuesta $0.07 por gramo y la mezcla B 
SO.04 por gramo, ^cuantos gramos de cada mezcla sc 
deberan utilizar para satisfacer los requerimientos de 
la dieta al mlnimo costo? ^Cual es el costo minimo? 

(Bi Si el precio de la mezcla B disminuye a $0.02 por 
gramo, analice el efecto de este cambio en la solucion 
del incisori. 

Si el precio de la mezcla B se eleva a $0.15 por gramo, 
analice el efecto de este cambio en la solucion del 
inciso (A). 
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Matrices y determinantes 


En este capitulo se anaiizan las matrices con mas detalle. En las primeras tres 
secciones se definen y estudian algunas operaciones algebraicas matriciales, que 
incluyen suma, multiplicacion e inversion. En las siguientes tres secciones se abor- 
da el determinante de una matriz. 

En el capitulo anterior se usaron las operaciones de renglon y la elimination de 
Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuaciones lineales. En este capitulo las 
operaciones de renglon desempenan un papel importante en el desarrollo de di- 
versos temas. Una consecuencia del analisis sera el desarrollo de otros dos meto- 
dos para resolver sistemas de ecuaciones lineales: uno de ellos implica a las matrices 
inversas y el otro a los determinantes. 

Las matrices son un concepto matemdtico muy antiguo y muy actual. Se pueden 
encontrar referencias acerca de las matrices y sistemas de ecuaciones en manus- 
critos chinos que datan de alrededor del afio 200 a. C. Con los aiios, los matemati- 
cos y cientificos han encontrado muchas aplicaciones de las matrices. Actualmente, 
con la llegada de computadoras personates a gran escala se ha incrementado el 
uso de las matrices en una amplia variedad de aplicaciones. En 1979 Dan Bricklin 
y Robert Frankston introdujeron VisiCalc, la primera hoja de calculo para 
computadoras personales. De manera muy simple, una hoja de calculo es un pro- 
grama en computadora que permite al usuario introducir y manejar numeros, a 
menudo mediante notation matricial y operaciones. Al inicio las hojas de calculo 
se usaron en los negocios en areas tales como presupuestos, proveccion de ventas y 
estimation de costos. Sin embargo, han aparecido muchas otras aplicaciones. Por 
ejemplo, un cientifico puede usar una hoja de calculo para analizar los resultados 
de un experimento, o un maestro para registrar y sacar promedios de calificacio- 
nes. Inclusive existen hojas de calculo que se usan para ayudar a calcular, de ma¬ 
nera individual, el impuesto por ingresos. 


SECCION 



Matrices: Operaciones basicas 



Suma y resta 

Multiplicacion de una matriz por un numero 
Producto matricial 


En la seccion 8-1 se introdujo la terminologia basica matricial y se resolvieron sistemas 
de ecuaciones mediante operaciones de renglon en matrices con coeficientes aumenta- 
dos. Las matrices tienen muchas otras aplicaciones utiles y poseen en si mismas una 
estructura matematica interesante. Como se vera, la suma y multiplicacion matricial se 
parecen a la suma y multiplicacion de numeros reales en muchos aspectos, pero difie- 
ren de ellas en algunos aspectos importantes. Para entender mejor las similitudes y 
diferencias, se sugiere revisar las propiedades basicas de operaciones con numeros rea¬ 
les que se anaiizan en la seccion A-l del Apendice A. 


Antes de comenzar con el estudio de las operaciones aritmeticas para matrices, se tiene 
que definir la igualdad para matrices. Dos matrices son iguales si tienen el mismo 
tamano y sus elementos correspondientes son iguales. Por ejemplo, 





9-1 Matrices: Operaciones basicas 


661 


2x3 
a b c 

d e f. 


2x3 
ll V w 

X V Z 


si y solo si 


a — u 
d = x 


b = v 
e = v 


c = h 
/= = 


La suma de dos matrices del mismo tamafio es una matriz con elementos que son la 
suma de los elementos correspond!entes de dos matrices dadas. 


La suma no esta definida por matrices de diferentes tamanos. 


EJEMPLO 1 Suma matricial 


a b 

+ 

)V X 

_ 

( a + wj ( b + x) 

c d_ 


y 


(c + y) (d + z) 


2 -3 O' 


3 1 2 


5 -2 2 

1 2 -5 


.-3 2 5 


-2 4 0_ 



' 3 

2 


'-2 3' 

* s 

Problema seleccionado 1 Sume: 

-1 

0 

- 1 

3. 

+ 

1 -1 

2 -2. 

1 0 -z 

^ i 


[R] 




112 -3 

3 ] 


11 2 

-5] 1 

[Bl 




[ 13 1 

21 


[-3 2 

51 1 

lfl] + 

IB] 



[ i5 -2 

21 


[-2 4 

0] 1 


FICURA 1 Suma en una 
calculadora grafica. 


Tambien se pueden usar dispositivos de graficacion para resolver problemas que 
impliquen operaciones matriciales. La figura 1 ilustra la solucion del ejemplo 1(B) en 
una calculadora grafica. 

Como la suma de dos matrices se obtuvo al sumar sus elementos correspondien- 
tes, se concluye de las propiedades de los numeros reales que las matrices del mismo 
tamafio son conmutativas y asociativas con respecto a la suma. Es decir, si A, B y C son 
matrices del mismo tamafio, entonces 


A + B — B + A Conmutativa 

(A + B) + C = A + (B + C) Asociativa 

Una matriz en la cual todos los elementos son cero se denomina matriz cero. Por 
ejemplo, las siguientes son matrices cero de diferente tamafio: 


0 O' 


0 


0 0 0 0 

O 

o 


0 


0 0 0 0 


0 


0 0 0 0 


0. 



[Nota: “0” se puede usar para denotar una matriz cero de cualquier tamafio.] 

El negativo de una matriz M, que se denota por — M, es una matriz con elemen¬ 
tos que son los negativos de los elementos de M. Asi, si 

a b 
.c d. 


M = 







662 


9 Matrices y determinantes 


entonces 


— M = 




Note que M + ( -M) = 0 (una matriz cero). 

Si A y B son matrices del mismo tamano, entonces se define la resta como sigue: 


A - B = A + (-«) 


Asi, para restar la matriz B de la matriz A, simplemente se restan los elementos corres- 
pondientes. 


EJEMPLO 2 Resta matricial 


5 -4 
2 -4. 



Problema seleccionado 2 Reste: [2 —3 5] — [3 —2 1] 


El producto de un numero k por una matriz M, que se denota por kM, es una matriz 
que se forma al multiplicar cada elemento de M por k. 

por un numero 


EJEMPLO 3 Multiplication de una matriz por un numero 



Problema seleccionado 3 


Encuentre: 10 


'1.3 

0.2 

3.5 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 La multiplicacion de dos numeros se puede interpretar como sumas repetidas si uno 

de los numeros es un entero positivo. Es decir. 
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EJEMPLO 4 


Soluciones 


2 a — a + a 3a — a + a + a 4 a = a + a + a + a 

y asi sucesivamente. Analice esta interpretation para el producto de un entero k por 
una matriz M. Use ejemplos espedficos para ilustrar sus observadones. 


Ahora considere una aplicacion que usa varias operaciones matriciales. 


Ventas y comisiones 


La sefiora Perez y el senor Lopez son vendedores de una agencia nueva de autos que 
solo vende dos modelos. Agosto fue el ultimo mes para modelos de este ano, y en 
septiembre se introdujeron los modelos del siguiente ano. En las siguientes matrices se 
indican las ventas totales para cada mes: 

VENTAS DE AGOSTO VENTAS DE SEPTIEMBRE 

Compacto De lujo Compacto De lujo 


Perez 

$36 000 

$72 000" 

— A 

'$144 000 

$288 000" 

Lopez 

.$72 000 

$0 

— A 

.$180 000 

$216 000. 


Por ejemplo, la sefiora Perez obtuvo S3 6 000 por las ventas de autos compactos 
en agosto y el senor Lopez obtuvo S216 000 por las ventas de carros de lujo en sep¬ 
tiembre. 


(A) ^Cuales fueron, en dolares, las ventas combinadas de agosto y septiembre de cada 
vendedor y cada modelo? 

(B) ^En cuanto aumentaron las ventas, en dolares, de agosto a septiembre? 

(C) Si cada vendedor recibe un 3% de comision sobre las ventas totales, calcule la 
comision de cada vendedor para cada modelo vendido en septiembre. 

Se usa la suma matricial para el inciso (A), la resta matricial para el inciso (B) y la 
multiplication de una matriz por un numero para el inciso (C). 


(A) 

(B) 

(C) 


A + B = 


B-A = 


Compacto 

De lujo 


$180 000 

$360 000 

Perez 

$252 000 

$216 000. 

Lopez 

$108 000 

$216 000 

Perez 

$108 000 

$216 000 

Lopez 


0.03 B = 


Compacto De lujo 

(0.03)($144 000) (0.03)($288 000)' 
L (0.03)($ 180 000) (0.03XS216 0001 

$4 320 $8 640 


$5 400 $6 480. 


Perez 

Lopez 
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Problema seleccionado 4 Repita el ejemplo 4 con 


$72 000 $72 000 
$36 000 $72 000. 


$180 000 $216 000 
$144 000 $216 000 


El ejemplo 4 implica una agenda con solo dos vendedores y dos modelos. Un 
problema mas realista puede involucrar 20 vendedores y 15 modelos. Problemas de 
este tamano a menudo se resuelven con la ayuda de una hoja de calculo en una compu- 
tadora personal. La figura 2 muestra la solucion del ejemplo 4 mediante una hoja de 
calculo en computadora. 



A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

1 


Compacto 

De lujo 

Compacto 

De lujo 

Compacto 

De lujo 

2 


Ventas de agosto 


Ventas de septiembre 

Comisiones de septiembre 

3 

Perez 

$36 000 

$72 000 

$144 000 

$288 000 

$4 320 

$8 640 

D 


$72 000 

$0 

$180 000 

$216 000 

$5 400 

$6 480 

a 


Ventas combinadas 

Aumento en ventas 



6 

Perez 

$180 000 

$360 000 

$108 000 

$216 000 



a 


$252 000 

$216 000 

$108 000 

$216 000 




FICURA 2 


Se introduce ahora la multiplicacion matricial, que al principio puede parecer extrana. 
Sin embargo, a pesar de lo rara que parece, esta operation esta bien cimentada en la 
teoria general de matrices y, como se vera, es muy util eh muchos problemas practicos. 

De acuerdo con la historia, la multiplicacion matricial fue introducida por el mate- 
matico ingles Arthur Cayley (1821-1895) en estudios acerca de las ecuaciones lineales 
y transformaciones lineales. En la section 9-3, se vera que la multiplicacion matricial 
es central en el proceso de expresion de sistemas de ecuaciones como ecuaciones ma- 
triciales y para el proceso de solucion de ecuaciones matriciales. Las ecuaciones 
matriciales y sus soluciones proporcionan un metodo altemo para resolver sistemas de 
ecuaciones lineales que tienen el mismo numero de variables que de ecuaciones. 

Se empieza por definir el producto de dos matrices especiales, una matriz renglon 
y una matriz columna. 


DEFINICION 1 Producto de una matriz renglon y de una matriz columna 

El producto de una matriz renglon 1 X n y de una matriz columna n X 1 es una 
matriz 1 X 1 dada por 


n x 1 


1 xs 

[a, a 2 ... aJ 



b„ 


[a,6, + a 2 b 2 + • • • + ab n ] 

































9-1 Matrices: Operaciones basicas 


EJEMPLO 5 


Problema seleccionado 5 


EJEMPLO 6 


Problema seleccionado 6 
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Note que el numero de elementos en la matriz renglon y en la matriz columna 
debe ser el mismo para el producto a definirse. 


Producto de una matriz renglon y de una matriz columna 


[2 -3 



F(2)( — 5) + ( —3)(2) + (0)( —2)1 


= [-10 ~ 6 + 0] = [-161 


[-1 0 3 2] 



- 7 


Refierase al ejemplo 5. La distincion entre el numero real - 16 y la matriz 1 X 1 
[-16] es tecnico, y es comun ver a las matrices 1 X 1 escritas como numeros reales sin 
corchetes. En la exposicion siguiente, a menudo se hara referencia a matrices 1 X 1 
como numeros reales y se omitiran los corchetes cuando sea conveniente. 


Planeacion de la produccion 

Una fabrica produce un esqui acuatico de competencia que necesita de 4 horas de mano 
de obra en el departamento de fabricacion y una hora de mano de obra en el departa- 
mento de acabado. Los obreros que lo fabrican reciben $10 por hora, y los que lo 
terminan $8 por hora. El costo total por esqui esta dado por el producto 


[4 



= [(4)( 10) + (1)(8)] = [40 + 8] = [481 o $48 por esqui 


Si la fabrica del ejemplo 6 produce tambien un esqui acuatico para acrobacia que nece¬ 
sita de 6 horas de mano de obra para la fabricacion y 1.5 para el acabado, escriba un 
producto adecuado entre matrices renglon y columna que indique el costo total de mano 
de obra para este esqui. Calcule el costo. 


Ahora se usa el producto de una matriz renglon de 1 X « y una matriz columna n X 1 
para ampliar la definicion de producto matricial a matrices mas generales. 
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DEFINICION 2 Producto matricial 

Si A es una matriz mXpyBes una matriz pX n, entonces el producto matricial 
de A y B, que se denota por AB, es una matriz mXn donde el elemento en el /esimo 
renglon y layesima columna es el numero real que se obtuvo del producto del iesimo 
renglon deA y la /esima columna d eB. Si el numero de columnas en A no es igual 
al numero de renglones en B, entonces el producto matricial AB no estd definido. 


FIGURA 3 


Es importante comprobar los tamanos antes de empezar el proceso de multiplica- 
cion. Si A es una matriz a X b y B es una matriz c X d, entonces si b = c, existira el 
producto AB y sera una matriz a X d (vease figura 3). Si h c, entonces no existira 
el producto AB. 

Deben ser las mismas (b = c) 


a x b c x d 


Tamafio del producto (o x d) 


La definicion no es tan complicada como parece a primera vista. Un ejemplo debe 
clarificar el proceso. Para 


A = 



3 -1 
1 2 


y 



3 

o 

2 


A es 2 X 3, B es 3 X 2 y, por lo tanto, AB es 2 X 2. Para encontrar el primer renglon de 
AB, se toma el producto del primer renglon de A con cada columna de B y se escribe 
cada resultado como un numero real, no como una matriz 1 X 1. El segundo renglon de 
AB se calcula de la misma forma. Los cuatro productos de las matrices renglon y co¬ 
lumna se usan para producir los cuatro elementos en AB que se muestran en el cuadro 
con lineas discontinuas de abajo. Esos productos a menudo se calculan de manera men¬ 
tal, o con la ayuda de una calculadora, y no es necesario escribirlas. Las partes sombreadas 
resaltan los pasos implicados en el calculo del elemento en el primer renglon y segunda 
columna deAB. 


2x3 
2 3 

-2 1 


-1 

2 


3X2 

1 

2 

-1 


i-1 



■ 

f 


‘ 3 ' 




[2 3 -1] 

2 

[2 3 -1] 

0 





- 1 . 







1 ' 


: 3 : 




[-2 1 2] 

2 

[-2 1 2] 

0 





.- 1 . 


. 2 . 

. 



L_I 


2X2 

9 

-2 -2 
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EJEMPLO 7 Producto matricial 


(A) 


3 X 

2 

2 

f 

r 

1 

0 


-1 

2 

- 


2X4 

1-10 1 
2 12 0 


3x4 

-1 2 
■1 0 
3 4 


2 

1 

-1 


(B) 


(D) 


(F) 


3x2 

2 1 
1 0 

-1 2 

El producto no esta definido 


2x4 

1 -1 0 

2 1 2 


2 

-2 


[2 


0] = 


1 2* 

2 

6 


0 

o' 

3 6. 

.-1 

-3. 


.0 

0_ 

2 f- 

-5'| 

1 i 


[-10 


4 

-4 


(C) 


T vO, 

2 6 
-1 -3 


15 0 

-6 0 
6 0 


?. v 

1 2 
3 6 


(E) [2-3 0 ] 


-5 

2 

-2 


20 40 

-10 -20 


= [-16] 


Problema seleccionado 


Encuentre cada producto, si es que esta definido: 

2X M 


(A) 


(C) 


- * 2 . 


7 


-1 

1 

1 

-1 


0 

2 

n 

2 

-2 


3 -2 
2 0, 


(E) [3 -2 1] 


-j 

■-i r 


-i r 



2 3 

(B) 

2 3 


n 

1 o. 

1 r 

1 o. 



-2 

4 

(D) 

'-2 

4 

1 

2 

1 

- 2 . 

r.. t 

i4'r 

1 

[ 

-2 

1 > " 

.-1 

- 2 . 


(F) 


[3 -2 1] 


-1 

1 


0 

2 


-2 

0 


[fl] 






[ 12 

11 



11 

0] 



l-l 

21 ] 

[ B1 





111 

-1 0 

11 


12 

1 2 

0] 1 

Cfi] 

*[B1 




114 - 

1 2 

2 1 


[1 - 

1 0 

1 1 


[3 3 

4 

-in 


Multiplicacion en 
una calculadora grafica. 


La figura 4 ilustra una solucion del ejemplo 7(A) en una calculadora grafica. ^Que 
esperaria que sucediera si intentara resolver el ejemplo 7(B) en una calculadora grafi¬ 
ca? 

En la aritmetica de numeros reales no importa en que orden se multiplique; por 
ejemplo 5 X 7 = 7 X 5. En la multiplicacion matricial, sin embargo, si hay diferencia. 
Es decir, AB no es siempre igual a BA, aunque ambas multiplicaciones esten definidas 
y los dos productos sean del mismo tamano (vease ejemplos 7(C) y 7(D). Por consi- 
guiente, 

La multiplicacidn matricial no es conmutativa. 

Tambien, AB podria ser cero considerando que Ay B no son iguales a cero (vease 
ejemplo 7(D). Por lo tanto, 


La propiedad cero no se cumpie en la multiplicacion matricial. 
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(Para un analisis de la propiedad cero para los numeros reales vease la section A-1 del 
apendice A.) 

As! como se uso la conocida notacion algebraica AB para representar el producto 
de las matrices/! y B, seusa la notacion A 2 para AA, el producto d eA multiplicada por si 
misma, A 3 para AAA, y asi sucesivamente. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Ademas de las propiedades conmutativa y cero, existen otras diferencias importan- 

tes entre la multiplicacion de numeros reales y la multiplicacion matricial. 

(A) En la multiplicacion con numeros reales, el unico numero real cuyo cuadrado 
es 0 es el numero real 0 (0 2 = 0). Encuentre al menos una matriz A de 2 X 2 
con todos los elementos diferentes de cero tal qu eA 2 = 0, donde 0 es la matriz 
cero de 2 X 2. 

(B) En multiplicacion con numeros reales, el unico numero real diferente de cero 
que es igual a su cuadrado es el numero real 1 (l 2 = 1). Encuentre al menos una 
matriz A de 2 X 2 con todos los elementos diferentes de cero tal que A 2 = A. 


Mas adelante se continuara con el analisis de las propiedades de la multiplicacion 
matricial. Ahora se considerara una aplicacion de la multiplicacion matricial. 


EJEMPL0 8 Costos por mano de obra 

Si se combinan en una matriz los tiempos necesarios para los esquies acrobaticos y de 
competencia, que se analizaron en el ejemplo 6 y en el problema seleccionado 6, se 
tiene: 


Horas de mano de obra por esqui 
Departamento Departamento 
de ensamble de acabado 


Esqui acrobatico 
Esqui de competencia 


6 h 
4 h 


1.5 h 
1 h 


= L 


Ahora suponga que la compania tiene dos plantas de fabrication, Xy Y, en diferentes 
partes del pais, y que las tarifas por hora para cada departamento se indican en la si- 
guiente matriz: 


Departamento de ensamble 
Departamento de acabado 


Salarios por hora 


Planta 

Planta 

X 

Y 

r$io 

$12' 

& 

oo 

$10. 


= H 


Como H y L son matrices 2 X 2, se puede tomar el producto de H y L en cualquier 
orden y el resultado sera una matriz 2X2: 


HL = 

10 

12' 

'6 

1.5' 

_ 

'108 

27 

8 

10. 

.4 

1 


. 88 

22 

LH = 

'6 

1.5" 

10 

12" 

= 

'72 

87' 

4 

1 

. 8 

10 . 


.48 

58. 
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Problema seleccionado 8 


^Como se pueden interpretar los elementos en estos productos? Se comienza con el 
producto HL. El elemento 108 en el primer renglon y la primera columna de HL es 
el producto del primer renglon de la matriz de H y la primera columna de la matriz 
del: 


Planta Planta 

Acrobatico 
De competencia 


[10 12 ] 


10(6) + 12(4) = 60 + 48 = 108 


Advierta que el costo de la mano de obra para ensamblar un esqui acrobatico en la 
planta de California es de $60 y el de ensamblar un esqui de competencia en la planta 
de Wisconsin es de $48. Aunque las dos cantidades representan costos por mano de 
obra, no se pueden sumar, puesto que no pertenecen al mismo tipo de esqui o a la 
misma planta. De manera que, aunque el producto HL esta matematicamente definido, 
no tiene interpretacion util en este problema. 

Si ahora se considera el producto LH. El elemento 72 en el primer renglon y la 
primera columna de LH e sta dado por el producto siguiente: 


Ensamble 

[6 


Acabado 

1.5] 


10 

8 


Ensamble 

Acabado 


= 6(10) + 1.5(8) 


= 60 + 12 = 72 


donde $60 es el costo de la mano de obra para ensamblar un esqui acrobatico en la 
planta Xy $ 12 es el costo por mano de obra para el terminado de un esqui acrobatico en 
la planta X. De esta manera, la suma es el costo total por mano de obra para producir un 
esqui acrobatico en la planta X. Los otros elementos en LH representan tambien los 
costos totales por mano de obra, como lo indican las leyendas en el renglon y columna 
que se muestran en seguida: 


Costos de mano de obra por esquf 
Planta Planta 
X Y 


$72 $87 

.$48 $58 


Esquf acrobatico 
Esquf de competencia 


Remitase al ejemplo 8. La compania quiere saber cuantas horas son necesarias para 
planear en cada departamento un pedido para producir 1 000 esquies acrobaticos y 
2 000 esquies de competencia. Estos requerimientos de production se pueden repre- 
sentar por cualquiera de las matrices siguientes: 


Esquies Esquies de 
acrobaticos competencia 

R = [ 1 000 2 000] 


1 000 
2 000 . 


Esqufes acrobaticos 
Esquies de competencia 


Mediante la matriz L, mano de obra-hora, del ejemplo 8, encuentre PL o LQ, la que 
tenga una interpretacion significativa para este problema, y marque los renglones y 
columnas como corresponda. 
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PRECAUCION El ejemplo 8 y el problema 8 ilustran un punto importante acerca de la multiplica- 
cion matricial. Aunque este usando un dispositivo de graficacion para realizar los 
c&lculos en un producto matricial, todavia es necesario que conozca la definition 
de multiplication matricial de manera que pueda interpretar correctamente los 
resultados. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1 . 

1 5' 

0 -2 

2. [- 1 - 1 

4] 

3. 

13' 

2 


.2 1. 




.35. 


[$252 000 $288 0001 $108 000 $144 000' [$5 400 $6 480] 

' ’ L $ 180 000 $288 000J ] .$108 000 $144 000 [$4 320 $6 48oJ 

5. [8] 6. [6 I- 5 ] [’g] = [72]o $72 



' 2 2 

-1 

2 

0 0 

r-6 -i 2 ] 

7. (A) No esta dcfinida 

(B) 1 6 

12 

-4 

(C) .0 0. 

(D) 1 3 6 J 


.-1 0 

3 

-2. 


12 -8 4 

(E) [11] (F) 6 -4 2 

.9-6 3 

8. Ensamble Acabado 

PL = [14 000 3 500] Horas de mano de obra 



Realice las operaciones indicadas en los problemas del / al 
18, si es posible. 



-3 5' 2 1‘ 

3. 2 0 + -6 3 

14 0-5 


4 -1 

O' 

+ 

-2 

1 

3' 

2 1 

3. 

5 

6 

-8. 





'4 -5' 


-1 

2 

8. 

1 0 

- 

6 

-2 


.1 -3. 


1 

-7. 


9. 10 n "I si 

.0 -4 5 

1-204 

10. 5 

-3 2-1 6. 

11. [2 4] 'J 

12. [1 5] ^ 

-am 

-[‘i -i][-3 


-[I _?][=? 1 

”-[i =at? i] 

»•;? n .j: 
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B 


Encuentre los productos de los problemas del 19 al 26. 
19. [4 -2] 


49. Encuentre x y y de manera que 


1— 

1 

3 

1 3' 

X 1 


~y 1 

[_ 3 20. L2 -1] 

.-4. 

-2 -2 

.3 2. 

— 

_y -6. 


21 . 


-5 

-3 


[4 -2] 
23. [3 -2 -4] 



22. 

_-4 

[2 -1] 

f 




2" 

2 

-3. 

24. [1 - 

-2 2] 

- 1 

1 . 


50. Encuentre xyyde manera que 


x -1 

2 

f 


y .v 

.1 o. 

.4 

1 . 


.2 1. 


51. Encuentre a, b,cydde manera que 


r 


2 


'1 3 

a b 


6 -5 

2 

-3. 

[3 -2 -4] 26. 

-1 

1_ 

[1 -2 2] 

1 4 

.c d . 


.7 -7. 


Los problemas del 27 al 44 se refieren a las siguientes ma¬ 
trices. 


= [~ 3 1 

L 2 5 



-1 

0 

2 


‘3 

-2 

C = 

4 

-3 

1 

D = 

0 

-1 


.-2 

3 

5. 


1 

2. 


Realice las operaciones indicadas, si es posible. 

27. CA 28. AC 29. BA 

30. AB 31. C 2 32. B 2 

33. C + DA 34. B + AD 35. 0.2CD 

36. 0.1 DB 37. 2 DB + 5 CD 38. 3 BA + 4AC 

39. (-l)AC + 3DB 40. (-2)BA + 6CD 41. CDA 

42. ACD 43. DBA 44. BAD 

45. Encuentre a,b,cydde manera que 
I a b I 


'2 -3i r i - 

.0 lj L3 - 


-2 

4. 


46. Encuentre H’, x,yyz de manera que 


4 -2 
■3 0 


w x 

y i\ 


-3 

5 


47. Encuentre x yy de manera que 


-1:3-U 3 

48. Encuentre xy y de manera que 


3x 5 
-1 4x 


4 2a- 


1 

i 

1 

1 

. —4a -3 

T 

[ 5v 3j L 1 01 


52. Encuentre a, b, c y d de manera que 


'l -2 

a b 


1 

0 " 

2 -3. 

_c d_ 


.3 

2 . 


Una matriz cuadrada es una matriz diagonal si todos los 
elementos que no estan sobre la diagonal principal son cero. 
Asi, una matriz diagonal 2X2 tiene la forma 


a 0 

~ .0 d. 


donde ay d son cualquier numero real. Analice la validez 
de cada uno de los siguientes postulados. Si el postulado 
es siempre valido, explique por que. Si no es asi, de 
contraejemplos. 

(A) SiA y 5 son matrices diagonales 2 X 2, entoncesA + 
B es una matriz diagonal 2X2 

(B) Si A y B son matrices diagonales 2x2, entonces A + 
B = B +A. 

(C) Si A y B son matrices diagonales 2X2. entonces AB 
es una matriz diagonal 2x2. 

(D) Si A y B son matrices diagonales 2X2, entonces AB 
= BA. 

Una matriz cuadrada es una matriz triangular superior 
si todos los elementos debajo de la diagonal principal son 
cero. Asi, una matriz triangular superior 2X2 tiene la 
forma 


A = 


a b 
0 d 


donde a, b y d son cualesquiera numeros reales. Analice la 
validez de cada uno de los postulados. Si estos son siempre 
validos, explique por que. Si no lo son, de contraejemplos. 

(A) Si A y B son matrices triangulares superiores 2X2, 
entonces A + B es una matriz triangular superior 2 X 
2 . 

(B) Si A y B son matrices triangulares superiores 2X2, 
entonces A + B = B + A. 

(C) Si A y B son matrices triangulares superiores 2X2, 
entonces AB es una matriz triangular superior 2X2. 


672 


9 Matrices y determinantes 


(D) Si A y B son matrices triangulares superiores 2X2, 
entonces AB = BA. 


APLICACIONES ^ 

55. Andlisis de costos. Una compania con dos diferentes plantas 
fabrica guitarras y banjos. Sus costos de produccion para 
cada instrumento estan dados en las matrices siguientes: 


Planta X Planta Y 

Guitarra Banjo Guitarra Banjo 


Materiales 

$30 

$25 

— A 

$36 

$27" 

Mano de obra 

$60 

$80. 

— J\ 

_$54 

$74. 


Encuentre ^(A + B), el costo promedio de produccion de 
las dos plantas. 

56. An&lisis de costos. Si la mano de obra y los materiales en 
la planta X del problema 55 aumenta un 20%, encuentre 
j(1.2 A + B), el nuevo costo promedio dc produccion para 
las dos plantas. 

57. Ganancia. Una persona vcnde tres modelos de autos 
importados. En las siguientes dos matrices se indican el 
precio facturado al vendedor (costo) y el precio de venta al 
publico para los modelos basicos, asi como las opciones de 
equipamiento (donde “Aire” significa aire acondicionado): 


Precio facturado al vendedor 



Auto 


Radio 

Control de 


basico 

Aire 

AM/FM 

crucero 

Modelo A 

$10 400 

$682 

$215 

$182' 


Modelo B 

$12 500 

$721 

$295 

$182 

- 

Modelo C 

$16 400 

$827 

$443 

$192. 



Precio de venta al publico 



Auto 


Radio 

Control de 


basico 

Aire 

AM/FM 

crucero 

Modelo A 

'$13 900 

$783 

$263 

$215' 


Modelo 8 

$15 000 

$838 

$395 

$236 

= 

Modelo C 

.$18 300 

$967 

$573 

$248. 



Se define la matriz de ganancia como N— M (ganancia es 
la diferencia entre el precio de venta al publico y cl precio 
facturado al vendedor). Suponga que el valor del dolar 
disminuyc bruscamente y el precio facturado al vendedor 
va a tener un aumento general del 15% en el proximo ano. 
Para mantener un precio competitive con el de los autos 
nacionales, el vendedor solo aumenta 10% el precio de 
venta al publico. Calcule una matriz de ganancia para los 
modelos del proximo ano y las opciones indicadas. (Calcule 
los resultados al dolar mas cercano.) 

58. Ganancia. Rcmitase al problema 57, ^.cual es la matriz de 
ganancia que resulta de un aumento del 20% en los precios 
facturados al vendedor y de un aumento del 15% en los 
precios de venta al publico? (Aproxime sus resultados al 
dolar mas cercano.) 


59. Costos por mano de obra. Una compania con plantas 
manufactureras localizadas en diferentes partes del pais 
tiene los requerimientos de horas de trabajo y salarios para 
la fabrication de los tres tipos de botes inflables que se 
indican en las dos matrices siguientes 


Horas de trabajo por bote 
Departamento Departamento Departamento 


de corte 

de ensamble 

de empaque 

0.6 h 


0.6 h 

0.2 h' 

Bote para una persona 

1.0 h 


0.9 h 

0.3 h 

Bote para dos personas 

1.5 h 


1.2 h 

0.4 h 

Bote para cualro personas 

Salario por hora 

Planta 1 Planta II 



' $8 

S9 

Departamento de corte 

$10 

$12 

Departamento de ensamble 

. $5 

$6 

Departamento de empaque 


(A) Encuentre los costos de trabajo en la produccion de 
un bote para una persona fabricado en la planta I. 

(B) Encuentre los costos de trabajo en la produccion de 
un bote para una persona fabricado en la planta II. 
Analice las posibles intcrpretaciones de los elementos 
en la matriz de productos MN y NM. 

Si cualquiera de los productos MN o NM tiene una 
interpretation significativa, encuentre el producto y 
marque sus renglones y columnas. 

60. Valor del inventario. Un vendedor de una compania de 
computadoras personales vende cinco modelos diferentes 
de computadoras en tres tiendas localizadas en una gran 
area metropolitana. En la matriz M se resume el inventario 
de cada modelo disponible en cada tienda. En la matriz N 
se resumen los valores de venta al mayorco (JV) y al 
menudeo ( R ) de cada modelo de computadora. 


M = 


Modelo 
A B C D 

4 2 3 7 
2 3 5 0 
10 4 3 4 


£ 

I' 

6 

3 


Tienda 1 
Tienda 2 
Tienda 3 


W R 


$700 

$840' 

$1 

400 

$1 800 

$1 

800 

$2 400 

$2 

700 

$3 300 

$3 

500 

$4 900. 


A 

B 

C 

D 

E 


(A) i,Cual es el valor al menudeo del inventario en la tienda 

2 ? 

(B) ^Cual es el valor al mayoreo del inventario en la tienda 
3? 

Analice las posibles interpretaciones de los elementos 
en la matriz de productos MN y NM. 
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) Si cualquiera de los productos MN o NM tiene una 
interpretacion significativa, encuentre el producto y 
marque sus renglones y columnas. 

Analice los metodos de la multiplicacion matricial que 
se pueda usar para encontrar el inventario total de cada 
modelo disponible en las tres tiendas. Establezca las 
matrices que se puedan usar, y realice las operaciones 
necesarias. 

Analice los metodos de multiplicacion matricial que 
sc puedan usar para encontrar el inventario total de 
los cinco modelos en cada tienda. Establezca las 
matrices que se puedan usar, y realice las operaciones 
necesarias. 

Mensajeria aerea. Una empresa de mensajeria aerea 
nacional tiene vuelos de conexion entre cinco ciudades, 
como se i lustra en la figura. Para representar este itinerario 
en forma matricial, se construye una matriz de incidencia 
A de 5 X 5, donde los renglones representan el origen de 
cada vuelo y las columnas representan el destino. Se co- 
loca un 1 en el r'6simo renglon y en la /esima columna de 
esta matriz si hay un vuelo de conexion de la (esima ciu- 
dad a la yesima ciudad, de otra manera se coloca un 0. Se 
colocan tambien ceros en la diagonal principal, ya que no 
tiene sentido un vuelo de conexion con el mismo origen y 
destino. 


Atlanta Baltimore 



Destino 
2 3 4 

I 0 1 
0 1 0 
0 0 0 
0 1 0 
0 0 I 


Despues de representar el itinerario en la forma matematica 
de una matriz, se realizan las operaciones de esta matriz 
para obtener information acerca del recorrido. 


(A) Encuentre A 1 . /Que indica el 1 en el renglon 2 y la 
columna 1 de A 2 respecto del itinerario? /Que indica 
el 2 en el renglon 1 y la columna 3 acerca del recorri¬ 
do? En general, /como se podria interpretar cada 
elemento fuera de la diagonal principal de A 2 ? 
[Sugerencia: Examine el diagrama para posibles 
conexiones entre la (esima ciudad y la /esima ciudad.] 

(B) Encuentre A 3 . /Que indica el 1 en el renglon 4 y la 
columna 2 de A 3 acerca del itinerario? /Que indica el 
2 en el renglon 1 y la columna 5 respecto del recorrido? 
En general, /como se podria interpretar cada elemento 
fuera de la diagonal principal de A 3 ? 

(C) Calcu\e A, A + A 2 , A + A 2 + A 3 ,., hasta obtener una 
matriz con elementos diferentes de cero (excepto, tal 
vez, sobre la diagonal principal), y explique su inter¬ 
pretacion. 


Mensajeria aerea. Encuentre la matriz de incidencia^ para 
cl itinerario de vuelo ilustrado en la figura. Calcule A,A + 
A 2 ,A + A 1 + A 3 ,., hasta obtener una matriz con elementos 
diferentes de cero (excepto, tal vez, sobre la diagonal 
principal), y explique su interpretacion. 



Louisville Milwaukee 


Newark 


Phoenix Oakland 


63. Politica. En una election local, un grupo contrato a una 
firma de relaciones publicas para promover a su candidato 
en tres formas: por telefono. por visitas a domicilio y por 
carta. El costo por contacto esta dado en la matriz M: 


Costo por 
contacto 


M — 


$0.80 

$1.50 

S0.40 


Telefono 

Visitas a domicilio 
Carta 


El numero de contactos realizados de cada tipo en dos 
ciudades adyacentes esta dado en la matriz N : 


Visitas 

Telefono a domicilio Carta 


1000 500 5 000 Berkeley 

2 000 800 8 000 Oakland 


(A) Encuentre la cantidad total gastada en Berkeley. 

(Bf Encuentre la cantidad total gastada en Oakland. 

Analice las posibles interpretacioncs de los elementos 
en la matriz de productos MN y NM. 

Si cualquiera de los productos MN o NM tiene una 
interpretacion significativa, encuentre el producto y 
marque sus renglones y columnas. 

Analice los metodos de la multiplicacion matricial que 
se pueda usar para encontrar el numero total de 
llamadas por telefono, visitas a domicilio y cartas. 
Establezca las matrices que se pueden usar, y realice 
las operaciones necesarias. 

64. Nutricidn. Un nutriologo de una compania de cereales 
combina dos cereales en diferentes mezclas. Las cantidades 
de proteina, carbohidratos y grasa (cn gramos por onza) 
en cada cereal estan dados en la matriz M. Las cantidades 
de cada cereal usadas en las tres mezclas estan dadas en la 
matriz N. 
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Cereal 

Cereal 



(A) 

A 

B 



(B) 

4 g/oz 

2 g/oz 

Protei'nas 

(C) 

20 g/oz 

16 g/oz 

Carbohidratos 

(D) 

3 g/oz 

1 g/oz. 

| Grasa 


Mezcla X 

Mezcla Y 

Mezcla Z 


L/i 

O 

N 

10 oz 

5 oz 

Cereal A 


L 5 oz 

10 oz 

15 oz. 

Cereal B 



Encuentre la cantidad de proteina en la mezcla X. 
Encuentrc la cantidad de grasa en la mezcla Z. 
Analicc las posibles interpretacioncs dc los elementos 
en la matriz de productos MN y NM. 

Si cualquiera de los productos MN o NM tiene una 
interpretacion significativa, encuentre el producto y 
marque sus renglones y columnas. 


SECCION 


9-2 


Inversa de una matriz cuadrada 


Matriz de identidad para la multiplicacion 
Inversa de una matriz cuadrada 
Aplicacion: Criptografia 


En esta seccion se introduce la matriz de identidad y la inversa de una matriz cuadrada. 
Estas formas matriciales, junto con la matriz de multiplicacion, se usan, mas tarde en la 
seccion 9-3, para resolver algunos sistemas de ecuaciones escritos en forma matricial. 


Se sabe que para cualquier numero real a 

Identidad para la 

(l)a = a(l) = a 

El numero 1 se llama identidad para la multiplicacion de numeros reales. /,E1 conjunto 
de todas las matrices de cierta dimension tiene un elemento de identidad para la multi¬ 
plicacion? Es decir, si M es una matriz arbitraria m X n, ^tiene M un elemento de 
identidad / de forma tal que IM = MI = MX La respuesta en general es no. Sin embar¬ 
go, el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n (matrices con n renglones 
y n columnas) tiene una identidad. 


DEFINICION 1 Matriz de identidad 

La matriz de identidad para la multiplicacidn para el conjunto de todas las 
matrices cuadradas de orden n es la matriz cuadrada de orden n, denotada por /, 
con unos a lo largo de la diagonal principal (desde la esquina superior izquierda 
hasta la esquina inferior derecha) y ceros en los lugares restantes. 


Por ejemplo, 


'1 

O' 


'i 

0 

0" 

.0 

1. 

y 

0 

i 

0 




.0 

0 

1. 


son matrices de identidad para todas las matrices cuadradas de orden 2 y 3, respectiva- 
mente. 
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I»dentity(2) 

Ill 

0] 

[0 

111 

ideniity<3) 

til 0 

01 

[0 1 

01 

[0 0 

in 


La mayoria de los dispositivos de graficacion tienen un comando preconstruido 
para generar la matriz de identidad de cierto orden (vease figura 1). 


' LIRA ; Matrices de 
^entidad. 


EJEMPLO 1 Multiplication matricial de la identidad 



'1 

0 

O' 


a 

b 

c 


a 

b 

c 

(A) 

0 

1 

0 


d 

e 

f 

= 

d 

e 

f 


0 

0 

1 . 


J 

h 

i_ 


.8 

h 

i 


a 

b 

c 


1 

0 

O' 


a 

b 

c 

(B) 

d 

e 

f 


0 

1 

0 

= 

d 

e 

f 



h 

i_ 


0 

0 

1. 


.8 

h 

i 

(C) 

1 

O' 

a 

b 

c 

= 

a 

b 

c 


.0 

1 . 

d 

e 

f. 


d 

e 

f. 







1 

0 

O' 





(D) 

a 

b 

c 

f. 


0 

1 

0 

— 

a 

b 

c 

/. 

_d 

e 


0 

0 

1 


d 

e 


Problema seleccionado 1 


Multiplique: 


(A) 


(B) 


o' 

"3 

-5 


'3 

-5' 

1 

0 

l. 

.4 

6 

y 

.4 

6. 

.0 

1. 



'5 

-r 


'5 

-7' 


2 

4 

y 

2 

4 


6 

-8. 


6 

-8. 


En general, se puede demostrar que si M es una matriz cuadrada de orden ne/e s 
la matriz de identidad de orden n, entonces 


Si M es una matriz m X n que no es cuadrada (m # n), entonces todavia es posi- 
ble multiplicar M a la izquierda y a la derecha de una matriz de identidad, pero no 
con matrices de identidad del mismo tamano [vease ejemplos 1(C) y 1(D)]. Para evitar 
complicaciones involucradas con la asociacion de dos diferentes matrices de identidad 
con cada matriz no cuadrada, en esta section se restringe el analisis a matrices cua- 
dradas. 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 Las unicas soluciones numericas reales para la ecuacion x 2 = 1 son x= lyx = — 1. 

o r 


(A) Demuestre que A = 


(B) Demuestre que B = 


satisface A 2 = I, donde / es la identidad 2X2. 


. 1 0 
" 0 -f 
-1 0 


satisface B 2 = 1. 


(C) Encuentre una matriz 2X2 con todos sus elementos diferentes de cero cuyo 
cuadrado es la matriz de identidad 2X2. 


En el conjunto de los numeros reales, se sabe que para cada numero real a, excepto 0, 
matriz c existe un numero real a ~ 1 tal que 


a 'a = 1 

El numero a -1 se llama irtversa del numero a con respecto a la multiplicacion, o la 
inversa multiplicativa de a. Por ejemplo, 2 -1 es la inversa multiplicativa de 2, ya que 
2“'(2) = 1. Se usa este concepto para definir la inversa de una matriz cuadrada. 


DEFINICION 2 Inversa de una matriz cuadrada 

Si M es una matriz cuadrada de orden n y si existe una matriz M 1 (lease “inversa 
de M”) tal que 


= =/ 

entonces M~ [ se llama inversa multiplicativa de M o, de manera mas simple, 
inversa de M. 


La inversa multiplicativa de un numero real a diferente de cero se puede tambien 
escribir como 1/a. Esta notacion no se usa para matrices inversas. 

Ahora se usara la definicion 2 para encontrar M~\ si existe, para 


M = 


2 

1 


3 

2 


Se esta buscando para 


AT' 


a c 
b d 


tal que 


MM' = M~'M = I 
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Asi, se escribe 


M 


'2 

3' 

a 

c 


1 

0 

.1 

2 

b 

d_ 


0 

1 . 


e intente encontrar a, b, c y d de manera que el producto de/WyM 1 sea la matriz de 
identidad /. A1 multiplicar M y M ~ 1 en el lado izquierdo, se obtiene 


'(2a + 3 b) 

(2c + 3d) 


'1 O' 

_(a + 2b) 

(c + 2d) _ 


.0 1. 


que es valida solo si 

2a + 3b = 1 2c -t- 3d — 0 

a + 2b = 0 c + 2d = 1 

Resolviendo estos dos sistemas, se encuentra que a = 2, £ = — 1, c = -3 y d = 2. De 
esta manera. 



es facilmente comprobada: 


M M~ i M 1 M 


"2 3~ 

2 -3' 


o 


2 -3" 

'2 3' 

.1 2. 

.-1 2. 


1.0 Ij 


.-1 2. 

.1 2. 


A diferencia de los numeros reales diferentes de cero, la inversa no siempre existe para 
una matriz cuadrada diferente de cero. Por ejemplo, si 


entonces, si se procede como antes, se obtienen los sistemas 

2a + b = 1 2c + d — 0 

4a + 2b = 0 4c + 2d = 1 

Estos sistemas son inconsistentes y no tienen solucion. En consecuencia, A -1 no existe. 

Poder encontrar las inversas, cuando existen, conduce a soluciones simples y di- 
rectas de muchos problemas practicos. En la seccion siguiente, por ejemplo, se mostra- 
r& como se puede usar la inversa para resolver sistemas de ecuaciones lineales. 

El metodo antes descrito para encontrar la inversa, si existe, es muy utilizado en 
matrices de orden mayor de 2. Ahora que se sabe lo que se esta buscando, se puede usar 
las matrices aumentadas como en la seccion 8-2 para hacer el proceso mas eficiente. 
Los detalles se ilustran en el ejemplo 2. 
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EJEMPLO 2 Determination de una inversa 

Encuentre la inversa, si existe, de 


M = 


1 

0 

2 


-1 

2 

3 


1 

-1 

0 


Solucion Se comienza como antes y se escribe 


M M~' I 


'1 -1 f 


a d g 


'1 0 O' 

0 2-1 


b e h 

- 

0 1 0 

2 3 0. 


c f i. 


.0 0 1 


Esto es valido solo si 


a — b + c = 1 
2b - c = 0 
2a + 3b - 0 


d — e + f = 0 g — h + i = 0 
2e — f = 1 2h — i = 0 

2d + 3e =0 2g + 3h =1 


Ahora se escriben las matrices aumentadas para cada uno de los tres sistemas: 

Primero Segundo Tercero 


'1 

-1 

1 

r 


1 

-1 

1 

O' 


'1 

-1 

1 

O' 

0 

2 

-1 

0 


0 

2 

-1 

1 


0 

2 

-1 

0 

2 

3 

0 

0. 


2 

3 

0 

0. 


2 

3 

0 

1. 


Como cada matriz a la izquierda de la barra vertical es la misma, se pueden usar exac- 
tamente las mismas operaciones de renglon en cada matriz aumentada para transfor- 
marla en una forma reducida. Se puede acelerar el proceso de manera sustancial 
combinando las tres matrices aumentadas en una sola forma de matriz aumentada 


'1 

-1 

1 

1 

0 

0" 

0 

2 

-1 

0 

1 

0 

2 

3 

0 

0 

0 

1. 


(1) 


Ahora se intentara realizar operaciones de renglon en la matriz (1) hasta obtener una 
matriz de renglon equivalente que se asemeje a la matriz (2): 


I 8 


'1 

0 

0 

a 

d 

8 " 

0 

1 

0 

b 

e 

h 

0 

0 

1 

c 

f 

i_ 


= [/|fi] 


( 2 ) 


[Si esto se puede realizar, entonces la nueva matriz a la derecha de la barra vertical es 
A/ -1 ! Ahora intente transformar (1) en una forma como la (2). Se sigue la misma se 
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Comprobacion 


cuencia de pasos como en la solution de sistemas lineales mediante elimination Gauss- 
Jordan (vease la section 8-2): 


M 

- 1 
2 
3 

-1 

2 

5 

- 1 
1 
5 


1 

- I 
0 

1 

-1 

-2 

1 

_ ; 

2 

— 2 


1 

0 

0 

1 

0 

-2 


I 

0 


{- 2)1 i, + ft, ft, 


I 0 0 


0 


0 


-2 0 1 


+ ft, 


<-5)ft, + ft, -* ft, 



"1 

0 

i 

1 

1 

O' 


- 

0 

I 

1 

2 

0 

1 

2 

0 

2ft j -» ftj 


0 

0 

1 

2 

-2 

5 

2 

1. 



1 

0 

1 

1 

1 

2 

o' 

(-j)ft, + ft, — > ft, 

~ 

0 

1 

_ l 

2 

0 

? 

0 

jft, — ft;, —> ft,. 


0 

0 

1 

-4 

-5 

2, 



'1 

0 

0 

3 

3 

- r 


— 

0 

1 

0 

-2 

-2 

1 

= [I\B] 


0 

0 

1 

-4 

-5 

2 



Convirtiendo lo anterior a sistemas de ecuaciones equivalcntes a las tres ecuaciones 
originales (no se tendra que hacer este paso en la practica). se tiene 

a= 3 d= 3 g= -1 

b = —2 e = -2 h = 1 

c 4 /= -5 / = 2 


jY estos son exactamente los elementos de M 1 que se estan buscando! En conse- 
cuencia. 





3 

-2 

-5 


1 

? 


Note que esta es la matriz a la derecha de la linea vertical en la ultima matriz aumentada. 

Como la definition de la matriz inversa necesita que 

M~‘M = 1 y MM~' = I (3) 

parece que se debc calcular M~'M y MM~ l para comprobar el trabajo realizado. Sin 
embargo, se puede demostrar que si una de las ecuaciones en (3) se satisface. entonces 
la otra tambien se satisface De esta manera, para propositos de comprobacion es sufi- 
ciente calcular M 'M o MM'- (no se necesita resolver ambas). 
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3 3-1' 


"1 -1 f 


'1 0 O' 

-2 -2 1 


0 2-1 

- 

0 1 0 

’ I 

r- 

1 

to 

1_ 


2 3 0. 


0 0 1 . 


m.i iclccclonad 


Sea: M = 



-1 

1 

0 


1 

0 

1 


(A) Forme la matriz aumentada [M /]. 

(B) Use operaciones de renglon para transformar [M | /] en [/15]. 

(C) Verifique mediante multiplication que B = M~ l . 


El procedimiento usado en el ejemplo 2 se puede usar para encontrar la inversa de 
cualquier matriz cuadrada, si esta existe, y se indicara tambien cuando no existe. Estos 
conceptos sc resumen en el teorema 1. 


Teorema 1 Inversa de una matriz cuadrada M 

Si [M | /] se transforma mediante operaciones de renglon en [/ | B], entonces la 
matriz resultante B es M~K Si, sin embargo, se obtienen ceros en uno o mas ren- 
glones a la izquierda de la recta vertical, entonces M ~ 1 no existe. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Suponga que la matriz cuadrada Mtiene un renglon donde todos los elementos 

son cero. Explique por que M no tiene inversa. 

(B) Suponga que la matriz cuadrada Mtiene una columna donde todos los elemen¬ 
tos son cero. Explique por qu6 M no tiene inversa. 


Determinacion de una matriz inversa 


Encuentre M”‘, dado: M = 




Solucion 


4 

-1 

1 

o' 

-6 

2 

0 

1_ 

1 

_1 

4 

1 

4 

o' 

-6 

2 

0 

1. 
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Pi 


Solucion 


Prob'm. '.elrcclc 


Determinacion 
matricial inversa en una 
calculadora grafica. 


Asi, 


1 

0 

1 

0 



0 

2 


11 

2 

: 


K - R, 


R, 




1 f 

3 2 


Compruebe demostrando que M 'M = /. 


Encuentre M \ dada: M = 



Determinacion de una inversa 


Encuentre si existe, dada: M = 


10 

-5 



10 -2 
-5 1 


1 

o' 


1 

l 

5 

1 

10 

O' 

0 

1. 


.-5 

1 

0 

1. 




1 


X 

10 

o' 




0 

0 

1 

2 

1. 


En el segundo renglon a la izquierda de la llnea vertical, todos los elementos son cero. 
Por lo tanto, M ~ 1 no existe. 


Encuentre M si existe, dada: M = 



La mayoria de los dispositivos de graficacion y computadoras pucden calcular 
matrices inversas y pueden tambien identificar aquellas matrices que no tienen inversas 
(vease la figura 2). Una matriz que no tiene inversa es a menudo conocida como matriz 
singular. 


n 

[ [4 

-11 


[ -6 

2 ]] 

M-i 

[ [1 

.51 


[3 

2 ]] 


n 

112 -41 


[-3611 

ri-i 


tKKUK 

03 blNbULHK P1H 1 

Gfllfl l_ 

■ ■ 1 QUIT 1 


(b) Ejemplo 4 


(a) Ejemplo 3 
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• AplicacSon: 
Criptografia 


Las matrices inversas se pueden usar para proporcionar un procedimiento simple y 
efectivo para codificary decodificar mensajes. Para empezar, a los numeros del 1 al 26 
se les asignan las letras del alfabeto, como se muestra a continuacion. Al niimero 27 
tambien sc le asigna un espacio en bianco para dar espacio entre palabras. (Un codigo 
mas sofisticado podria incluir letras mayusculas y minusculas y signos de puntuacion.) 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

J 

K 

L 

M N 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 14 

0 

P 

Q 

R 

S 

T 

U 

V 

W 

X 

Y 

Z 

Espacio en bianco 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 


De esta manera cl mensaje en ingles I LOVE MATH corresponde a la secuencia 

9 27 12 15 22 5 27 13 1 20 8 

Cualquier niatriz, cuyos elementos scan cnteros positivos y sea inversa se puede usar 
como una matriz de codifieacion. Por ejemplo, al usar la matriz 2X2 


para codificar el mensaje anterior, primcro se dividen los numeros en la secuencia en 
grupos dc dos y se usan estos grupos como las columnas de una matriz con dos renglo- 
nes. (Note que se ha agregado un espacio on bianco extra al final del mensaje para que 
las columnas scan pares.) Despues se multiplica esta matriz a la izquierda por ,4: 


'4 

3" 

' 9 

12 22 

27 

1 8 


117 

93 

103 

147 

64 

113' 

5 

4. 

.27 

15 5 

13 

20 27. 


.153 

120 

130 

187 

85 

148. 


El mensaje codificado es 

117 153 93 120 103 130 147 187 64 85 113 148 


El mensaje sc puede decodificar con solo regresarlo a su forma matricial y multiplicar- 
lo a la izquierda por la matriz dccodificadora/l _1 . Como/1 1 es facilmente determina- 
da si se conocc A, la matriz codificadora A cs la unica clave necesaria para decodificar 
mensajes codificados en esta forma. Aunque cl concepto es simple, los codigos de estc 
tipo pueden ser muy dificiles de descifrar. 


Respuestas a los problemas seleccionados 



'5 

-r 

(B) 

2 

4 


.6 

-8. 



'3-1 

1 

1 0 0' 




1 

0 

0 

1 I -1' 

2. (Al 

-1 1 

0 

0 1 0 


(B) 

0 

1 

0 

1 2-1 


1 o 

1 

O 

O 




.0 

0 

1 

-1-1 2. 


1 1 

- 1 

3 -1 

f 

1 

1 

0 

o' 



(C) 

1 2 

- 1 

-1 1 

0 

_ 

0 

1 

0 




-1 -1 

2. 

1 0 

1. 


.0 

0 

1. 




3. 


-1 3 


4. No ex isle 
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EJERCICIO 


9-2 


Realice las operaciones indicadas en los problemas del 1 al 8. 


1. 

'1 

o' 

'2 

-3 



2. 

"1 

o] r 4 - 

3" 

.0 

1 . 

4 

5. 



0 

iJLo 

2. 

3. 

"2 


31 f 

1 0 



4. 

4 

-3' 

'1 

0 

.4 

5.11 

0 1 . 



_0 

2, 

.0 

1 . 


'1 

0 

0 

'-2 

1 

3' 






5. 

0 

1 

0 

2 

4 

-2 







0 

0 

1 . 

5 

1 

0 







1 

0 

0 

'-3 

0 

2' 






6 . 

0 

1 

0 

1 

1 

5 







0 

0 

1 

2 

-1 

7. 







- 

2 

1 

3 

1 0 

0 






7. 


2 

4 

-2 

0 1 

0 







. 

5 

1 

0 

0 0 

1 







- 

3 

0 

2 

1 0 

0 






8 . 


1 

1 

5 

0 1 

0 








2 

-1 

7. 

o 

O 

1 







> los problemas del 9 al 14. demuestre que las dos matrices 
ton inversas entre si comprobando que su producto es la ma¬ 
triz de identidad I. 



'i 

-2 

O' 


'1 

3 

O' 

21. 

0 

1 

1 

22. 

1 

2 

3 


2 

-1 

2. 


0 

-1 

2. 


1 

1 

0 


'1 

0 

-1 

23. ■ 

0 

2 

-1 

24. 

2 

-1 

0 


.1 

0 

1 


1 

1 

-4 


En los problemas del 25 al 28 encuentre la inversa de cada 
matriz, si existe. 


25. 


27. 


'3 9' 

26. 

2 -4' 

.2 6. 

1.-3 

6J 

'2 3' 

28. 

-5 

4' 

.3 5. 

4 

-3. 


En los problemas del 29 al 34 encuentre la inversa de cada 
matriz, si existe. 


29. 


31. 


-I -2 


- I 

-1 

1 

1 

0 

0 


30. 


32. 


4 2-1 

1 1-1 
-3-1 1 

1-1 0 
1 


-1 

1 


1 


9. 

3 -4 

3 

4' 

10. 

5 -7 

3 

7' 


1 

5 

10' 


'1 -5 

-10 


.-2 3. 

2 

3 


L-2 : 

5.1 

.2 

5 

33. 

0 

1 

4 

34. 

0 1 

6 

11. 

'3 -4' 


-5 

4' 


'2 -3 

('5 

-3 

1 

.1 

6 

15. 


1 -4 

-3 




3. 

12. 










.4 -5 


-4 

.3 -5. 

L3 

-2 







13. 


14 . 


- 1 

2 


1 
1 

3 0 

3 -1 

-2 I 
-5 2 


3 3 

-2 -2 
-4 -5 

1 -1 


-1 

1 

2 
1 

-1 

0 


35. Demuestre que (A ') 1 = A para 
A = 


3 4 
2 3 


36. Demuestre que (AB)~ ] = B 'A 1 para 


A = 


3 4 
2 3. 


B = 


3 7 
2 5 


B 


Analice la existcncia de Af 1 para matrices diagonals 2 X 
2 de la forma 


■ » los problemas del 15 al 24 dada M encuentre M y de¬ 
sire que M ‘M - 1. 


M 


a 0 
0 d 


f° -1] 

1 (L 

-1 

5 

1*7 

1 2 

L 1 4j 

10 . 

0 

-1. 

1 /. 

.1 3. 

[ 11 ] 

19. 

1 3' 

.2 7. 


20 . 

'2 f 

1 1. 


Analice la existencia de M 1 para matrices triangulares 
superiores 2 X 2 de la forma 


M = 


a b 
0 d 
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En los problemas del 39 a! 42, use un dispositivo de graficacion 
para encontrar la inversa de cada matriz, si existe. 


39. 


'6 

2 

0 

4" 


-2 

4 

0 

- f 

5 

3 

2 

1 

40. 

2 

- 1 

2 

5 

0 

—'! 

1 

-2 

0 

2 

-1 

7 

2 

-3 

1 

0. 


2 

-3 

0 

5. 


41. 


42. 


1 

1 

2 

-1 

1 

1 


-1 -1 
3 -3 


1 

2 

6 

-2 

6 

-4 


4 

2 

-2 

0 

0 

4 

5 
2 

6 


4 
1 
3 
1 

2 . 

5' 
6 

3 

4 

-7 -4 


46. Criptografia. El mensaje siguiente fue codificado con la 
matriz A antes indicada. Decodifique este mensaje. 

99 38 154 58 115 43 121 43 20 7 149 
56 86 29 196 73 99 38 


Los problemas del 47 al 50 requieren el uso de un dispositivo 
de graficacion. Para usar una matriz codificadora B de 5 X 5 
dada a continuacion, forme una matriz con cinco renglones y 
con tantas columnas eomo sea necesario para acomodar cada 
mensaje. 


B = 


1 0 1 
0 1 1 
2 1 
0 0 10 
1112 


0 
1 0 
1 1 


APUCACIONES 

Los problemas del 43 al 46 hacen referenda a la matriz codi¬ 
ll 5" 


diJ'tcadoraA = 


1 2 


43. Criptografia. Codifique el mensaje en ingles CAT IN THE 
HAT con la matriz A antes indicada. 

44. Criptografia. Codifique el mensaje en ingles FOX IN 
SOCKS con la matriz A antes indicada. 

45. Criptografia. El mensaje siguiente fue codificado con la 
matriz A antes indicada. Decodifique este mensaje. 

Ill 43 40 15 177 68 50 19 116 45 86 

29 62 22 121 43 68 27 


47. Criptografia. Codifique el mensaje DWIGHT DAVID 
EISENHOWER con la matriz B antes indicada. 

48. Criptografia. Codifique el mensaje JOHN FITZGERALD 
KENNEDY con la matriz B antes indicada. 

49. Criptografia. El mensaje siguiente fue codificado con la 
matriz B antes indicada. Decodifique este mensaje. 

41 84 82 44 74 25 56 67 20 54 43 54 

89 39 102 44 67 86 44 90 68 135 136 

81 149 

50. Criptografia. El mensaje siguiente fue codificado con . 
matriz B antes indicada. Decodifique este mensaje. 

22 15 57 5 47 54 58 89 45 84 46 80 

87 53 96 51 68 116 39 113 68 135 136 

81 149 


sec at 


>n 9 " 3 Ecuaciones matriciales y sistema* 
de ecuaciones lineaies 


Ecuaciones matriciales 

Ecuaciones matriciales y sistemas de ecuaciones lineales 
Aplicacion 


La matriz de identidad y la matriz inversa analizadas en la section anterior se puedes 
usar de inmediato para resolver algunas ecuaciones matriciales simples. Cuando 
puede resolver una ecuacion matricial dada, se obtiene otro metodo importante pa 
resolver un sistema de ecuaciones que tienen el mismo numero de variables y ecuaciones. 
Si el sistema tiene menos variables que ecuaciones o mas variables que ecuacic 
entonces se debe regresar al metodo de elimination Gauss-Jordan. 
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Antes de analizar la solucion de ecuaciones matriciales, tal vez sea util repasar en for¬ 
ma breve las propiedades basicas de los numeros reales y las ecuaciones lineales anali- 
zadas en la seccion 1-1 y en la seccion A-l del apendice A. 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Sean los numeros reales a,byc con a ¥= 0. Despeje x de cada ecuacion. 

(A) ax = b (B) ax + b = c 


La solucion de ecuaciones matriciales simples es muy parecida a los procedimien- 
tos que se usaron en la solucion de ecuaciones con numeros reales. Se tiene, sin embar¬ 
go. menos libertad con las ecuaciones matriciales. debido a que la multiplicacion matricial 
no es conmutativa. Para la solucion de ecuaciones matriciales, se partira de las propie¬ 
dades matriciales que se resumen en el teorema 1. 


Teorema 1 Propiedades basicas de matrices 


Se supone que todos los productos y las sumas estan definidos por las matrices 
indicadas A, B, C, Iy 0, entonces 


Propiedades de la suma 

Asociativa: 

Conmutativa: 

Identidad aditiva: 
Inverso aditivo: 


(A + B) + C = A + (B + O 
A + B = B + A 
A+0=0+A=A 
A + (~A) = ( -A ) + A = 0 


Propiedades de la multiplicacion 
Propiedad asociativa: 

Identidad multiplicativa: 

Inversa multiplicativa: 


A(BQ = ( AB)C 
AI = IA = A 

Si A es una matriz cuadrada y A 1 existe, 
entonces^ -1 = A~ l A = I. 


Propiedades combinadas 
Distributiva por la izquierda: 
Distributiva por la derecha: 

Igualdad 

Suma: 

Multiplicacidn por la izquierda: 
Multiplicacidn por la derecha: 


A(B + Q = AB + AC 
(B + C)A = BA + CA 

Si A = B, entonces A + C = B + C. 
Si ^4 =5. entonces CA = CB. 

Si A = B, entonces AC = BC. 


El proceso para resolver ciertos tipos de ecuaciones matriciales simples se ilustra 
mejor mediante un ejemplo. 


Solucion de una ecuacion matricial 

Dada una matriz A, n X n, y las matrices columna B y X. n X 1, despeje X de AX — B. 
Suponga que existen todas las inversas necesarias. 
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Soiucion Lo que interesa es encontrar una matriz columna X que satisfaga la ecuacion matricial 
AX = B. Para resolver esta ecuacion, se multiplican ambos lados, por la izquierda, por 
A~ \ suponiendo que exista, para despejar A"en el lado izquierdo. 

AX - B 

A'\AX) = A~'B Use la propiedad de multiplicacion por la izquierda. 

(A~ l A)X = A~'B ropiedad asociativa 

IX = A~'B 

X = A~'B /X = X 

PRECAUCION No mezcle la propiedad de multiplicacion por la izquierda con la propiedad de 
multiplicacion por la derecha. Si AX = B, entonces 

A-'(AX) * BA 


Dada una matriz A, n X n, y las matrices columna B, C y X, n X 1, despeje X de AX + 
C = B. Suponga que existen todas las inversas necesarias. 


Ahora se mostrara como los sistemas independientes de ecuaciones lineales con el mis- 
mo numero de variables y ecuaciones, se pueden resolver convirtiendo primero el siste- 
ma en una ecuacion matricial de la forma AX = B y mediante X — A '5 de la misma 
manera que en el ejemplo 1. 


Uso de inversas para resolver sistemas de ecuaciones 

Use metodos de matriz inversa para resolver el sistema: 

x, - x 2 + x 3 = 1 

2x 2 - x 3 = 1 (1) 

2x, + 3x 2 = 1 

Soiucion La inversa de la matriz de coeficientes 

1 -1 1 

A = 0 2-1 

2 3 0. 

proporciona un metodo eficiente para resolver este sistema. Para ver como se realiza 
esto, el sistema (1) se convierte en una ecuacion matricial: 
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A X B 


i -i r 


V 


T 

0 2-1 


x 2 

= 

1 

.2 3 0. 


*3. 


_ 1 _ 


( 2 ) 


Compruebe que la ecuacion matricial (2) es equivalente al sistema (1) encontrando el 
producto del lado izquierdo y despues igualando los elementos correspondientes en el 
lado izquierdo con los del lado derecho. En seguida se vera otra razon importante para 
definir la multiplication matricial como se hizo antes. 

Nos interesa encontrar una matriz columna X que satisfaga la ecuacion matricial 
AX = B. En el ejemplo I se encontro que si AX = B y si A' 1 existe, entonces 

X = A~'B 

La inversa de A que se determino en el ejemplo 2 en la seccion 9-2 es 


Asi, 



3 

-2 

-5 


1 

1 

2 


X A 


"^i" 


3 

3 

- r 


T 


5' 

A, 

= 

-2 

-2 

i 


1 

- 

-3 

As. 


_ 4 

-5 

2 




.-7. 


y sc puede concluir que x ] = 5, x 2 = -3 yx, = -7. Compruebe este resultado en el 
sistema (1). 


Use los metodos de la matriz inversa para resolver el sistema: 

3a, — ,t 2 + x 3 = 1 
—X\ + x 2 =3 
AI + Jfj = 2 

[Nota: La inversa de la matriz de coeficientes se determino en el problema selecciona- 
do 2 en la seccion 9-2.] 


A primera vista, emplear los metodos de la matriz inversa parece necesitar la mis- 
ma cantidad de esfuerzo que la elimination Gauss-Jordan. En cualquier caso, se deben 
aplicar las operaciones de renglon a la matriz aumentada que implica los coeficientes 
del sistema. La ventaja del metodo de la matriz inversa es evidente cuando se resuelven 
diferentes sistemas con una matriz de coeficientes comunes y diferentes terminos cons- 
tantes. 
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Uso de inversas para resolver sistemas de ecuaciones 

Use los metodos de la matriz inversa para resolver cada uno de los sistemas siguientes: 

(A) *, — * 2 + *3 = 3 (B) A'] — a 2 + = —5 

2* 2 — jr 3 =l 2 a 2 - * 3 = 2 

2v, + 3*2 = 4 2*, + 3*2 = -3 

Soluciones Note que ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes A como el sistema (1) 
en el ejemplo (2). Solo se cambiaron los terminos constantes. Asi. se puede usar/U 1 
para resolver estos sistemas como se hizo en el ejemplo 2 . 

A-' B 

3 3 -1] '3' ' 8' 

2-2 1 1 = -4 

4 -5 2. [4. [-9. 

Asi,*, = 8 ,*, = —4 y* ? = -9 

(B) * B 

V r 3 3 -nr-5] r-6* 

*2 = -2 -2 1 2 = 3 

* 3 J [—4 -5 2. [-3J L 4. 

Porconsiguiente,*, = — 6,* 2 = 3 y * 3 = 4 


Use los metodos de la matriz inversa para resolver cada uno de los sistemas siguientes 
(vease el problema seleccionado 2 ): 

(A) 3 *,-* 2 +* 3 = 3 (B) 3*j - * 2 + * 3 =„-5 

-*1 + * 2 = -3 -*i + * 2 =1 

*, + *3 =2 *, + * 3 = - 4 


Como lo ilustran los ejemplos 2 y 3, los metodos inversos son muy convenien- 
tes para calculos a mano, ya que una vez que se ha encontrado la inversa, se puede usar 
para resolver cualquier nuevo sistema formado solo cambiando los terminos cons¬ 
tantes. Como la mayoria de los dispositivos de graficacion pueden calcular la inversa 
de una matriz, este metodo tambien se adapta facilmente para obtener soluciones me- 
diante un dispositivo de graficacion. Sin embargo, si su dispositivo de graficacion tam¬ 
bien tiene un procedimiento preconstruido para encontrar la forma reducida de una 
matriz aumentada de coeficientes, cntonces es conveniente usar solo la eliminacion 
Gauss-Jordan. Ademas. se puede usar la eliminacion Gauss-Jordan en todos los casos 
y, como se indica a continuacion, los metodos de la matriz inversa no siempre se pue¬ 
den usar. 


(A) x 
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Uso de metodos inversos para resolveF sistema; de ecuaciones 

Si el numero de ecuaciones en un sistema es igual al numero de variables y la 
matriz de coeficientes tiene una inversa, entonces el sistema siempre tendrf una 
solucion unica, que se puede encontrar usando la inversa de la matriz de coefi¬ 
cientes para resolver la ecuacion matricial correspondiente. 

, Ecu^iOMir.ot.-iCKlI SolUCii^l< 

AX=B X=A-'B 


Comentario. ( ,Que sucede si la matriz de coeficientes no tiene una inversa? En este 
caso, se puede demostrar que el sistema no tiene una solucion unica y es dependiente o 
inconsistente. La eliminacion Gauss-Jordan se debe usar para determinar cual es el 
caso. Tambien, como antes se menciono, la eliminacion Gauss-Jordan se debe usar 
siempre si el numero de variables no es el mismo que el numero de ecuaciones. 


La aplicacion siguiente ilustra la utilidad del metodo inverso. 


Ubicacion de la inversion 

Un asesor de inversiones tiene dos tipos de inversion disponibles para sus clientes: una 
inversion A que paga el 10% anual y la inversion B de mayor riesgo que paga el 20% 
anual. Los clientes pueden dividir sus inversiones entre los dos tipos para obtener cual- 
quier interes total deseado entre el 10 y 20%. Sin embargo, cuanto mayor sea el interes 
deseado mayor es el riesgo. <^De que manera debe invertir cada cliente enlistado en la 
tabla para obtener el interes indicado? 


Cliente 


1 2 3 k 


Inversion total S20 000 $50 000 

Interes anual deseado S2 400 S7 500 

(12%) (15%) 


$10 000 *, 

$1 300 k 2 

(13%) 


Solucion Primero se debe resolver el problema para un cliente k cualesquiera usando inversas, y 
despues aplicar el resultado a los tres clientes especificos. 

Sea 


.Vj = Cantidadinvertidaen^ 
x , = Cantidad invertida en B 

Entonces 

x t + x 2 — k\ Total inv'ertido 

O.l.r, + 0.2x 2 = k 2 


Interes total anual 
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Escriba como una ecuacion matricial: 

A X B 


"l 

1 

x, 


V 

.0.1 

0.2. 

*2. 


-^2- 


Si existed '.entonces 


X = A~'B 


Ahora se determina A 1 comenzando con [A 1 /] y procediendo como se analizo en la 
seccion 9-2: 


'l 

1 

1 

O ' 


. 0.1 

0.2 

0 

1 . 

10« 2 -> ft . 

'1 

1 

1 

o ' 


.1 

2 

0 

10 . 

ft 2 + ( D«, -» 

'1 

1 

1 

o ' 

ft , (- t ) fl , -» ft 

.0 

1 

-1 

10 . 



0 

2 

- 10 ' 


.0 

1 

-1 

10 . 



A 



2 -10' 


2 -10 

1 1 1 _ 

'1 O’ 

~ 

.-i io_ 

Comprobacion 

.-1 10. 

0 1 0.2 J ” 

0 1. 


y 


X ,4-' B 


x, 


2 

-10' 

V 

-X 2 _ 


.-1 

10. 

-*2. 


Para resolver cada problema de inversion del cliente, se reemplaza y k , con los 

valores adecuados de la tabla y se multiplica por^ -1 : 


Cliente 1 


X, 


2 

-10' 

'20 000 


16 000" 

-X 2 - 


.-1 

10 . 

. 2 400. 


. 4 000. 


Solucion: x } = S16 000 en A,x 2 = $4 000 cn B 


Cliente 2 


x, 


2 -10" 

'50 000' 


25 000' 

x 2 _ 


.-1 10. 

. 7 500. 


.25 000. 


Solucion: x, = S25 000 en A, x 2 = S25 000 en B 
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Ciiente 3 


V 


2 -10" 

10 000" 


7 000 

-* 2 - 


.-1 10. 

1 300. 


.3 000. 


Solution: x ] = $7 000 en A, x 2 = S3 000 en B 


Repita el ejemplo 4 con la inversion A pagando el 8% y la inversion B pagando el 24%. 


Se pueden hacer mas eficientes las soluciones a mano de sistemas que implican 
dos ecuaciones con dos variables usando la formula para la inversa de una matriz 2X2. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 La inversa de 




es 



d 


A~ l = 


ad - be 
—c 

ad — be 


-b 

ad~ be 
a 

ad - be 




donde D = ad - be, siempre y cuando D ¥= 0. 

(A) Use la multiplication matricial para verificar esta formula. ^Que puede con- 
cluir acerca de A~‘ si D = 0? (Se profundizari mas en el numero D en las tres 
secciones siguientes.) 

(B) Use esta formula para encontrar la inversa de la matriz A en el ejemplo 4. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1. AX + C = B 


i---1 

C AX + C)-C = B- C 
| AX + (C-C) = B-C 
AXtQ = B-C 
i_ 


AX - B — C 


I —______-, 

! A'\AX)= A'\B - C) ! 
j (A~'A)X = A \B — C) [ 
IX = A '(B - C) ; 
u._ _____i 


X = A~'(B - C) 

2. jc, = 2, x 2 = 5, Jr, = 0 3. (A) x, = -2, x 2 = -5, x, = 4 (B) x, = 0, x 2 = 1, x 3 = -4 

1.5 -6.25' 

4. A 1= ; Ciiente 1: S15 000 enA y S5 000 en5; Ciiente 2: $28 125 enA y $21 875 en S; 

.-0.5 6.25 J 

Ciiente 3: S6 875 en A y S3 125 en B 
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9-3 


A _ 

Escriba los problemas del I al 4 como sisiemas de ecuaciones 
lineales sin matrices. 

2 — f x, 1 r 3" "-3 ll x, = -2' 

1 3. _x 2 . .-2. .-1 2. _x 2 _ 5. 

-2 0 I' x,l 3" 

3. 12 1 x 3 = -4 

0 1 -lJUJ L 2 . 

1-2 0 V [ 3' 

4. -3 1 -1 x 2 = -2 

.2 0 4. UJ . 5. 

En los problemas del 5 al 8 escriba cada sistema como una 
ecuacion matricial de la forma AX = B. 

5. 4x , — 3jc 2 = 2 6. -t, — 2*2 = 7 

x, + 2*2 = 1 — 3.x, + x 2 = -3 

7. jt, - 2*o + x y = - 1 8. 2x, + 3x 3 = 5 

-x, + x-, =2 Xi - 2*j + x, = -4 

2x, + 3*2 + = — 3 + 3*2 =2 


£« /os problemas del 9 al 12, encuentre x, y x r 



B _ 

En los problemas del 13 al 20 escriba cada sistema como una 
ecuacion matricial y resuelva usando inversas. [Nota: Las in- 
versas se determinaron en los problemas del 17 a 24 en los 
ejercicios 9-2.] 

13. x, + 2*2 = k , 14. 2x, + x 2 = k, 

x, + 3*2 = k 2 5x, + 3x 2 = k 2 

(A) k l = 1, k, = 3 (A) k, =2 ,k 2 = 13 

(B) k, = 3, k, = 5 (B) k, = -2. k 2 = 4 

(C) it, = -2. * 2 = 1 (C) k, = 1, *2 = -3 


17. X, - 2*2 = k, 

x 2 4" x, — k 2 
2x, - x 3 4- 2x, = k 3 

(A) /t, = l,/t 2 = 0,k 3 = 2 

(B) it, = -l,k 2 = 1,Jt 3 = 0 

(C) k, = 2, * 2 = -2.*, = 1 

18. x, + 3x 2 = k, 

x, 4- 2x, 4- 3x 3 = E, 

x 2 4” 2x 3 — k 3 

(A) k, = 0, ifc 2 = 2, k 3 = 1 

(B) = -2, Jt 2 = 0, Jfc 3 = 1 

(C) *, = 3, * 2 = l,k 3 = 0 

19. x, 4- x 2 = k, 

2x 2 — x 3 = k 2 
X, + x 3 = 

(A) k, = 2, k 3 = 0, k, = 4 

(B) k, = 0, * 2 = 4, k, = -2 

(C) k, = 4, *2 = 2, k, = 0 

20. x, - x, = k, 

2x, - x 2 ” k 2 

x, + x 2 - 4x, = k, 

(A) k, = 4, k 2 = 8, k 3 = 0 

(B) k, = 4, k 2 = 0, k 3 = -4 

(C) k, = 0,k 2 = 8, k 3 = -8 

c_ 

Para las matrices A y B. n X n,y las matrices C, DyX. n X 1, 
en los problemas del 21 al 26 despeje X de cada ecuacion 
matricial. Suponga que existen todas las inversas necesarias. 

21. AX — BX = C 22 . AX +BX = C 

23. AX + X = C 24. AX - X = C 

25. AX - C = D - BX 26. AX + C = BX + D 


Con los metodos de la matriz inversa resuelva cl sistema 
siguiente para los valorcs indicados de k ] y k r 

x, 4- 2.00 lx 2 = k, 
x, + 2x 2 = k 2 

(A) k, = l,k 2 = l 

(B) k, = l.k, = 0 

(C) k, = 0, k2 = 1 


15. x, + 3 x 2 = k, 16. 2x, + x 2 = k, 

2ci 4- 7 x 2 = k 2 x, + x 2 = k 2 

(A) k, = 2,k 2 = -1 (A) k, = — 1, k 2 = -2 

(B) k, = 1. k 2 = 0 (B) k, = 2, k 2 = 3 

(C) k, = 3, k 2 = -1 (C) k, = 2, k 2 = 0 


Analice los efectos de pequenos cambios cn los terminos 
constantes cn el conjunto solucion de cste sistema. 
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28. Repita el problema 27 para el sistema siguiente: 

x, — 3.00 lx 2 = k, 
x, — 3 x 2 - k 2 

En los problemas del 29 a! 32, escriba cada sistema como una 
ecuacion matricial y resuelva mediante la matriz inversa de 
eoeficientes. Use un dispositivo de grajicacion para realizar 
los calculos necesarios. 


>9. 


+ 

oo 

+ 

7*, 

= 

135 



6x, 

+ 

6x 2 

+ 

8*5 

= 

155 



3x, 

+ 

4* 2 

+ 

6*5 

= 

75 


30. 

5x, 

+ 

3x 2 

- 

2*3 

— 

112 



7-V, 

+ 

5x 2 



- 

70 



3x, 

+ 

*2 

- 

9*3 

= 

96 


31. 

6x, 

+ 

9x 2 

+ 

7*5 

+ 

5x„ = 

250 


6x| 

+ 

4*2 

+ 

7*3 

+ 

3xj = 

195 


4xj 

+ 

5*2 

+ 

3*3 

+ 

2*4 = 

145 


4xj 

+ 

3x 2 

+ 

8x, 

+ 

2*4 = 

125 

32. 

3x, 

+ 

3x 2 

+ 

6*3 

+ 

5*4 = 

10 


4x, 

+ 

5x 2 

+ 

OC 

& 

+ 

2*4 = 

15 


3x, 

+ 

6 x 2 

+ 

7*3 

+ 

4x 4 = 

30 


4*i 

+ 

*2 

+ 

6*3 

+ 

3*4 = 

25 


JCAClOr' 1 

2Lssuelva usando sistemas de ecuaciones e inversus. 


Si se autoriza un total de S3 000 a la semana para mano de 
obra y materiales, ^cuantas guitarras de cada modelo sc 
deben producir en esc periodo para usar de manera exacta 
las cantidades asignadas de los S3 000 indicadas en la labia 
siguiente? Use decinialcs en el calculo de la inversa. 



Asignacidn semanal 


1 2 3 

Mano de obra 

$1 800 $1 750 $1 720 

Material 

$1 200 SI 250 SI 280 


’ 35. Analisis de circuitos. Un circuito clcctrico dc corriente 
direeta que consiste de conductores (alambres), resistencias 
y baterlas se indica en la figura. 





2 ohms 


33. Asignacidn de recursos. Una sala de conciertos tiene 
10 000 asientos. Si los boletos son de $4 y $8, ^cuantos 
boletos dc cada tipo se deben vender (suponiendo que se 
vendan todos los asientos) para obtener las cantidades 
indicadas en la tabla? Use decimates en cl calculo de la 
inversa. 




Concierto 



1 

2 

3 

Boletos vendidos 

10 000 

10 000 

10 000 

Cantidad requerida 

$56 000 

$60 000 

$68 000 


34. Planeacion de la produccion. Los costos de la mano de 
obra y materiales para fabricar dos modelos de guitarra se 
indican cn la tabla siguiente: 


Modelo 

Costo de la 

Costos 

de guitarra 

mano de obra 

del material 

A 

$30 

S20 

B 

$40 

$30 


Si /,, 7, e 7, son las corrientes (en amperes) en las tres ramas 
del circuito y y F, son los voltajcs (cn volts) dc las dos 
baterlas, entonces se pueden aplicar las /eyes de KirchhojJ* 
para demostrar que las corrientes satisfacen el sistema de 
ecuaciones siguiente: 


o 

^ 3 


/, - 7 2 + /, = 0 
/, + /, = F, 


7, + 27, = F 2 


Resuelva este sistema para: 

(A) F, = 10 volts, F 2 = 10 volts 

(B) F, = 10 volts, F 2 = 15 volts 

(C) F, = 15 volts, F 2 = 10 volts 

36. Analisis dc circuitos. Repita el problema 35 para cl circuito 
electrico mostrado en la figura. 


7 i — / 2 + / 3 = 0 


7, + 27, = F, 
2 12 + 21 , = F 2 


‘Gustav K.irchholT(1824-1887), fisico aleman, fue cl primero en 
aplicar maiematica teorica a la fisica. Es mas conocido por su 
desarrollo dc cicrtas propiedades de circuitos electricos. que aliora 
se conocen como leyes de Kirchhoff. 
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37. Geometria. La grafica de f{x) - ax 2 + bx + c pasa por 
los puntos (1, k ,), (2, k 2 ), (3, kj. Determine a.byc para: 

(A) A, = —2, k 2 = 1, ifcj = 6 

(B) A, = 4, k 2 = 3, k, = -2 

(C) k , = 8, * 2 = —5, jfca = 4 

38. Geometria. Repita cl problema 37 si la grafica pasa por 
los puntos (-!,£,), (0, k 2 ), (1, A-,). 

<2 En los problemas 37y 38 compruebe sus respitestas graficando 
y = J(x) en un dispositivo de graficacidn y verij'tque que la 
grafica pasa por los puntos indicados. 


39. Dietas. Un biologo dispone de dos mezclas de comidas 
comerciales con los porcentajes de proteina y grasa 
siguientes: 


Mezcla 

Proteina (%) 

Grasa (%) 

A 

20 

2 

B 

10 

6 


^Cuantas onzas de cada mczcla se deben usar para preparar 
cada una de las dietas enlistadas en la tabla siguiente? 




Dieta 



1 

2 

3 

Proteina 

20 oz 

10 oz 

10 oz 

Grasa 

6 oz 

4 oz 

6 oz 


SECCION 


9-4 


Determinantes 


Determinantes 

Determinantes de segundo orden 
Determinantes dc tercer orden 
Determinantes de orden superior 

• Detr ri En esta seccion se va a asociar con cada una de las matrices cuadradas un numero real, 

llamado determinante de la matriz. Si A es una matriz cuadrada, entonces el determi- 
nante de A se denota por det A, o simplcmente escribiendo el arreglo de elementos en A 
mediante lineas verticales en lugar dc corchetes. Por ejemplo, 





1 

-2 

3' 


1 

-2 

3 

'2 

-3 2 -3 








det 

lj 5 1 

det 

0 

5 

-7 


0 

5 

-7 

.5 


-2 

1 

6 . 


-2 

1 

6 


Un determinante de orden n es un determinante con n renglones y n columnas. 
Casi toda esta seccion se concentrara en determinar los valores de determinantes de 
ordenes 2 y 3. Pero se puedcn generalizar completamente muchos de los resultados y 
procedimientos analizados para determinantes de orden n. 

En general, un determinante de segundo orden se escribe como 

segundo orden 

a n a l2 
@ 2 1 ^22 

y representa un numero real como se indica en la definicion 1 . 
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DEFINICION 1 


EIEMPLO 1 


Problema seleccionado 


Determinantes de 
tercer orden 


DEFINICION 2 


Valor de un determinante de segundo orden 


a u a n\ 


a 2l U 22 


^ 11^22 ^ 21^12 


( 1 ) 


La formula (1) se recuerda facilmente si se advierte que la expresion de la derecha 
es el producto de la diagonal principal, del termino de la izquierda superior al termino 
inferior derecho, menos el producto de la diagonal secundaria, del termino inferior 
izquierdo al termino superior derecho. 


Evaluacion de un determinante de segundo orden 


-I 

-3 


X 


2 

-4 


= (— 1X—4) — ( —3)(2) = 4 — (—6) = 10 


Encuentre: 


|3 -5 
4 -2 


Un determinante dc orden 3 es un arreglo cuadrado de nueve elementos y rcpresenta un 
numero real dado por la definicion 2, la cual es un caso especial de la definicion gene¬ 
ral del valor de un determinante de orden n. Observe que cada termino en el desarrollo 
del lado derecho de la ecuacion (2) conticne exactamente un elemento de cada renglon 
y de cada columna. 


Valor de un determinante de tercer orden 


'll 

^12 

0 \ 3 



'2. 

a 22 

a 23 

a !i a 22 a 33 a !I C 32 a 23 ~ °2i a 32 a i3 

- a 2] a l2 a 33 

1 

31 

a n 


+ a 3l a i2 a 2i 

a 31 fl 22 a i3 


( 2 ) 


jNo se asuste! No es necesario memorizar la formula (2). Despues de introducir 
los conccptos de menor y cofactor, se establecera un teorema que se puede usar para 
obtener cl mismo resultado con muchos menos problemas. 

El menor de un elemento en un determinante de tercer orden es un determinante 
de segundo orden obtenido al eliminar el renglon y la columna que contienen al ele¬ 
mento. Por ejemplo, en el determinante de la formula (2), 


Menor de 


32 


(J i 



I 03 1 


0)2 

033 


s 


Por lo general las eiiminaciones se hacen 
mentalmente. 


Menor de = 


Oil |012 J °u 
021 I 022 | 023 

n 

- ___ ”1 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 Escriba los menores de los otros siete elementos en el determinante de la formula (2). 


Una cantidad cercanamente asociada con el menor de un elemento es el cofactor 
de un elemento a. (del /esimo renglon y lay'esima columna), la cual es el producto del 
menor de a y (- I)' - '. 


DEFINICION 3 Cofactor 


Cofactor de a.. = (—!)'(Menor de a ) 


Asi, un cofactor de un elemento no es mas que un menor con signo. El signo se 
determina elevando — 1 a una potencia que sea la suma de los numeros que indican el 
renglon y la columna en los cuales aparece el elemento. Note que (—1)' 11 es 1 si / + j 
es par y — I si / + j es impar. De manera que, si se tiene el determinante 


flu 

a i2 

fl|3 


a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 33 


entonces 


Cofactor de a 2J 


(- 1) 2+3 


a n 

a 3l 


a n 

°32 


a n a \2 
a 3 , a 32 


Cofactor dea M =(-l) 1 * 1 


°22 

a 3 2 


°23 

fl 33 


a 22 <^23 

fl 32 0 33 


Determinacion de cofactores 

Encuentre los cofactores de -2 y 5 en el determinante 


Solucion 


-2 0 3 

1 -6 5 

-12 0 


-6 

5 


-6 

5 

2 

0 


2 

0 


Cofactor de —2 — (— 1) 1+1 

I ^ U| | 

= (-6)(0) - (2)(5)= -10 

Cofactor de 5 = (- 1) 2+3 ^ 


-2 0 


-2 

0 

-1 2 


-1 

2 


= - [(—2)(2) - (- 1)(0)] = 4 
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Teorema 1 


Encuentre ios cofactores de 2 y 3 en el determinante del ejemplo 2. 


[Nota: El signo delante del menor, (—1)' 1 puede scr determinado mectinicamentc 
usando la tabla de signos de + y - en el determinante, iniciando con + en la esquina 
superior izquierda: 


- + 


— + — 


+ - + 


Use la tabla de signos o el metodo del exponente, el que considere mas facil, para 
determinar el signo delante del menor.] 

Ahora se esta listo para el teorema clave de esta section, el teorema 1. Este teore¬ 
ma proporciona un eficiente procedimicnto paso por paso, llamado algoritmo, para 
evaluar determinantes de tercer orden. 


Valor de un determinante de tercer orden 

El valor de un determinante de orden 3 es la suma de tres productos obtenidos al 
multiplicar cada elemento de cualquier renglon (o cada elemento de cualquier 
columna) por su cofactor. 


Para probar este teorema se debe mostrar que Ios desarrollos indicados por el 
teorema para cualquier renglon o cualquier columna (seis casos) producen la cxpresion 
de la derecha de la formula (2). Las pruebas de casos especiales de este teorema se 
dejan al lector en la parte C de los problemas de los ejercicios 9-4. 


Evaluation de un determinante de tercer orden 

Evalue 


2-2 0 
-3 1 2 

1 -3 -1 


desarrollando: 


(A) El primer renglon 


(B) La segunda columna 
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Soluciones (A) 


2 -2 
-3 1 


1 


-3 -1 


/Cofactor\ /Cofactor \ , /Cofactor \ 

-S deer,, j +a H dea 12 de a n ) 


= 2 (-I) 1 


1 2 

\ / 

-3 2 

-3 -1 

+ (-2)1 (-1) 

1 -1 

) \ 


) + ° 


= (2)(1)[(!)(- 1) - (-3)(2)] + ( —2)(— 1)[(—3)(— 1) - (1)(2)] 
= (2X5) + (2X1) = 12 



= (— 2)(— l)f(— 3)(— 1) - (1)(2)] + (1)(1)[(2)(— 1) - (1)(0)] 
+ (—3)(— 1)[(2)(2) - (— 3)(0)] 

= (2)(1) + (1)(—2) + (3)(4) = 12 


Probiema seleccionado 3 Evalue 


2 1-1 
-2 -3 0 
-1 2 1 


[R] 


1 12 

-2 0 1 

1 -3 

1 2 1 

11 

-3 -111 

deU [R] ) 



12 


desarrollando: 


(A) El primer renglon (B) La terccra columna 


La mayoria de los dispositivos de graficacion evaluan determinantes. La figura 1 
muestra la evaluacion del determinante del ejemplo 3. 


• Determinantes de 
orden superior 


El teorema 1 y las definiciones de menor y cofactor se generalizan completamente para 
determinantes de orden mayor que 3. Estos conceptos estan ilustrados para un determi- 
nantc de cuarto orden en el ejemplo siguiente. 


Evaluacion de un determinante de cuarto orden 


Dado el determinante dc cuarto orden 
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0-102 
-5 -6 0 -3 

4 5-26 

0 3 0 -4 

(A) Encuentre el menor en forma de determinante del elemento 3. 

(B) Encuentre el cofactor en forma de determinante del elemento -5. 

(C) Encuentre el valor del determinante de cuarto orden. 


Soluciones 


(A) Menor de 3 


0 0 2 

-5 0 -3 

4-2 6 



-10 2 


-1 0 2 

(B) Cofactorde-5 “ (-1) 2 ' 1 

5-2 6 

3 0-4 

= ~ 

5-2 6 

3 0-4 


(C) Generalizando el teorema 1, el valor de este determinante de cuarto orden es la 
suma de los cuatro productos obtenidos multiplicando cada elemento de cual- 
quier renglon (o cada elemento de cualquier columna) por su cofactor. El trabajo 
implicado en esta evaluation se reduce grande si se elige al renglon o columna 
con la mayor cantidad de elementos iguales a cero. Ya que la columna 3 tiene tres 
ceros, se desarrolla a traves de esta columna: 


0 -1 
-5 -6 
4 5 
0 3 


0 

0 

-2 

0 


2 

-3 

6 

-4 


= 0 + 0 + (— 2 )(— 1) 3+3 


0 

-5 

0 


-1 

-6 

3 


2 

-3 


+ 0 


-4 


= (- 2 ) 


0 

-5 

0 



Desarrollando este 
determinante en su 
primera columna. 


= (-2)(0 + (-5)(- 


D 2 


-1 

3 



= ( 2)(— 5)( — 1)(—2) = 20 


Problems ■ .mad Repita el ejemplo 4 para el siguiente determinante de cuarto orden: 

0 4-20 

-3 3-1 2 

0 6 0 0 
5 -6 -5 -4 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Escriba una tabla de signos de + y — para un determinante de cuarto orden, y uselo 

para determinar los signos de los menores en el ejemplo 4. 
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Comentario. <;D6nde se usan los determinantes? Muchas ecuaciones y formulas tie- 
nen formas particularmente simples y representaciones compactas en forma de deter¬ 
minantes que son faciles de recordar. (Vease los problemas 50 a 54 en el ejercicio 9-5.) 
Tambien, en la section 9-6 se vera que las soluciones de ciertos sistemas de ecuaciones 
se pueden expresar en terminos de determinantes. Ademas, los determinantes estan 
implicados en el trabajo teorico de cursos de matematicas avanzadas. Como ejemplo. 
se puede mostrar que la inversa de una matriz cuadrada existe si y solo si su determi- 
nante no es igual a 0. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. 14 2. Cofactor dc 2 = 13; cofactor de 3 = -4 3. (A) 3 (B) 3 



0-2 0 


0 4 0 

4 . ( A ) 

0 0 0 

5 -5 -4 

( B ) - 

-3 3 2 

0 6 0 


EJERCICIO 


9-4 


Eva Iue coda determinante de segundo orden en los problemas 


17. 


3. 


6 -2 
-1 -3 

1.8 - 1.6 
- 1.9 1.2 


0 1 
3 -7 


4 . 


6 . 


5 -4 
-2 2 

0.5 - 3.2 

1.4 -6.7 


B 


Dado el determinante 


18 . 


del 1 al 6. 




0 -2 — 3 | 


1 

2 0 | 


2 2 


2 4 


-1 2-3 


0 

2 -1 

1 . 

-3 1 

2 . 

_ i 

3 -1 

19 . 

. 1 

-2 0 -6 

4-3 2 

20 . 

-6 

7 

3 1 

-9 -2 


Los problemas del 7 al 14 se refieren al determinante siguiente: 

-2 3 0 

5 1 -2 

7 -4 8 


a u 

a 2i 

a si 

Oil 


2 

<*32 

042 


013 
023 
0 33 
043 


0 U 

0 :. 

0)4 

044 


Escriba el menor de cada elemento dado en los problemas del 
7 al 10. Exprese la respuesta en forma de determinante. 

7 . a n 8 . 

9 . a 32 10 . a 2 , 

Escriba el cofactor de cada elemento dado en los problemas 
del 11 al 14, y evaluelo. 

11. rtu 12. a 2 2 

13. a 32 14. a 2l 

Evalite los problemas del 15 al 20 usando cofactores. 

Compruebe sus respuestas a los problemas del 15 a 20 con un 
dispositivo de graficacion. 


1 

0 

0 


2 

-3 

5 

-2 

4 

3 

16 . 

0 

-3 

1 

5 

-2 

1 


0 

6 

2 


escriba el cofactor en forma de determinante de cada elemen¬ 
to en los problemas del 21 al 24. 

21. an 22. t?44 

23. 4243 24. $23 

Evalite cada determinante en los problemas del 25 al 34 usan¬ 
do cofactores. 

Compruebe sus respuestas a los problemas del 25 al 34 con un 
dispositivo de graficacion. 



3 

-2 - 

•8 


4 

-4 


6 

25 . 

-2 

0 - 

■3 

26 . 

2 

8 

- 

3 


1 

0 - 

■4 


0 

-5 


0 


1 

4 1 



3 

2 

1 


27 . 

1 

1 -2 


28 . 

-1 

5 

1 



2 

1 -1 



2 

3 

1 



15 . 
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1 

4 

3 





4 

-6 


3 

2 

1 

6 



30 . 

- 

1 

4 


1 

3 

-2 

9 





5 

-6 


3 

2 

6 1 

7 




0 

1 

0 

1 


0 

3 0 

0 




2 

4 

7 

6 







32 . 






3 

4 2 

5 




0 

3 

0 

1 


0 

9 0 

2 




0 

6 

2 

5 


- 

2 0 


0 

0 

0 






9 -1 


0 

0 

0 






2 1 


3 

0 

0 





- 

1 4 


2 

2 

0 






7 -2 


3 

5 

5 





2 

0 0 

0 

0 







0 

3 0 

0 

0 







0 

0 2 

0 

0 







0 

0 0 

1 

0 







0 

0 0 

0 

4 








Si A es una matriz 3 X 3, el det A se puede evaluar por la 
siguienle expansion diagonal. Forme una matriz 3X5 au- 
mentando a la A derecha con las dos primeras columnas y cal- 

cular los productos diagonales p r p, . p 6 indicados por las 

Jlechas: 

“u AT 11 2 , , , 

Formula de la expansion 

031 diagonal 

*31 *32 '*33 *11 *32. 

Pa Ps P6 P\ p2 >3 

El determinate de A estd dado por [compare con la formula 

(2)1 

det A = ?! + p 2 + p 3 - p 4 - p s - p 6 

— (2j 1 n22*33 ‘ *12*2.3*31 *13*21*32 *13*22*31 

— *11*23*32 — *12*21*3.3 

Precaucion: El procedimiento de la expansion diagonal fun- 
ciona solo para matrices 3X3. No lo aplique a matrices de 
cualquier otro tamaiio.] 

Use la formula de la expansion diagonal para evaluar los de¬ 
terminantes en los problemas 35 y 36. 



2 6-1 


4 1 -5 

35 . 

5 3-7 

36 . 

1 2 -6 


-4 -2 1 


- 3-1 7 


(B) Con base en los resultados del inciso (A), describa 
verbalmente al determinante de estas matrices trian¬ 
gulares superiores. 

Una matriz con todos los elementos iguales a cero arriba 
de la diagonal principal se llama matriz triangular 
inferior. 


*n o 


*11 

0 

0 

0 


*21 

*22 

*21 *22 



*31 

*32 

*33 


(A) Encuentre 


(B) Con base en los resultados del inciso (A), describa 
verbalmente al determinante de estas matrices trian¬ 
gulares inferiores. 


En los problemas del 39 al 44, todas las leiras representan 
mtmeros reales. Encuentre una ecuacion que satisfaga cada 
par de determinantes, y describa la relacion entre los dos de¬ 
terminantes. 


43 . 


h 

d[ 

h 

d 

b 

d\- 

b 

d\' 


c d' 
a b\ 

ka b 
kc d 

kc + a kd + b 
c d 

a ka + b 
c kc + d 


40 


a b 


c d 

* 

a b 


c d 

' 


b 
d 

a 

kc kd\ 


45. Demucstre que la expansion del determinante 


*u 

*12 

*13 

*21 

*22 

^23 

*31 

*32 

*33 


a traves de la primera columna es la misma que la expansion 
a traves del tcrcer renglon. 

46. Rcpita el problema 45, usando el segundo renglon y la 
tcrcera columna. 

47 . Si 


2 3' -13 

B = 

1-2 2 1 . 


demucstre que det (AB) = det A ■ det B. 

48. Si 


a b 


w X 


y B = 


X d_ 


.y 


A = 


demuestre que det (AB) - det A ■ det B. 


Una matriz con todos los elementos iguales a cero debajo 
de la diagonal principal se llama matriz triangular 
superior. 


(A) Encuentre 

*11 *12 

y 

*n 

0 

*12 *13 

*22 *23 


0 * 22 


0 

0 a 33 
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Si A es una matriz n X n e I es la matriz identidad n X n, 

49. 

"5 

-4] 


50. 

'8 -6' 


entonces la funcion f(x) = jxl — Aj se llama polinomio carac- 
teristico deA, y las raices def(x) se llaman valorespropios de 

2 

-lj 


.3 -1. 




A. Los polinomios caracteristicos y los valores propios tienen 




0 




muchas aplicaciones importantes que se analizaran en trata- 


'4 

-4 


-2 2 

0‘ 

mientos avanzados de matrices. En losproblemas del 49 al 52, 

51. 

2 

-2 

0 

52. 

-1 1 

0 

encuentre el polinomio caracteristico y los valores propios de 


4 

-8 

-4. 


-2 4 

2. 


cada matriz. 


SECCION 


9-5 


Propiedades de los determinantes 


Analisis de las propiedades de los determinantes 
Resumen de las propiedades de un determinante 


Los determinantes tienen varias propiedades utiles que pueden reducir en gran parte el 
trabajo de la evaluation de los determinantes de orden 3 o superiores. Estas propieda¬ 
des y su uso son el objeto de estudio de esta seccion. 


• Analisis de ias 
propiedades de los 
determinantes 


Ahora se estableceran y analizaran cinco propiedades generales de los determinantes 
en forma de teoremas. Ya que las pruebas para los casos generales de estos teoremas 
son complicadas y con notation dificil, se bosquejaran solo pruebas informales para 
los determinantes de orden 3. Los teoremas, sin embargo, se aplican a determinantes de 
cualquier orden. 


Teorema 1 Multiplication de un renglon o columna por una constante 

Si cada elemento de cualquier renglon (o columna) de un determinante se mul¬ 
tiplica por una constante k, el nuevo determinante es k veces el determinante 
original. 


Prueba parcial Sea C el cofactor de a... Despues se desarrolla a traves del primer renglon, se tiene 


ka n 

ko i 2 

kd 13 

<*21 

<*22 

<*23 

<*31 

<*32 

<*33 


*t“ ka\^C\2 4* kci\T t C\y 


i| + fl)2Ci2 "*■ UuC|3) 



<*n 

<*12 

<*13 

= k 

<*21 

<*22 

<*23 


<*31 

<*32 

<*33 


El teorema 1 tambien establece que un factor comun a todos los elementos de un 
renglon (o columna) se puede tomar como un factor del determinante. 
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EXPLORACION Y ANALISIS1 


Teorema 2 


Teorema 3 


Factorizacion del factor comun de una columna 


6 

1 

3 


3 

1 

3 

-2 

7 

-2 

= 2 

-1 

7 

-2 

4 

5 

0 


2 

5 

0 


donde 2 es un factor comun de la primera columna. 


Factorice los factores comunes a cualquier renglon o cualquier columna: 

3 2 1 
6 3-9 

1 0 -5 


(A) 

^Corno est&n 

a 

b 

y 

ka 

kb 

relacionadas? 


c 

d 


kc 

kd 






a 

b 

c 


ka 

kb 

kc 


(B) 

i,Como estan 

d 

e 

/ 

y 

kd 

ke 

kf 

relacionadas? 



g 

h 

i 


kg 

kh 

id 



Renglon o columna de ceros 

Si cada elemento en un renglon (o columna) es 0, el valor del determinante es 0. 


El teorema 2 es una consecuencia inmediata del teorema 1. y su prueba se deja 
como ejercicio. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo: 


3 -2 
0 0 
-1 4 


5 

0 

9 


= 0 


Intercambio de renglones o columnas 

Si dos renglones (o dos columnas) de un determinante son intercambiados, el 
nuevo determinante es el negativo del original. 
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Matrices y determinantes 


Una prueba del teorema 3, incluso para un determinante de orden 3, tiene notacion 
complicada. Se sugiere que pruebe parcialmente al teorema por desarrollo directo de 
los determinantes antes y despues del intercambio de dos renglones (o columnas). El 
teorema se ilustra con el siguiente ejemplo, donde las segundas y terceras columnas 
estan intercambiadas: 


1 

0 

9 


1 

9 

0 

-2 

1 

5 

= - 

-2 

5 

1 

3 

0 

7 


3 

7 

0 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) ^Cuales son los cofactores de cada elemento en el primer renglon del siguiente 

determinante? ^Cual es el valor del determinante? 

a b c 
d e f 
d e / 

(B) ^Cuales son los cofactores de cada elemento en la segunda columna del si¬ 
guiente determinante? <j,Cual es el valor del determinante? 

aba 
d e d 
g h g 


Teorema 4 Renglones o columnas iguales 

Si los elementos correspondientes en dos renglones (o columnas) son iguales, el 
valor del determinante es 0. 


Prueba La prueba general del teorema 4 se deduce directamente a partir del teorema 3. Si se 
inicia con un determinante D que tiene dos renglones (o columnas) iguales y se 
intercambian los renglones (o columnas) iguales, el nuevo determinante sera el mismo 
que el original. Pero por el teorema 3, 


D = -D 


de donde, 


2D = 0 


D = 0 


Teorema 5 Suma de renglones o columnas 

Si un multiplo de cualquier renglon (o columna) de un determinante se suma a 
cualquier otro renglon (o columna), el valor del determinante no cambia. 
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Prueba parcial Si. en un determinante general de tercer orden, se suma un multiplo £ de la segunda 
columna a la primera y despues se desarrolla a traves de la primera columna. se obtiene 
(donde C es el cofactor de a en el determinante original) 


<*11 

+ ka n 

<*12 

<*13 


<*21 

+ &*22 

<*22 

<*23 

— (<* 1 ! -b £<* 12)^11 + (<*21 + £<* 22)^21 + (<*31 + ka 32 )Cn 

<*31 

+ £<*32 

<*32 

<*33 



— (<*l|Ull + ^21^21 + a 3l^3l) "b k( a \lCu <*22^21 "b <*32C.3l) 



<*11 

<*.2 

<*13 


<*12 

<*12 

<*13 


<*ll 

<*12 

<*13 

= 

<*21 

<*22 

<*23 

+ k 

<*22 

<*22 

<*23 

= 

<*21 

<*22 

<*23 


<*31 

<*32 

<*331 


<*32 

<*32 

<*33 


<*31 

<*32 

<*33 


El siguiente determinante k es 0, ya que la primera y la segunda columnas son iguales. 


Note la similitud del proceso descrito en el teorema 5 con el que se utilizo para 
obtener matrices de renglon equivalente. Se usa este teorema para transformar un deter¬ 
minante sin elementos 0 en uno que contenga un renglon o columna con todos los 
elementos cero excepto uno. El determinante transformado puede entonces desarrollar- 
se facilmente a traves de este renglon (o columna). Un ejemplo ilustra mejor el proceso. 


Evaiuacion de un determinante 

E value el determinante 


3- 1 2 

-2 4 -3 

4- 2 5 


Solucion Use el teorema 5 para obtener dos ceros en el primer renglon, y despues desarrolle el 
determinante a traves de este renglon. Para iniciar, reemplace la tercera columna con la 
suma de esta y dos veces la segunda columna para obtener un 0 en la posicion a n : 


3 

-1 

2 


3 

-1 

0 

-2 

4 

-3 

= 

-2 

4 

5 

4 

-2 

5 


4 

-2 

1 


Ahora, para obtener un 0 en la posicion a n , reemplace la primera columna con la suma 
de esta y tres veces la segunda columna: 


3 

-1 

0 


0 

-1 

0 

-2 

4 

5 

= 

10 

4 

5 

4 

-2 

1 


-2 

-2 

1 


Ahora esta es una manera facil de desarrollar este ultimo determinante a traves del 
primer renglon para obtener 


C C, y C. representan las columnas 1, 2 y 3, respectivamcnte. 
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0 + (- 1 ) (- 1 ) 


10 5 
-2 1 


+ 0 = 20 


Evalue el siguiente determinante usando primero el teorema 5 para obtener ceros en las 
posiciones a, y a , y despues desarrolle a traves de la primera columna. 

3 10 -5 

1 6 -3 

2 3 4 


• Resumen de las 
propiedades de un 
determinante 


Ahora se resumen las cinco propiedades de determinante analizadas en la tabla 1 para 
una referencia conveniente. Aunque estas propiedades se cumplen para determinantes 
de cualquier orden, por simplicidad. se ilustrara cada propiedad en terminos de un de¬ 
terminante de segundo orden. 


TABLA 1 Resumen de las propiedades de los determinantes 


Propiedad 


Ejemplos 


1. Si cada elemento de cualquier renglon (o columna) 
de un determinante se multiplica por una constante 
k, el nuevo determinante es k veces el original. 


2. Si cada elemento en un renglon (o columna) es 0, el 
valor del determinante es 0. 


3. Si dos renglones (o dos columnas) de un 

determinante se intercambian, el nuevo determinante 
es el negativo del original. 


4. Si los elementos correspondientes son iguales en 
dos renglones (o columnas), el valor del 
determinante es 0. 


S. Si se suma un multiplo de cualquier renglon (o 
columna) de un determinante a cualquier otro 
renglon (o columna), el valor del determinante no 
cambia. 


2 a 2b 
c d 


= 2 


a h 
c d 


a b 


3 a b 

c d 


3c d 


a b 
0 0 


= 0 


= 0 


0 


a b 

c + ka d + kb 
a + kb b 
c + kd a 


Respuestas a ios problemas seleccionados 
3 2 1 

1. 3 2 1 -3 

1 0 -5 


2. 44 
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EJERCICIO 


9-5 


Para cada postulado en los problemas del I al 10, identifique 
el teorema de esta seccion que lo justifique. No lo evalue. 


En los problemas del 21 al 24, transforme cada determinante 
en uno que contenga un renglon (o columna) con todos los 
elementos cero excepto uno, si es posible. Despues expanda el 
determinante transformado por este renglon (o columna). 


1. 


16 

0 


= 8 


2 1 
0 -1 


2 . 


1 -9 
0 -6 


= -3 


3 . -2 


2 1 

= 

-4 1 

4 . 4 

-1 3 


-4 12 

-3 4 


6 4 

2 1 


2 1 


5 . 


7 . 


9 . 


10 . 


3 

-2 

5 

8 

4 
1 

3 

5 


0 
0 

- 1 
0 

3 ' 

2 

2 

1 


= 0 


-1 5 
0 8 


4-4 3-8 
1 2 

3+4 
5+2 


6 . 


8 . 


-7 

0 


= 0 


6 

9 


0 1 

0 

1 


6 9 


21 . 


23. 


B 


-10 3 
2 5 4 
1 5 2 


5 0 
1 -2 
I -I 


22 . 


24 . 


-12 0 
2 1 10 

1 3 5 

2 0 

-1 -3 

1 2 


Para cada postulado en los problemas del 25 al 30, identifique 
el teorema de esta seccion que lo justifique. 



1 

0 

2 


1 

0 

2 

25 . -2 

3 

-2 

4 

= 

-6 

4 

-8 


0 

1 

1 


0 

1 

1 


En los problemas del 11 al 14, se usd el teorema 5 para trans- 


8 

0 

1 


2 

0 

1 

jbrmar el determinante a la izquierda en el de la derecha. 

26 . 

12 -1 

0 

= 4 

3 -1 

0 

Reemplace cada literal x con un numero adecuado para com- 


4 

3 

2 


ll 

3 

2 


pletar la transformacion. 


11 . 


13 . 


14 . 


-1 3 

2 -4 

-1 2 
2 1 

1 3 

-1 2 

2 1 
1 3 


-1 *| 
2 2 ; 


-1 

2 

1 


2 
1 
3 

1 0 


12 . 


0 

10 

X, 

3 

4 


-1 3 

5 -2 


-1 3 

jc 13 


27 . 


1 2 0 
-13 0 
0 1 0 


= 0 


Dado que 



-2 

5 13 



5 -2 

13 


28 . 

1 

7 12 

- 

- 

7 1 

12 



0 

8 15 



8 0 

15 



4 

2 - 

-1 


4-4 

2 

-1 

29 . 

2 

0 

2 

= 

2 + 8 

0 

2 


-3 

5 - 

-2 


1 

1 

oo 

5 

-2 


7 

7 

1 





30 . 

-3 

-3 

11 

- 

0 




2 

2 

0 






a b 
c d 


= 10 


use las propiedades de los determinantes anaiizados en esta 
teccion para evaluar cada determinante en los pmblemas del 
15 al 20. 


En los problemas del 31 al 34 se usd el teorema 5 para trans- 
formar el determinante de la izquierda en el de la derecha. 
Reemplace cada literal x y y con un numero adecuado para 
completar la transformacion. 


15 . 


17 . 


16. 


2 a 
c 


2b 

d\ 


31. 


1 -1 
4 I 


0 


a + c b + d 

c d 

18 . 

a + b 

c + d 

6 

d 



1 

3 

2 - 

- 1 

2\ 

1 

1- 

3 

0 

y 

-l 

-2| 

0 

a a — b 


20. 

a + c 

b + d 

32. 

-2 

4 

3 

= 

10 

4 

7 

c c - d 


— a 


-b 


1 

5 

2 


X 

5 

7 


19 . 
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7 

9 

4 

-1 

X 

0 


by 

c , a , + kc , b x 

Ci 

33 . 2 

3 

1 = 

2 

3 

1 

48 . a 2 

b z 

Cj = a 2 4 “ kc b 2 

Cy 

3 

4 

-2 

7 

y 

0 

a . 

by 

Cy ay + kc } by 

Cy 


5 2 3 a 

0 -1 

34. 3 1 2 = 3 

1 2 

-4-35 5 

o >• 

En los problemas del 35 al 42, transforme cada determinante 
en uno que contenga un renglon (o columna) con todos sus 
elements cero except uno. si es posible. Despues expanda el 
determinante transformado por este renglon (o columna). 

1 5 3 

-15 1 

35. 4 2 1 

36. 2 3 1 

3 1 2 

3 2 1 

5 2 -3 

5 3 -6 

37. -2 4 4 

38.-1 1 4 

1-1 3 

4 3-6 


Sin desarrollar. explique por que {2. 5) y (—3,4) satisfacen 
la ecuacion 

x y 1 
2 5 1=0 

-3 4 1 

Demuestrc que 

x y i 
2 3 1=0 
-12 1 



* 

1 


2 3-1 

39. 

6-1 2 

40. 

5 4 7 


9 2 3 


-4 -6 2 


es la ecuacion tie la recta que pasa por (2, 3) y (— 1. 2) 
Dcmuestre que 


0 

1 

0 

1 


2 

3 

1 

-I 

1 

-2 

4 

3 

42. 

3 

1 

2 

1 

2 

1 

5 

4 


0 

5 

4 

0 

1 

2 

1 

2 


- 1 

2 

3 

0 


x >■ 1 

x, y, i=o 
*2 yz i 


C_ 

Transforme cada determinant de los problemas 43 y 44 en 
two que contenga un renglon (o columna) con todos sus ele¬ 
ments cero except uno, si es posible. Despues expanda el 
determinants transformado por este renglon (o columna) 


3 

2 

3 

1 


- 1 

4 

2 

1 

3 

-2 

8 

5 

44. 

5 

-1 

-3 

-1 

2 

1 

3 

1 

2 

-1 

-2 

3 

4 

5 

4 

-3 


-3 

3 

3 

3 


Los problemas del 45 a 48 son casos representatives de los 
teoremas analizudos en esta section. Use expansiones por 
cofactor para veriftcar directamente cada postulado, sin ha- 
cer referenda at teorema que representa. 

aba 

45. d e d = 0 
8 h g 

a b c a b c 

46. kd ke kf — k d e f 

g h i g h i 

a, b i Ci t>, a, c, 

47. C?2 b 2 C 2 — ^2 Ct 2 O 

a 3 by c, by a, c } 


es la ecuacion de la recta que pasa por (*,,>>,) y (x r y 2 ). 

En geometria analitica se puede demostrar que e) area de 
un triangulo con vertices (*,, (x r y 7 ) y (x,, yj es el 
valor absolute de 

j-r, v, 1 
z, x 2 y 2 1 
’ *} y 3 l 

Use este resultado para encontrar el area de un triangulo 
con vertices ( — 1, 4), (4, 8) y (1, 1). 

(,Que se puede comentar acerca de los tres puntos (.v r vy), 
(x ; ,y,) y si la ecuacion siguiente es valida? 

•>t. 1 

*2 >'2 1=0 
*3 >3 1 

[Sugerencia: Vease problcma 52.] 

Si los tres puntos (.t,, yf), (x r y 2 ) y (x } , vj estan sobre la 
misma recta, 6 que puede comentar acerca del valor del 
determinante que sigue? 

>’i 1 

x 2 y 2 1 
Xy )'y 1 
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9-6 

Dos ecuaciones y dos variables 
Tres ecuaciones y tres variables 

Ahora se vera como los determinantes surgen de manera natural en el proceso de solu¬ 
tion de sistemas de ecuaciones lineales. Se comienza por examinar dos ecuaciones y 
dos variables, y despues se amplian los resultados a tres ecuaciones y tres variables. 

En lugar de pensar en cada sistema de ecuaciones lineales con dos variables como un 
problema diferente, veamos que sucede cuando se intenta resolver el sistema general 

a u x + a n y = (1A) 

a 2t x + a 22 y = k 2 (IB) 

una vez y para todos, en terminos de las constantes rcalcs no especificadas a r , a ?l , 
a n , k ] y k : . 

Se precede multiplicando las ecuaciones (1A) y (IB) por constantes adecuadas, 
de manera que cuando se sumen las ecuaciones resultantes, lado izquierdo con lado 
izquicrdo y lado derecho con lado derecho, se elimina una de las variables. Suponga 
que se escoge eliminar >\ ,j,Que constante se debe usar para hacer que los coeficientes de 
y sean iguales excepto en los signos? Multiplique la ecuacion (IA) por a n y (IB) por 
—o 12 ; despues sume: 


1A2A d^ 2 d 22 y ~ k\(lj2 

— Ol2(l B). U 21 CI 12 X @12^22y — k 2 &\2 

^ 11 ^ 22 -t — ^ 21 ^ 12 ^ Qy = k\Cl 2 2 ~ k 2 a n 
( a n a 22 ~~ a 2 i a iz) x = k\d 22 — k 2 a i2 

_ k^a^ — k 2 a l2 
a n a Z2 - a 2 l a {2 


a i\ a 22 a 2\ a \2 ' b 


^Quc le recuerda el numerador y el denominador? Con base en su experiencia con 
determinantes adquirida cn las dos. ultimas secciones, usted debc reconocer estas ex- 
presiones como 


ki 

0|2 

k 3 

O 22 

flu 

0 !2 

021 

a 22 


De manera similar, comenzando con el sistema (1 A) y (1B) y eliminando.v(se deja esto 
como ejercicio), se obtiene 



a l2 


a 2\ a 22 
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Teorema 1 


EJEMPLO 1 


Solucion 


Problema seleccionado 1 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Estos resultados se resumen en el teorema 1, regia de Cramer, que lleva este 
nombre en honor del matematico suizo G. Cramer (1704-1752). 


Regia de Cramer para dos ecuaciones y dos variables 

Dado el sistema 


a n* + W = K 

U 2\ X + = K 


con 


D = 


21 


* 0 


entonces 



K a \2 

k 2 a 22 


a u *1 
a 21 k 2 


D 

y y 

D 


El determinante D se llama determinante coeficiente. Si D ¥■ 0, entonces el sis¬ 
tema tiene exactamente una solucion, que es la dada por la regia de Cramer. Si, por otro 
lado, D = 0, entonces se puede demostrar que el sistema puede ser inconsistente y no 
tener soluciones o dependiente y tener un numero infinito de soluciones. Se debe usar 
otros metodos, tales como los analizados en el capitulo 8, para determinar la naturaleza 
exacta de las soluciones cuando D = 0. 


Solucion de un sistema con la regia de Cramer 

Resuelva mediante la regia de Cramer: 3x — 5v = 2 

-Ax + 3y = - 1 


D = 

3 

-4 

-5 

3 

= -11 




2 

-5 



3 2 


-1 

3 

1 


-4 -1 

A' = - 

-11 

11 

V — " 

-11 



Resuelva mediante la regia de Cramer: 3x + 2y = —4 

—Ax + 3^ = -10 


Recuerde que un sistema de ecuaciones lineales debe ser cero, uno o tener un nume¬ 
ro infinito de soluciones. Analice el numero de soluciones para el sistema 
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Tres ecuaciones 
y tres variables 


Teorema 2 


EJEMPl 


ax + 3y = b 
4x + 2y = 8 

donde ay b son numeros reales. Use la regia de Cramer donde sea adecuado o de 
otra forma use la elimination Gauss-Jordan. 


La regia de Cramer se puede generalizar completamente para cualquier tamano de sis- 
tema lineal que tenga el mismo numero de variables y ecuaciones. Sin embargo, no se 
puede usar para resolver sistemas donde el numero de variables no sea igual al numero 
de ecuaciones. En el teorema 2 se establecio sin prueba la regia de Cramer para tres 
ecuaciones y tres variables. 


Regia de Cramer para tres ecuaciones y tres variables 

Dado el sistema 


a u x + 

fl ,/ + 

a l3 z = k, 



a u 

°I2 

a n 


a 2{ x + 


a 23 Z = k 2 

con 

D = 

a 2l 

a i2 

a 23 

* 0 

a 2l x + 

a 3/ + 

a i3 z = k 3 



fl 3l 

a y2 




entonces 


K 

°12 

°I3 


a \\ 

*. 

fl .3 


a n 

U \2 

*, 

K 

°22 

a 23 


a 2\ 

K 

a 23 


a 2\ 

a 22 

k 2 


°32 

a 33 


a 3[ 

k 3 

a 33 


fl 3, 

a 32 

k > 


D D D 


Se puede recordar facilmente estas formulas de determinantes para x, y y z si se 

observa lo siguiente: 

1. El determinante D se forma a partir de los coeficientes deA\y y 2 , manteniendo la 
misma position relativa en el determinante que se determino en el sistema de 
ecuaciones. 

2. El determinante D aparece en los denominadores para .t, y y z. 

3. Se puede obtener el numerador para * a partir de D al reemplazar los coeficientes 
de x{a ^,, m 2| , flj,) con las constantes k p k 2 y k } , respectivamente. Se pucden estable- 
cer postulados similares en el caso de los numeradores paray y z. 


Solucion de un sistema con la regia de Cramer 

Resuelva mediante la regia de Cramer: x + y = 2 

3 \y — 2 = —4 
+ z = 3 
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Solucion 



Resuelva mediante la regia de Cramer: 3a — z = 5 

x - y + z = 0 
x + y = 1 


En la practica, la regia de Cramer se usa ocasionalmente para resolver a mano 
sistemas de orden superior a 2 o 3, ya que se dispone de metodos mas eficientes para 
usarse en computadora. Sin embargo, la regia de Cramer es una herramienta valiosa en 
las matematicas teoricas y aplicadas mas avanzadas. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. \ - 1? . J - J? 1. .1 - - ft* ■ 5 


EJERCICIO 


9-6 


A 


B 

Resuelva los problemas del 1 al 8 mediante la regia de Cramer. 

1. a- + 2y = 1 2. x + 2y = 3 

Resuelva los problemas del 9 al 12 con dos dlgitos significati- 
vas mediante la regia de Cramer 

x + 3y = — 1 

x + 3y = 5 

9. 0.9925a - 0.9659y = 0 

II 

+ 

4. x * 3v = 1 

0.1219a + 0.2588y = 2.500 

5x - 3 y = 2 

2a + 8>- = 0 

10. 0.9877a - 0.9744y = 0 

5. 2a - y = — 3 

6. — 3.v + 2y = 1 

0.1564a + 0.2250y = 1,900 

fO 

II 

rn 

+ 

* 

1 

1 

CO 

II 

1 

CO 

11. 0.9954a - 0.9942y = 0 

II 

1 

8. 5.v + 2y = -1 

0.0958a + 0.1080y = 155 

3-v - 2y = -2 

lx -3 >■ = 2 

12. 0.9973a - 0.9957y = 0 

0.0732a- + 0.0924y =112 
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Resuelva los problemas del 13 al 20 mediante la regia de 
Cramer: 


13. x+ y = 0 

2y + z = -5 

—x + z = —3 

IS. x+ y =1 
2y + z = 0 
—y + z = 1 

17. 3y + z = - 1 
jc + 2z = 3 

jc - 3y = -2 

19. 2y - z = -3 
x- y - z = 2 
* — y + 2z = 4 


14. jc + y = — 4 
2y + z = 0 

-x + z = 5 

16. x + 3y = -3 
2y + z - 3 

-jc + 3z = 7 

18. jc — z = 3 

2x-y = -3 
jc + y + z = 1 

20. 2r + y = 2 

x - y + z = -1 
;c + y + z = 2 


30. (Omita este problema si aun no ha estudiado trigonome- 
tria.) Los angulos a. (3 v 7 y los lados a, b y c de un trian- 
gulo (vcasc la figura) satisfacen 

c = b cos a - 1 - a cos (3 


b = c cos a 


+ a cos 7 
c cos (3 + b cos 7 


Use la regia de Cramer para expresar cos a en terminos de 
a, b y c, para cllo dcduzca la conocida ley de los cosenos 
de la trigonomctria: 

b 2 + c 2 - a 2 

cos u —- 

2 be 



En los problemas 21 y 22. use la regia de Cramer para despe- 
jar solo x. 

21. 2x — 3y + z = -3 22. jc + 4y - 3z = 25 

-4;c + 3y + 2z = — 11 3jc + y — z * 2 

x - y - z = 3 -4;c + y + 2z = 1 


V_c_r_V 

--_- 

b cos q a cos (3 

r = b cos a + a cos 0 


En los problemas 23 y 24. use la regia de Cramer para despe- 
jar solo y. 

23. I2x — I4y + 1 lz = 5 

1 5jc + 7 y — 9z = — 13 

5jc — 3y + 2z = 0 

24. 2jc — y + 4z= 15 
-x + y + 2z = 5 
3;c + 4y - 2z = 4 

En los problemas 25 y 26, use la regia de Cramer para despe- 
jar solo z. 

25. 3;c - 4y + 5z = 18 

-9x + 8y + 7z = —13 

5jc -7y + lOz = 33 

26. 13;c + 1 ly + lOz = 2 
10 x + 8y + lz = 1 

8x + 5y + 4z = 4 

Es claro que x = 0, y = 0, z = 0 es una solucion de cada uno 
de los sistemas dados en los problemas 27y 28. Use la regia de 
Cramer para determinar si esta solucion es unica. [Sugeren- 
cia: Si D # 0, 1 que se puede concluir? y Y si D = 0?] 

27. jc — 4y + 9z = 0 28. 3* - y + 3z = 0 

4jc — y + 6z = 0 5jc + 5 v — 9z = 0 

x - y + 3z = 0 —2x + y - 3z = 0 

29. Pruebe el teorema 1 paray. 


APLICACIOMES ” 

31. Analisis de ingresos. Un supcnncrcado vende dos tipos 
de cafe: el tipo A a %p por libra y cl tipo B a S q por libra. 
Las ecuaciones para la demanda diaria de los tipos A y B 
son. respcctivamentc. 

x = 200 - 6p + 4q 
y = 300 + 2p — 3<7 

(ambas en libras). Los ingresos diarios R est 6 n dados por 
R = xp+ yq 

(A) Para analizar el efecto del cambio de prccio en los 
ingresos diarios. un economista desea expresar los in¬ 
gresos diarios R solo en terminos de p y q. Use (1) 
para eliminar x y y en la ecuacion de R. de mancra 
que los ingresos diarios sc expresen en terminos de p 

yq- 

(B) Para analizar el efecto de los cambios en la demanda 
sobre los ingresos diarios, el economista desea ahora 
exprcsarlos solo en terminos de x y y. Use la regia de 
Cramer para resolver cl sistema (1) en p y q en 
terminos de x y y, y despues exprese los ingresos 
diarios R en terminos de jc y v. 
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32. Analisis de ingresos. Una compania fabrica bicicletas de y y es la demanda semanal para las bicicletas de tres 

diez y tres velocidades. Las ccuaciones por la demanda velocidades. El ingreso semanal R esta dado por 

semanal son 


p = 230 - 10.v + 5y 
q — 130 + 4.x - 4y 


( 2 ) 


donde $p cs el precio de una bicicleta de diez velocidades, 
Sty es el precio de una bicicleta de tres velocidades, x es la 
demanda semanal para las bicicletas de diez velocidades, 


R = xp + yq 

(A) Use (2) para expresar el ingreso diario solo en terminos 
de x y y. 

(B) Use la regia de Cramer para resolver el sistema (2) 
para xyy en terminos dep y q, y despues exprese el 
ingreso diario R solo en terminos de p y q. 


ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPITULO 9 Uso de matrices para encontrar costo, 

ingreso y ganancia 

Un distribuidor de juguetes compra componentes para diferentes modelos de trenes a varios proveedores y los 
empaca en tres diferentes conjuntos de trenes listos para usarse: el de coleccion, el imperio y el cometa. Los 
componentes usados en cada conjunto se enlistan en la tabla 1. Por conveniencia, el tiempo total de trabajo (en 
minutos) necesario para preparar un conjunto para envio se incluye como un componente. 


TABLA 1 

Componentes 

Conjunto de trenes 

De coleccion 

Imperio 

Cometa 

Locomotoras 

1 

1 

2 

Vagones 

5 

6 

8 

Partes de vias 

20 

24 

32 

Interruptores de vias 

1 

2 

4 

Unidad de potencia 

1 

1 

1 

Mano de obra (por min) 

15 

18 

24 


Los costos actuales de los componentes se indican en la tabla 2, y los precios de venta al distribuidor para los 
conjuntos se dan en la tabla 3. 


TABLA 2 

los componentes 

Componentes 

Costo por unidad 

Locomotoras 

$12.52 

Vagones 

$1.43 

Partes de vias 

$0.25 

Interruptor de vias 

$2.29 

Unidad de potencia 

$12.54 

Mano dc obra (por min) 

$0.15 


TABLA 3 

Precios de venta 

Conjunto 

Precio 

De coleccion 

S54.60 

Lmperio 

S62.28 

Cometa 

$81.15 


1 
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En la tabla 4 se muestra el pedido que ha recibido el distributor de una tienda de juguetes al menudeo 


TABLA 4 

Pedido dei cliente 

Conjunto 

Cantidad 

De coleccion 

48 

Imperio 

24 

Cometa 

12 


El distribuidor desea guardar la informacion de cada tabla en una matriz y usar operaciones matriciales 
para encontrar la informacion siguiente: 

1. El inventario (partes y mano de obra) requerido para completar el pedido. 

2. El costo (partes y mano de obra) para cubrir el pedido. 

3. El ingreso (ventas) obtenido del cliente. 

4. La utilidad obtenida en el pedido. 

(A) Use solo una literal para designar la matriz que representa cada tabla, y escriba las expresiones matriciales 
en terminos de esas literales de manera que proporcione la informacion requerida. Analice el tamano de la 
matriz que se debe usar para representar cada tabla de manera que esten definidas todas las operaciones 
matriciales pertinentes. 

(B) Evalue las expresiones matriciales del inciso (A). 

Un poco despues de completar el pedido de la tabla 4, un proveedor informa al distribuidor que ya no se 
tienen disponibles los vagones y locomotoras que se usan en esos conjuntos de trenes. El distribuidor tiene 
actualmente en existencia 30 locomotoras y 134 vagones. 

(C) ^Cuantos conjuntos de trenes de cada tipo puede producir el distribuidor usando todas las locomotoras y 
vagones disponibles? Suponga que el distribuidor tiene cantidades ilimitadas de los otros componentes que 
se usan en estos conjuntos. 

(D) i,Que utilidad obtendra el distribuidor si se venden todos los conjuntos? Si hay mas de una forma para usar 
todas las locomotoras y vagones disponibles, ^cual producira la maxima ganancia? 


Repaso del capitulo 9 

* 1 MATRICES. OPERACIONES BASICAS 

Dos matrices son iguales si ticncn cl mismo tamano y sus ele- 
—entos correspondientes son iguales. La suma de dos matri¬ 
ces del mismo tamano es una matriz con elementos que son las 
mmas de los elementos correspondientes de las dos matrices 
idas. La suma matricial es conmutativa y asociativa. Una 
Hiatriz solo con elementos cero se llama matriz cero. El nega- 
tho de una matriz M, denotada por —M, es una matriz con 
dementos que son los negativos de los elementos en M. Si A y 
B son matrices del mismo tamano, entonces se define la resta 
-ao sigue: A — B = A + (~B). El producto de un numero k 


y una matriz M, denotada por kM, es una matriz formada al 
multiplicar cada elemento de M por k. El producto de una 
matriz renglon 1 X n y una matriz columna n X 1 es una matriz 
1 X 1 dada por 


1 x n 

[a, a 2 a „] 


1 ■ 1 

= + a 2 h 2 + ■ 


a A] 
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Si A cs una matrix m X p y B es una matrix p X n, entonces la 
matrix producto de A y B. dcnotada AB, es una matriz m X n 
cuyo elemento en el /esimo rcnglon y la /esima columna cs cl 
numero real obtenido del producto del (esimo renglon dc A y la 
y'esima columna de B. Si cl numero de columnas en A no cs 
igual al numero de rcngloncs en B, entonces el producto 
matricial AB no csta definido. La multiplicacion matricial 
no es conmutativa, y la propiedad cero no sc cumple para la 
multiplicacion matricial. Es decir, para las matrices/! y B, el 
producto matricial AB puede ser cero sin que A o B scan la 
matriz cero. 


: IKVC-R'.ri pr JNA i-lATHIt CUADSADA 

La matriz de identidad para la multiplicacion en el conjunto 
de todas las matrices cuadradas de orden « es la matriz cuadrada 
de orden n, denotada por /, con unos a lo largo de la diagonal 
principal (desde la esquina superior izquierda hasta la esquina 
inferior derecha) y ceros en los lugares rcstantes. Si M es una 
matriz cuadrada de orden «, e / es la matriz de identidad de 
orden n , entonces 


IM = Ml = M 


Si M es una matriz cuadrada de orden n. y si cxiste una matriz 
M ~ 1 (lease “inversa de M”) tal que 


M 'M = MAT 1 = / 


entonces M 1 se llama inversa multiplicativa de M o, de 
manera mas simple, inversa de M. Si la matriz aumentada [M]I] 
sc transforma mediante operacioncs de renglon en [//?], 
entonces la matriz resultante B cs M \ Si, sin embargo, se 
obticnen solo ceros en uno o mas rcnglones a la izquierda de la 
raya vertical, entonces M~' no cxiste y M se conoce como 
matriz singular. 


• , ECUAslON?: SAfrtlCIALES Y SISTEMAS 

Vi tOjAClOA^ 


Las siguientes propiedades de matrices son fundamentales en 
el proceso de solucion de ccuaciones matriciales. Suponga que 
todos los productos y surnas estan definidos para las matrices 
indicadas A, B, C, I y 0, entonces: 


Propiedades de suma 

Asociativa: 
Conmutativa: 
Identidad aditiva: 
Tnverso aditivo: 


(A + B) + C = A + (B + Q 
A + B = B + A 
A+0=0+A=A 
A + (-A ) = (~A)+A = 0 


Propiedades de multiplicacion 

Propiedad asociativa: / 

Identidad multiplicativa: / 

Inversa multiplicativa: ! 


A(B O = (AB)C 
Al — IA = A 

Si/1 es una matriz cuadrada y A ~ 1 
existc, entonces A A = A~ l A = I. 


Propiedades combinadas 

Distributive por la izquierda: A(B + C) = AB + AC 
Distributiva por la derecha: (B + C)A = BA + CA 

Igual dad 

Suma: Si A = B, entonces A + C = B + C. 

Multiplicacion por 

la izquierda: Si A = B, entonces CA = CB. 

Multiplicacion por 

la derecha: Si/1 = B. entonces AC = BC. 

Un sistema de ecuaciones lineales con el mismo numero de 
variables que de ecuaciones tal como 

a u x, + a l2 x 2 + a I3 x 3 = k, 

1.12j/1 ~ U, 2-^*7 * U23X3 — k 2 
Q 2 ]X) ■* a 32 r 2 * a 32 X 3 

se puede escribir como la ecuacion matricial 

A X B 


a ,1 

a u 

«I3 

> 1 " 


V 

a 21 

a 22 

^23 

^2 

= 

k 2 

a-u 

a 22 

a 33. 

.*3. 




Si existe la inversa de A, entonces la ecuacion matricial tiene 
una solucion unica dada por 

X = A~'B 

Despues de multiplicar B por.4' 1 desde la izquierda, es facil 
leer la solucion del sistema original de ecuaciones. 


9-4 iPTERMiNANTES 


Con cada matriz cuadrada A hay asociado un numero real 
llamado determinante de la matriz. El determinante de A se 
denota por det A, 0 simplementc cscribiendo el arreglo de los 
elementos en A usando lineas verticales en lugar de corchetes. 
Por cjcmplo. 


"11 

Cl 1 2 


a u 

U|2 

-flji 

a 22. 


(2 2 ] 

a 22 


Un determinante dc orden n es un determinante con n renglones 
y n columnas. 

El valor de un determinante de segundo orden es el 

numero real dado por 


'll 

«I2 

hi 

a 22 


°n a 22 a 2i a !2 


El valor de un determinante de tercer orden es la suma de 
los tres productos obtenidos al multiplicar cada elemento de 
cualquiera de los renglones (0 cada elemento de cualquier 
columna) por su cofactor. El cofactor de un elemento a, (del 
tesimo rcnglon y la /esima columna) es el producto del menor 
de a y (— 1)' 1 >. El menor de un elemento a es el determinante 
restante despues de eliminar el /esimo renglon y la /esima 
columna. Se puede usar un proceso similar para evaluar los 
determinantes de orden mayor que 3. 
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9-5 PRO! .DCs L>* l <S OF r ERMINANTES 

El uso de las siguicntcs cinco propiedades de los determinantcs 
puede reducir considcrablcmente el esfuerzo para evaluar 
determinantes de orden 3 o mayores: 


determinantes y la regia de Cramer. La regia de Cramer para 
trcs ecuaciones y tres variables es como sigue: Dado el sistema 


a u x + a u y + a, 3 z = &, 


a ll a \2 °I3 


1. Si cada clemento de cualquier 
renglon (o columna) de un de- 
terminantc sc multiplica por 
una constantc k. el nuevo deter- 
minante es k veces el original. 

2. Si cada elemento en un renglon 
(o columna) es 0 , el valor del 
detcrminante es 0 . 


2 a 2b 
c cl 


= 2 


a b 
c d\ 


a b 


3 a 

b 

c d 


3c 

d 


0 d 


= 0 


D = 


a M x + a n y + o 33 z = /c 3 
entonces 


°2\ 

a,, 


<*22 <*21 
<*32 <*jj 


* 0 


I w 


I 1 “I 


*. 

0,2 

On 


a ii 


#13 


o 11 

0,2 

kx 

a 

b 

= 0 


^2 


a ::t 


a 2\ 

^2 

0,^2 


«21 

0 2 2 

ki 

0 

0 



k. 

a n 

a il 


Oj! 




a „ 

0}2 

A 

0 

h 


x — 


D 


y - 


D 


■* 


D 



Si se intercambian dos renglo- 

a b 


c d 

nes (o dos columnas) de un 

c d 


a b 

determinante, cl nuevo determi¬ 

n h 


h n 

nante es el negativo del original. 

u n 

=s — 

0 Cl 


c d 


d c 

Si los elementos correspon- 

a b\ 

= 0 


dientes son iguales en dos ren- 

a b 



gloncs (o columnas), el valor 

10 Cl 



del determinante es 0 . 


= 0 



c c: 


La regia de Cramer sc puede generalizar de manera 
completa para cualquier tamano de sistemas lineales que tengan 
el mismo numero de variables que de ecuaciones. Las formulas 
son faciles de recordar si se toma en cuenta lo siguiente: 

1. El determinante D sc forma de los coeficientes x, y y z , 
manteniendo lamisma posicion relativa en el determinante 
que se determino en cl sistema de ecuaciones. 

2. El determinante D aparece en los denominadores para.t.y 

y*- 


5. Si se suma un multiplo dc cual¬ 
quier renglon (o columna) de un 
determinante a cualquier otro 
renglon (o columna), el valor 
del determinante no cambia. 


c‘ + ka d + kb 

a + kb b 
c + kd d 


9-6 RFC! ' DE CRH Ml I 

Sistemas dc ecuaciones que tienen el mismo numero de 
variables que de ecuaciones se pueden resolver tambien usando 


3. El numerador para x se puede obtener a partir de D 
reemplazando los coeficientes dc jr(a„. a,,, a,,) con las 
constantes k..k 2 y k y respectivamcntc. Se pueden establecer 
postulados similares para los numeradores en y y z. 

La regia de Cramer rare vcz se usa para resolver, a mano, 
sistemas de orden mayor dc 3, ya que se dispone de metodos 
mas eficientes. La regia de Cramer, sin embargo, es una 
herramienta valiosa en matematicas teoricas y aplicadas mas 
avanzadas. 


Ejercicio de repaso del capftulo 9 


At trabajar con los problemas de este capltulo revise v com- 
pruebe sus respuestas con las que se dan al final del lihro. Se 
incluven todas las respuestas a los problemas de repaso, y des¬ 
pues de cada respuesta esta un numero en tipo itdlico que indi- 
ca la seccion a la que pertenece el problema que se estd 
analizando. Si se le presentan dudas repase las secciones co- 
rrespondientes en el texto. 


7. DC 8 . CD 

10. Encuentre la inversa de 


9 . C + D 


A 


En los problemas del 1 al 9, realice las operaciones que se 
indican, dudas las siguiemes matrices: 



2 

I 


B = 


2 1 
1 1 


C = [2 3] D = 


1 . A- B 


3. A — 2B 


Demuestre que A ‘‘A = I. 

11. Escriba el sistema 

3. r, + 2.r, = k , 

4. v, - 3 a'i = k 2 

como una ecuacion matricial, y resuelva mediante la inversa 
determinada en el problema 10 para: 

(A) k, = 3, L = 5 (B) k, = 7. k 2 = 10 

(C) = 4, k 2 = 2 


4. AB 


2. B - D 
5. AC 


6 . AD 
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23. Lseriba el sistema 


Rvalue los determinantes en los problemas 12y 13. 

2 3 -4l 



14. Rcsuelva el sistema mediante la regia de Cranier: 

3.v - 2v =• 8 

.v + 3y = 1 

15. Use las propiedades de los determinantes para encontrar 
cada uno de los siguientes, dado que 

a h c 
d e f =2 






L* 

1, i | 



1 1 

' 


a 3 h c 

(A) 

d 

e 

/ 

IB) 

d 3f / 


1 a 

b 

cl 


ft 3 It i 


a 

h 

a 

+ b + c 


(C) 

d 

e 

d 

-e + f 



£ 

h 

a 

< h + i 



B 

En los problemas del 16 al 21, realice las operaciones que se 
indican, dadas las matrices siguientes: 


V 

+ lv, ■ 3a, 

- A 

2v 

4 3i - 4v, 

= A 

v, 

- 2' . - .r. 

- A 


como una ecuacion matricial. y rcsuelva mediante la inversa 
determinada en el problema 22 para: 

(A) A, — I. A ? = 3, Ai — 3 

(B) A, =• 0, As = 0, A, - -2 
((’) A, - -3. A ; - -4. A, - 1 


En los problemas 24 y 25 e\’alue los determinantes. 


24. | 

-i * 

1 i 

25. 

2 -1 

-3 5 

1 


2 


1 -2 

4 


26, Rcsuelva solo para y mediante la regia de Cramer: 

v - 2y t- ; - -6 
y — r = 4 

2v • 2y - : = 2 

(lincuentre primero el numerador y el denominador: 
dcspucs simplifique.) 

Analice cl nurnero de solucioncs para un sistema dc n 
ecuacioncs en n variables si la matriz de coeficientcs: 

(A) Tiene una inversa. (B) No ticne una inversa. 

Si A cs una niatri? cuadrada diferenie de cero dc orden n 
que satisface A 1 = 0. /.puedc cxistir/1 ‘? Explique. 


A - 

"1 *> 

1 0 

B = 

r 

2 


3 2 


3 



- 

" 2 >' r = 

1 2 

.■> 

1 

16. A + 

D 

17. E + DA 

18. 

19. CD 


20. CB 

21. 


i 3] 


-4 

0 


DA - 3/T 
AD - BC 


c___ 

29. Para las matrices Ay C,n X n^y matrices eolumna B y X. 
n X 1, despeje.-Ysuponiendo que existan todas las inversas 
necesarias: 


AX - B - CX. 


30. Lincucntre la inversa de 


22. F.ncuentre la inversa de 


A = 


fl 2 3 

2 3 4 

I 2 1J 



5 6 
5 -6 

I I 


Demuestre que A 'A = 1. 


Dcmueslre que A 'A — 1. 


31. Elimine Ios decimales cn cl sistcma 

0.04a, ■ 0.05.’ + 0.06a = 360 
0.04.V, - 0.05. u - 0.06a, = 120 

.v, • .v, -I- .v - 7 000 

multiplicando las dos primcras ecuaciones por 100. 
Despues escriba el sistcma rcsultante como una ecuacion 
matricial y resuelva mcdiantc la invcrsa determinada en el 
problema 30. 

-14 11 

32. 5 2 

7 10 3 

-3 3 0 3 

33. Dcmucstre que 

ii v ii +■ kv v 

! ll- Vj »' + k .\ A 

54. Explique por que los puntos (1,2) y (-1,5) deben satisfacer 
la ecuacion 

i v I 
I 2 I = 0 
-1 5 I 

Describa el conjunto dc todos los puntos que satisfagan 
csta ecuacion. 


APLICACIONES 

35. Asignacion de recursos. Una compania minera de 
Colorado opera minas en las localidadcs de Big Bend y 
Saw Pit. De la mina de Big Bend sc extrae mineral que 
ticnc 5% de niquel y 7% dc cobre. Dc la de Saw Pit se 
extrae mineral que lienc 3% de niquel y 4% de cobre. 
^Cuantas toneladas dc mineral sc deben extraer de cada 
mina para obtener las cantidadcs dc niquel y cobre de las 
listas en la labia? F.stablczca una ecuacion matricial y 
rcsuclvala mediante matrices inversas. 


Niquel 

Cobre 

(A) 3.6 ton 

5 ton 

(B) 3 ton 

4.1 ton 

(C) 3.2 ton 

4.4 ton 


36. Costos por mano de obra. Una compania con fabricas en 
el norte v sur de Carolina requiere dc la mano de obra y 
salarios por bora que se indican en las matrices Ly II para 
producir computadoras de escritorio e impresoras: 


Requerimientos de mano de obra por hora 
Departamento Departamento Departamenlo 
de fabrication de ensamble de empaque 

1.7 h 2.4 h 0.8 h Escritorio 

0.9 h 1.8 h 0.6 h Impresora 

Salarios por hora 
Planta de Planta de 
Carolina Carolina 

del Norte del Sur 

SI 1.50 S10.00 Departamerno de fabrlcaclon 

H = S9.50 $8.50 Departamento de ensamble 

S5.00 S4.50 Departamento de empaque 

(A) Encucutrc el costo de mano de obra para producir una 
impresora cn la fabrica de Carolina del Sur. 

Analicc las posibles interpretaciones de los elementos 
cn la matriz de productos HI. y I.H. 

CO Si cualquicra de Ios productos HI. o l.H tiene una 
intcrprctacion significativa. encuentre el producto y 
marque sus rcnglones v columnas. 

37. Costos por mano de obra. La produccion mensual dc 
computadoras de escritorio e impresoras de la compania 
en el problema 36 en los meses de enero y febrero eslan 
dadas en las matrices J y F: 

Produccion de enero 
Planta de Planta de 
Carolina Carolina 
del Norte del Sur 


"1 500 

1 650 

Escritorios 

850 

700. 

Impresoras 

Produccion de febrero 
Planta de Planta de 
Carolina Carolina 
del Norte del Sur 


1 700 

1 810' 

Escritorios 

930 

740. 

Impresoras 


(A) Encuentre la produccion promedio mensual para los 
meses dc enero v febrero. 

(B) Encuentre cl aumento en produccion de enero a 
febrero. 

I 

(C) Encuentre./ e interprete. 

38. Criptografia. El mensaje siguiente fue codificado con la 
matriz B que sc mucstra a continuacion. Deeodifiquc el 
mensaje: 

25 8 26 24 25 53 21 41 48 41 30 50 

21 32 41 52 52 79 

I 1 0 

Ii - 1 0 1 
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Ejercicio de repaso acumulativo de los capi'tulos 8 y 9 


AI trabajar con los problemas de este repaso rexisey comprue- 
be sus respuestas con las que se dan al final del libro. Se incht- 
yen lodas las respuestas a los problemas de repaso, seguidas 
por un numero en tipo italico que indica la seccion a la cual 
pertenece el problema que se esta analizando. Si se le presen- 
tan dudas repase las secciones coirespondientes en el texto. 

A _ 


1. Rcsuelva usando sustitucion o elimination por suma: 

3a- - 5 v = 11 
2a- + 3y = 1 


2. Resuelva mediante graficacion: 2x — y = —4 

3 x+ y =-1 

3. Resuelva mediante sustitucion o elimination por suma: 

x 2 + y- = 2 
2v - y =1 

4. Resuelva mediante graficacion: 3x + 5.y :£ 15 

x,y* 0 

5. Encuentre el valor maximo y minimo de z = lx + 3y sobre 
la region factible S: 


7. Rvalue: 


0 2 
1 3 
-1 4 


0 

2 

3 


8. Escriba el sistema lineal correspondiente para cada una de 
las matrices aumentadas y resuelva: 


(A) 


(C) 




-2 | 3 
0 0 


9. Dado el sistema: x, + x = 3 
-x. + jc, = 5 


(A) Escriba la matriz aumentada para el sistema. 

(B) Transforme la matriz aumentada en fonna reducida. 

(C) Escriba la solution para el sistema. 


10. Dado el sistema: a, - 3a, = A 1 

2a. — 5a-j = k 2 

(A) Escriba el sistema como una ccuacion matricial de la 
fonna AY = B. 

(B) Encuentre la inversa de la matriz de coeficicntcs A. 

(C) Use.4 -1 para encontrar la solution de A, = -2y k 2 = 1. 

(D) Use^' 1 paraencontrar la solution de A, = 1 y&, = -2. 

11. Dado el sistema: 2a - 3y — 1 

4a - 5y = 2 


/ 

| ( 0 , 10 ) 


*(6, 7) 


5 + 


(0, 4) 


(5, 0) 


♦ I I I I I - A 


6. Realice las operaciones indicadas, dadas las matrices 
siguientes: 


M = 


(A) M — 2;V 
(D) MN 


'2 f 

,v — 

i 

2 

.1 -3 

:Y — 

1 

3. 

= [12] Q = 

-1 

2 


(B ) P + Q 

(C) PQ 

(E) PN 

(F) QM 


(A) Encuentre el determinante de la matriz de coeficicntcs. 

(B) Resuelva el sistema usando la regia de Cramer. 

Use elimination Gauss-Jordan para resolver cl sistema 

.v, + 3.v, = 10 
2v, - A; — - 1 

Dcspues escriba el sistema lineal representado para cada 
una de las matrices aumentadas en su solution, y resuelva 
cada uno de esos sistemas en forma grafica. Analicc la 
relation entre las soluciones de esos sistemas. 

13. Use una rutina de intersection en un dispositivo de gra¬ 
ficacion para aproximar la solution del sistema siguiente 
con dos cifras decimales: 

—2.v + 3y = 7 
3.v - 4v = 18 


B_ 

Resuelva los problemas del 14 al 16 mediante elimination 
Gauss-Jordan 
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.JCj, - X, = - 

4x, + 6x, = -1 
6x-, + 9x, = 0 


14. .v, 1k 2 — .v, = 3 15. ,v, 

x, + x^ = -2 
2.V, + 3 A' ; 4- A", — 0 

16. .v, — Zy 2 + X\ = 1 

3x, - 2x, - v, = -5 


En los problemas 17 y 18, resuelva cada sistema. 


17. .r - 3xy + 3y : = 1 
xv * 1 


18. ,r - ixy + y 2 = -1 
.v 2 - xv = 0 


19. Dada M = [\ 2 -1] y N = 
(A) MN (B) NM 

20. Dadas 


1 

-1 

2 


. Encuentre: 


L = 



1 2 






2 r 

M = 

-1 0 

N = 

1 o. 


1 1. 




Encuentre,si estandefinidas: (A )LM— 2N (B )ML 4 -N 

2 1. Resuelva de forma grafica c indique si la region de solucion 
es acotada o no acotada. Encuentre las coordenadas de cada 


25. Useun dispositivo de graficacion para aproximartodas las 
soluciones reales a dos cifras decimates: 

x 2 + 2 xy - y- = 1 
9.r + 4.ry + y 2 = 15 

Analicc el numero de soluciones para el sistema 
correspondiente a la forma reducida que se muestra a 
continuation si 


(A) m = 0 y n = 0 
(C) m =£ 0 


(B) m ~ 0 y n * 0 


1 

0 

-5 

2' 

0 

1 

3 

6 

0 

0 

m 

n_ 


Si una matriz cuadrada A satisface la ecuacion A 2 = A, 
encuentre A. Suponga que existe A~ ! . 

28. t,Cual de las matrices aumentadas siguientes esta en forma 
reducida? 


punto esquina. 

o 

o 

2 


'10 3 

3' 

L = 

0 1 0 

0 

M = 

0 1 -2 

2 

3x + 2v ^ 12 

0 0 1 

- 1 . 


0 0 0 

0. 


x + 2y > 8 
-r.yS 0 

22. Resuelva el problema de programacion lineal: 


N ■■ 


29. Demuestre que 


0 

0 

o' 


1 2 

0 2 

-2 

1 

0 

0 

2 

P = 

.0 0 

1 3 

1. 

1 

-3. 






Maximice z = 4x 4- 9y 

L 

a b 


ka b 

Sujeta a x + 2y ^ 14 

k 

c d 


kc d 


2a- + y: 

X. V : 


16 

0 


23. Dado el sistema: x t + 4x, + 2x, = k, 

2x. + 6.x, 3x. = L 

2 3 2 

2x, + 5 a’ 2 4- 2.v, = k 3 

(A) Escriba el sistema como una ecuacion matricial en la 
forma AX = B. 

(B) Encuentre la inversa de la matriz de coeficientes A. 

(C) Use A~ [ para resolver cl sistema cuando k t = —1. k, 
= 2 y A, = I. 

(D) Use A " 1 para resolver el sistema cuando A, =2,k 2 = 
0 y k 3 = -1. 

24. Dado el sistema: x 4- 2y — z = 1 

2x 4- 8y + z = —2 
—x + 3y 4- 5z = 2 

(A) Evalue el determinante coeficiente D. 

(B) Despeje para z usando la regia de Cramer. 


30. Demuestre que 


a h 


a 

b 

c d 


c + ka 

d+ kb 


31. Si M = 


a b 
c d 


y det M =4 0, demuestre que 


APl.ICA* (OKAS 

32. Finanzas. Un inversionista tiene $12 000 para invertir. Si 
invierte una parte al 8% y el resto en una inversion dc alto 
riesgo al 14%, ^cuanto debe de invertir en cada tipo de 
interes para obtener el mismo rendimiento que habria 
obtenido si hubiera invertido todo al 10%? 
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9 Matrices y determinantes 


33. Dicta. En un expenmen to que involucra a ratones, una 
zoologa ncccsita una mezcla de alimentos que contiene. 
entre otras cosas, 23 gramos de proteina, 6.2 gramos de 
grasa y 16 gramos de liumedad. Dispone de mezclas con 
las eomposiciones siguientes: La mczcla A contiene 20% 
de proteina, 2% de grasa y 15% de humedad; la mezcla fi 
contiene 10% de proteina. 6% de grasa y 10% de hume¬ 
dad; y la mezcla C contiene 15% dc proteina, 5% de grasa 
y 5% de humedad. /.Cuantos gramos de cada mezcla se 
deberan usar para obtener la mczcla de dicta deseada? 

34. Compras. Un distribuidor de refrescos tiene un presupuesto 
de $300 000 para comprar 12 camiones nuevos. Si un 
modelo A de camion cucsta S18 000. un modelo B. $22 000 
y un modelo C, S30 000, ^.cuantos camiones de cada 
modelo debera comprar el distribuidor para usar de mancra 
exacta los fondos de su presupuesto? 

35. Geometria. Encuentre las dimensiones de un rccldngulo 
con un perimetro de 24 metros y un area de 32 metros 
cuadrados. 

36. Fabricacion. Un fabricantc elabora dos modelos de bolsas 
de mano, uno estandar y uno de lujo. Cada niodelo estandar 
necesita 0.5 horas dc mano de obra del departamento de 
fabricacion y 0.3 horas del departamento de cosido. Cada 
modelo de lujo emplea 0.5 horas de mano de obra del 
departamento dc fabricacion y 0.6 horas del departamento 
de cosido. El nurnero de horas de mano de obra maximo 
disponiblc por semana en el departamento de fabricacion 
y cosido es dc 300 y 240, respectivamente. 

(A) Si la ganancia en una bolsa dc mano estandar es S8 y 
la ganancia en una de lujo cs $12. ^cuantas bolsas de 
cada tipo se deben fabricar cada dia para obtener la 
maxima ganancia? ( ',Cual cs la maxima utilidad? 


Analice cl efecto en la planeaeion de la produccion y 
la maxima utilidad si esta disminuye S3 por cada bolsa 
de mano estandar y aumenta S3 por cada bolsa de 
mano de lujo. 

Analice el efecto en la planeaeion dc la produccion y 
la maxima ganancia si esta aumenta a S3 en una bolsa 
dc mano estandar y disminuye S3 por cada bolsa de 
mano de lujo. 

Promedios de examenes. Un maestro aplica cuatro 
examenes a una clase dc cinco cstudiantes y registra los 
resultados en la matriz siguiente: 

Examenes 



1 

2 

3 

4 

Ana 

'78 

84 

81 

86 

Roberto 

91 

65 

84 

92 

Carolina 

95 

90 

92 

91 

Daniel 

75 

82 

87 

91 

Ernesto 

83 

88 

81 

76 


/Analice los metodos de la multiplication matricial que 
puede usar el maestro para obtener la information indicada 
cn los incisos (A) a (C). Establezca las matrices que se van 
a usar cn cada caso y despues rcalicc las multiplieaciones 
nccesarias. 

(A) El promedio de los cuatro examenes para cada estu- 
diante, suponiendo que los cuatro examenes tienen 
igual valor. 

(B) El promedio de los cuatro examenes para cada esm- 
diantc, suponiendo que los tres primeros tienen el mis- 
mo valor v el cuarto vale el doble dc cada uno de estos. 

(C) El promedio de la clase en cada uno de los tres exa¬ 
menes. 
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10 Sucesiones y series 


SECCION 


Si alguien le pidiera hacer una iista de todos los numeros naturaies que son perfec- 
tos cuadrados, tendria que empezar por escribir. 

1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 36 

Pero usted pronto se daria cuenta de que es imposible enumerar todos los cua¬ 
drados perfectos, ya que hay un numero infinito. No obstante, esta coleccion de 
numeros se pucde representar en muchas formas diferentes. Un metodo comun es 
escribir 


1,4,9,, /r.... n E N 

donde A' es el conjunto de numeros naturaies. Una lista de numeros como esta se 
llama generalmente sucesion. En este capitulo se estudian las sucesiones y los te- 
mas relacionados con ellas. Uno de estos temas que implican un metodo de prueba 
al que se ha hecho referencia varias veces con anterioridad en este libro es la in¬ 
duction matematica. Este metodo nos capacita para probar conjeturas que impli¬ 
can conjuntos infinitos de enteros sucesivos. 


Sucesiones y series 

Sucesiones 

Series 


En esta seccion se introduce la notacion y formulas especiales para representar y gene- 
rar sucesiones y sumas de sucesiones. 


Considere la funcion/dada por 



An) -2n-l (1) 

donde el dominio de/es el conjunto de numeros naturaies N. Observe que 

/(1) = l,/(2) = 3,/(3) = 5,... 

La funcion/es un ejemplo de sucesion. Una sucesion es una funcion cuyo dominio es 
un conjunto de enteros sucesivos. Sin embargo, a veces es diflcil representar una suce¬ 
sion en la forma de la ecuacion (1). En seguida se describe una notacion especial para 
las sucesiones que se ha desarrollado. 

Para empezar, los valores del rango f(n) generalmente se simbolizan de manera 
mas compacta mediante un simbolo como a n . Asi, en lugar de la ecuacion (1) se escribe 

a„ — 2n — 1 


El dominio de una funcion se entiende como el conjunto de los numeros naturaies N a 
menos que se exprese lo contrario o el contexto indique otra cosa. Los elementos en el 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Grafica de (2 n - l). 


rango son llamados terminos de la sucesion: a es el primer termino, a 2 el segundo 
termino, y a n el nesimo termino, o termino general: 

a = 2( ) — I = 1 Primer termino 

a = 2( -) — 1 =3 Segundo termino 

a = 2( ) — 1 = 5 Tercer termino 


La lista ordenada de elementos 

I, 3, 5.2n - 1,... 

en la cual los terminos de una sucesion se escriben en su orden natural con respecto de 
los valores del dominio, a mcnudo es llamada informalmente sucesion. Una sucesion 
se representa tambien por la forma abreviada {aj. donde el simbolo para el nc simo 
termino se coloca entre las Haves. Por ejcmplo, se pucde hacer referenda a la sucesion 

1, 3, 5,.... 2« - 1,. . . 


como la sucesion {2/7 - 1}. 

Si el dominio de una funcion es un conjunto finito de entcros sucesivos, entonces 
la sucesion se llama sucesidn finita. Si el dominio es un conjunto infinito de enteros 
sucesivos, entonces la sucesion anterior se llama una sucesion infinita. La sucesion 
{2« - 1} anterior es un ejemplo de sucesion infinita. 


La sucesion {2 n — 1} es una funcion cuyo dominio es el conjunto de numeros natu- 
rales, y se puede graficar de la misma manera que cualquier funcion cuyo dominio y 
rango sean conjuntos de numeros reales (vease la figura 1). 


20 - 
18 
16 - 
14 ■ 
12 - 
10 - 


8 - 
6 - 
4 - 
2-1 


H—I—I—I—I—I—I—1—I—H 
1 23456789 10 


X 


(A) Explique por que la grafica de la sucesion {2n — 1} no es continua. 

(B) Explique por que los puntos de la grafica de {2 n — 1} estan en una recta. 
Encuentre una ecuacion para esta recta. 


(C) Grafique la sucesion 


2 yt — n + 1 


{2/7- l}y 


2 n 2 — n + l1 0 


. ^,Como se relacionan las graficas de 
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EJEMPLO 


Solucion 


Problema seleccionado 1 


Algunas sucesiones se especifican por una formula de recurrencia (es decir, una 
formula que define cada termino en terminos de uno o mas terminos antcriores). La 
sucesion que se eligio para ilustrar una formula de recurrencia es una sucesion muy 
famosa en la liistoria de las matematicas conocidas como sucesion de Fibonacci, la 
eua! recibio ese nombre en honor del matematico mas celebre del siglo XIII. Leonardo 
Fibonacci de Italia (11807-1250?). 


La sucesion de Fibonacci 

Haga una lista de los primeros seis terminos de la sucesion especificada por 




* 

1 






= 

1 





IK 

= 

a, ( + a„ 



n ^ 

«1 

= 

] 





a> 

= 

1 





Clx 

1 

1 

1 

a 2 

~ «i = 1 

+ 

i ! 

i 

= 2 


1 

1 

a, 

♦ a : = 2 

+ 

i ! 

i 

= 3 


1 

a., 

+ U\ - 3 

■t 

2 ' 

= 5 



cu 

+ a j = 5 

+ 

3 ! 

= 8 


I_ I 


La formula a n = a + a n _ , es una formula de recurrencia que se puede usar 
para generar los terminos de una sucesion en los terminos anteriores. Por supuesto. al 
iniciar es necesario proporcionar los terminos a, y a, ordenados para usar la formula. 
Las formulas de recurrencia son particularmente adecuadas para usarse con 
computadoras y calculadoras (veanse los problemas 57 y 58 del ejercieio 10-1). 


Enumerc los primeros cinco terminos de la sucesion especificada por 

o, = 4 

a„ ~ , n ^ 2 


Ahora se considcra el problema inverse. Esto es. ,;se puede definir una sucesion 
con solo enumerar los primeros tres o cuatro terminos de la sucesion? sc pueden 
usar estos terminos iniciales para encontrar la formula para el wesimo termino? En 
general, sin otra informacion, la respucsta a la primera pregunla es no. Muchas sucesio¬ 
nes diferentes pueden comenzar con los mismos terminos. Por ejemplo, cada una de las 
siguientes sucesiones comienza con los mismos tres terminos: 

1. 3, 9. 3"''.... 

1. 3. 9.! + 2(/) - l) 2 ,... 

12 

1, 3, 9. 8/7 + -19... . 

n 





10-1 Sucesiones y series 


727 


Proble iiin 


Sin embargo, estas son ciertamentc sucesiones diferentes. Es necesario verificar que 
estas sucesiones concuerdan para los primeros tres terminos y difieren en cl cuarto 
evaluando el termino general para cada sucesion en n = 1,2,3, 4. En consecuencia. la 
sola enumeration de los tres prinieros terminos, o cualquicr otro numero finite de ter¬ 
minos. no especifica una sucesion particular, de hecho, se puede mostrar que dada 
cualquier lista de m numeros, hay un numero infinito de sucesiones cuyos primeros m 
terminos concuerdan con estos numeros dados. Ahora bien. en cuanto a la segunda 
pregunta que plantea si dados unos cuantos terminos se puede encontrar la formula 
general para que al menos todos los primeros terminos de una sucesion concuerden con 
los terminos dados? La respuesta a esta pregunta es un calificado si. Si se puede obser- 
var un modelo sencillo en los terminos dados, entonces se puede construir un termino 
general que reproduzca el modelo. El siguiente ejemplo ilustra cste procedimiento. 


Determination del termino general de una sucesion 

Encuentrc el termino general de una sucesion cuyos primeros cuatro terminos son: 

(A) 5, 6, 7, 8,... (B) 2,-4,8,-16, ... 

Soluciones (A) Ya que estos terminos son enteros consecutivos, una solution es a = n, n > 5. Si 
se quiere que el dominio de la sucesion sean todos los numeros naturalcs, enton¬ 
ces otra solucion es b n = n + 4. 

(B) Cada uno de estos terminos se puede escribir como el producto de una poteneia 
de 2 y de una poteneia de - 1: 

2 = (— 1 )° 2 ' 

—4 - (— I)'2- 
8 = (- 1 ) : 2 ' 

-16 = ( -1 )‘ 2 J 

Si se elige que cl dominio scan todos los numeros naturales, entonces una solu¬ 
cion es 


a„ = (- 1 )" '2" 


Encuentre el termino general de una sucesion cuyos primeros cuatro terminos son: 
(A) 2. 4. 6. 8,... (B) 1,-i. j.-;.... 


En general, usualmente hay mas de una manera de representar el nesimo termino 
de una sucesidn dada. Esto se vio en la solucion del ejemplo 2(A). Sin embargo, a 
menos que se exprese lo contrario, se supone que el dominio de la sucesion es cl con- 
junto de numeros naturales N. 
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EXPLORACION Y ANALISIS 2 La sucesion con termino general b =-:-, esta cercanamente relacto- 

" 5 \ 2 ) 

nada con la sucesion de Fibonacci. Calcule los primeros 20 terminos de ambas su¬ 
cesiones y analice su relacion. (Los valores de b { , b 2 y b 2 se muestran en la figura 2.) 


1.618033989 

«5)/5*fl 

.7236067977 

Rns*R 

1.170829393 

1.894427191 


Si a p a r a,,..., a r ,... es una sucesion. entonces a la expresion + a 2 + a 2 + ... +a n -r 
... se le llama serie. Si la sucesion es finita, la serie correspondiente es una serie finita. 
Si la sucesion es infinita. la serie correspondiente es una serie infinita. Por ejemplo 

1.2,4,8,16 Sucesion finita 

1+2+4 + 8+16 Serie finita 

Esta seccion del analisis se restringe a las series finitas. 

Las series a menudo se representan en una forma compacta llamada notacion de 
sumatoria usando el simbolo V. el cual es una version estilizada de la letra griega 
sigma. Considere los ejemplos siguientes: 


J 

I 


<h = «i 


+ (+ + <v 4 


^ b k — + bj, + fr. b h + b 1 


2, C k = Co - c, - c 2 + 


Dominic es el conjunto cfe erueros 
• navores uue o iquales a 0. 


Los terminos de la derecha se obtienen de la expresion de la izquierda al reemplazar 
sucesivamente al indice de sumatoria con k enteros, se inicia con el primer numero 
indicado abajo dc ^ y se tcrmina con el numero que aparece arriba de De manera 
que. por ejemplo, si se da la sucesion 

ill 1 

2’ 4’ 8" " ’ 2" 


1 _ 1 1 i 

2 4 8 2' 


la serie correspondiente es 
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Solucion 


Soiuciones 


o, en forma mas compacta 


v -L 

K I 


Escritura de los terminos de una serie 


Escriba sin la notacion de sumatoria: 



v 

Z. 

»-1 


k - 1 
k 




3 - 1 

4 - - 

3 






+ 


3 

4 


4 

5 


Escriba sin la notacion de sumatoria: 


2 


; o 


t-i/ 
2k + 1 


Si los terminos de una serie son de manera alternada positivos y negativos, esta se 
llama serie alternante. En el ejemplo 4 se representa una serie de este tipo. 


Escriba una serie en la notacion de sumatoria 

Escriba las siguientes series usando la notacion de sumatoria: 

11111 

1-H-1- 

2 3 4 5 6 

(A) Inicie el indice de sumatoria en k = 1. 

(B) Inicie el indice de sumatoria en k = 0. 

(A) ( — l)*" 1 proporciona el signo alternante, y 1/A proporciona la otra parte de cada 
termino. Asi, se puede escribir 


que se puede verificar facilmente. 

(B) (- 1 ) k proporciona el signo alternante, y 1 /(A' + 1) proporciona la otra parte de 
cada termino. Por consiguicnte, se escribe 
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Y (~D X 

“o Jt - I 


como se pucde verificar. 


Escriba la siguicnte seric usando notacion de sumatoria: 

_ 2 4 _ 2!2 

' ” 3 + 9 “ 27 “ 81 


(A) InicieconAr= !. (B) Inicie con k - 0. 


EXPLORACION Y ANALISIS 3 (A) Encuentre el numero mas pequeno de terminos de la serie infinita 


1 +I + I+- 


+ - + 
n 


que cuando se sumen, el resultado sea un numero mayor que 3. 
(B) Encuentre el numero mas pequeno de terminos de la serie infinita 


i + i 


+ —+ • 
2 " 


que cuando se sumen, se obtenga un numero mayor que 0.99. Mayor que 0.999. 
^Puede la suma exceder a 1? Explique. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

I. 4. 2. i. . ‘ 2. (A) a„ = 2/i (B) a.. = (— Ir '< 1 i. I - 1 ^{ - 4 • £ - f- 

4 . I A) 2 <-<>“ '(f) lB ' ^ ‘ ~ 1 f j 


E3ERCICIO 

A _ 

Escriba los primeros cuatro terminos para cacla sucesion en 
los problemas del I al 6 

1. a,, -n-2 


5. a„ = (-2r ' 

7. Escriba el octavo termino de la sucesion del problema 1. 

8. Escriba cl decimo termino de la sucesion del problema 2. 




9. Escriba cl centesimo termino de la sucesion del problema 

3 . 

10. Escriba el termino doscientos de la sucesion del problema 

4. 


En los problemas del l! al 16. Escriba cada serie en la forma 
desarrollada sin notacion de sumatoria. 


n. 2 k 


12. 2 *■' 




V /l 

■M. 5 


15. 2 (-D* 


16. 2 f-D* k 
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Escriha los primems cinco terminos de cada sucesion en los 
probtemas del 17 a 26. 

/ 1 \ 

17. a„ - (-1 r ';r 18. a„ = < — 1) 'I - I 

19. a„ = ^ ( 1 - — ) 20. a„ = n[ I - (- 1 )"| 

3 \ 107 


21. «„ = (-!)" 


22. a„ = (-?)" 


23. a, ~ 7: a„ = - 4, n > 2 

24. <7, — a? = 1; rt„ - //„ , + /j 5* 3 

25. a, = 4: a„ = ,,« £ 2 

26. a, - 2 : i 7 „ = _,. n > 2 

En los probtemas del 27 al 28, encuenlre ei termino general de 
una sucesion en la cual se dan los primeros cuatro terminos. 


27. 4. 5. 6. 7.... 
29. 3.6,9, 12... . 
31 4 = 24 

33. 1, -I. 1. - 1 ... 
35. -2.4, - 8 , 16,. 


3It; n'r 


28. -2. -1.0, I.... 

30. -2. -4. -6, -8,... 
32 4 2 2 2 

34. I. -2, 3, -4,. . . 

36. 1,-3.5.-7,.,. 


38. v. —A'\ .v 5 , - v’.,. . 


Algunos dipositivos de graficacibn man rutinas especiales para 
graficar sucesiones (consulte su manual). En los probtemas 
del 39 al 42. use esius rutinas para graficar los primeros 20 
tenninos de cada sucesion. 

39. a„ = l/n 40. a„ = 2 + 77 /) 

41. a., = (-0.9V 

42. a, = — 1. a„ - j a., , + 7 

En los problemas del 43 al 48. escriba cada serie en forma 
desarrolladu sin notation de sumatoria. 

43. X - f ■■ 44. X (“ D‘ ' '(2 k - 1) : 

i - I * i- l 


47 . i^ir 


44. X (-1>‘ '(24 - t) : 

it - 1 

46. ^ *‘ _l 


48. X 


‘7 f-lfir 


0 24+1 


„ 3 4 n + 1 

s4. 2 + --=- + ••■ +- 

2 3 /) 

55. I - 4 - 9 - + (— I *'/)•' 

,, 1 1 I < —1) ' 

2 4 8 2" 


La sucesion 


a- . t M 


n a 2. M es un numero real posilivo 


se puede usar para encontrar V M con cualquier cifra deci¬ 
mal con la exactitud deseada. Para comenzar la sucesion. elija 
a. arbitrariameme de los mimeros reales positives. Los pro¬ 
blemas 57y 58 estdn relacionados con esta sucesion. 

(A) Encuenlre los primeros cuatro terminos de la sucesion 
a , + 2 

a , = 3 a„ - - /) s 2 

2 u„_ 1 

(B1 Compare los terminos con V2 por medio de una 
calculadora. 

(C) Repita los incisos (A) y (B) considerando a, como 
cualquier otro numero positivo, por ejemplo 1 . 

(A) Eneucntre los primeros cuatro terminos de la sucesion 


(B) Encuentre V 5 con una calculadora, y compare con 
los resultados del inciso (A). 

(C) Repita los incisos (A) y (B) considerando que a, es 
cualquier otro numero positivo, por ejemplo 3. 

Sea {aj la notacion de la sucesion dc Fibonacci y sea {bj 
la notacion de la sucesion definida por h. = I, 6 , = 3, b n 
= b, , + b n . , para « a 3. Calcule 10 terminos dc la 
sucesion |c }. donde c = b la . Dcscriba los terminos de 
{c,} para valores grandes de n. 

Defina las sucesiones {i/J y {v n j por i) ] = 1, v ( = 0, u n — 
m - l + v i-,yv, = “ r , para n £: 2. Encuentre los primeros 
10 terminos de cada sucesion. y explique como se relacio- 
nan con la sucesion de Fibonacci. 


En los problemas del 49 al 56. escriba cada serie usando nota¬ 
cion de sumatoria con el indice de sumatoria k iniciando en 
k= I. 

49. I 2 + 2- + 3 2 -r 4’ 50. 2 +3+ 4 + 5 +6 

1 I I 1 I 111 

51. — + — ‘ — — — + —; s2. I “ — H - 

2 2 2' 2 2 2 3 4 

53. + “ 

3 


J En el calculo. se puede demosirar que 


- y i 
r 1. m 


\ ,V .V 
- — I — + — + 


donde la mejor aproximacion es para la n mas grande. Los 
problemas 61 v 62 se refteren a eslas series. Note que n!. se lee 
como "n factorial", se define a 0! = I y n! = 1 ■ 2 ■ 3 • • n 

para n E N. 
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61. Aproxime e 01 usando los pnmeros cmco terminos de la 
sene. Compare esta aproximacion con la evaluacion de su 
calculadora de e 0 ~. 

62. Aproxime e ~° 5 usando los primeros cinco terminos dc las 
series. Compare esta aproximacion con la evaluacion de 
su calculadora dc e"°\ 


63. Demuestrc que: Y ca t 

i I 



ii 

64. Demuestrc que: ^ (a* + 

i= 1 



- I 


SECCION 


10-2 


Induce 


Introduction 
Induccion matematica 

Ejemplos adicionales de induccion matematica 
Tres problemas faniosos 


En lenguaje cotidiano, la palabra “induccion” significa la generalizacion de casos o 
hechos particulares. La habilidad para formular hipotesis generales de un numero limi- 
tado de hechos es una caracteristica distintiva de un matematico creativo. Sin embargo, 
el proccso creativo no se detiene aqui. Estas hipotesis deben de ser probadas o refuta- 
das. En matematicas, un metodo especial de prueba llamado induccion matematica se 
coloca entre las herramientas basicas mas importantes en la caja de herramientas mate¬ 
maticas. En esta seccion la induccion matematica se usara para probar una variedad de 
expresiones matematicas, algunas nuevas y algunas que hasta ahora acabamos supo- 
niendo que son verdaderas. 

Se ilustra el proceso de formulacion de hipotesis mediante un ejemplo. Suponga 
que le interesa la suma de los primeros enteros impares n consecutivos, donde n es un 
entero positivo. Se comienza por escribir las sumas para los primeros valores de n para 
ver si se puede observar un patron: 


1 = 1 n = l 
1+3=4 n=2 

1 + 3 + 5 = 9 n 3 
1+3—5+7=16 n - 4 
1+3 - 5 + 7 + 9 = 25 n = 5 

( ’,Hay algun patron en las sumas de 1,4, 9. 16 y 25? Sin duda observo que cada uno es 
un cuadrado perfecto y, de hecho. cada uno es cl cuadrado del numero de terminos en la 
suma. De modo que, la siguiente conjetura parece razonable: 

Conjetura P : Para cada entero positivo n, 

1 + 3 + 5 + • • • - (2n ~ 1) = n 2 

Esto es, la suma de los primeros n enteros impares es n 2 para cada entero positi¬ 
vo n. 


Hasta ahora la induccion ordinaria se ha usado para generalizar el patron observa- 
do en los primeros pocos casos antes enlistados. Pero en este punto la conjetura P n es 
simplemente eso, una conjetura. ^Como se prueba que P K es una expresion verdadera? 
Se continua cnlistando casos especificos que nunca proporcionaran una prueba general 
jno solo en cl tiempo que dure su vida, sino en el que dure la vida de todos sus descen- 
dientes! La induccion matematica es la herramienta que sc usara para establecer la 
validez de la conjetura P . 
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Antes de analizar este metodo de prueba, consideremos otra conjetura: 


Conjetura Q \ Para cada entero positivo «, el numero n 2 - n + 41 es un numero primo. 


TABLA 1 

n 

n l — n + 41 

^Primo? 

1 

41 

Si 

2 

43 

Si 

3 

47 

Si 

4 

53 

Si 

5 

61 

Si 


Es importante reconocer que se puede comprobar que una conjetura es falsa si 
falla en solo un caso. Un solo caso o un ejemplo para el cual una conjetura falla se 
llama contraejemplo. Se comprueba la conjetura para algunos casos particulares en la 
tabla 1. Por lo que se ve en la tabla, parece que en efecto la probabilidad de que la 
conjetura Q n sea verdadera es muy alta. Tal vez desee comprobar algunos casos mas. Si 
persiste en hacerlo encontrara que la conjetura Q n es verdadera para n hasta 41. ^Que 
pasa en n = 41? 


41 2 - 41 + 41 = 41 2 


el cual no es primo. Por consiguiente, n = 41 proporciona un contraejemplo, la conje¬ 
tura Q n es falsa. Aqui se ve el peligro de generalizar sin probar algunos casos especia- 
les. Este ejemplo fue descubierto por Euler (1707-1783). 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 Pruebe que la siguiente expresion es falsa dando un contraejemplo: Si n £■ 2, enton- 

ces por lo menos uno, el tercero de los enteros positivos que es menor o igual a n es 
primo. 


Se comienza expresando el principio de la induccion matematica , sobre el cual se basa 
todo el trabajo de esta seccion. 


Teorema 1 Principio de la induccion matematica 

Sea P n un enunciado asociado con cada entero positivo n, y suponiendo que se 
satisfacen las siguientes condiciones: 

1. P, es verdadera. 

2. Para algun entero positivo k, si P, es verdadera, entonces P k + , tambien es 
verdadera. 

Entonces la expresion P n es verdadera para todos los enteros positivos n. 


El teorema 1 debe ser leido muy detenidamente. A primera vista, parece decir que si 
suponemos que una expresion es verdadera, entonces es verdadera. Pero no siempre es 
el caso. Si las dos condiciones del teorema 1 se satisfacen, entonces se puede razonar 
como sigue. 


P t es verdadera. 

Condicion 1 

P 2 es verdadera, porque P x es verdadera. 

Condicion 2 

P, es verdadera, porque P, es verdadera. 

Condicion 2 

P 4 es verdadera, porque P, es verdadera. 

Condicion 2 
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Condicion 1: La primera ficha 
de domino puede caer sobre 
las otras. 

(a) 



Condicion 2: Si la fcesima ficha 
cae, entonces cae la 
(k + 1) esima. 

(b) 



Conclusion: Todas las fichas 
caeran. 

(c) 


Interpretacion de la 
induccion matematica. 


• Ejemplos 
adicionales de 
induccion 
matematica 


EIEMPIO 1 


Puesto que esta cadena de implicaciones nunca acaba, se alcanzara eventualmente a P n 
para algun entero positivo n. 

Para ayudar a representar este proceso, imaginese una fila de fichas de domino 
que van una detras de otra (vease figura 1) e interprete las condiciones del teorema 1 
como sigue: La condicion 1 dice que la primera ficha se puede empujar sobre. La 
condicion 2 dice que si la ficha iesima cae, entonces caera la ficha (k + 1) esima. 
Juntas, estas dos condiciones implican que todas las fichas deben de caer. 

Ahora, para ilustrar el proceso de prueba por induccion matematica, se vuelve a la 
conjetura P analizada anteriomnente, la cual se vuelve a exponer en seguida. 

P\ 1 + 3 + 5 + • • ■ + (2« - I) = n 1 n es algun entero positivo 

Se sabe ya que P, es una expresion verdadera. De hecho, se demuestra que desde P, 
hasta P 5 son todas verdaderas por calculo directo. En consecuencia, se satisface la con¬ 
dicion 1 del teorema 1. Para demostrar que la condicion 2 se satisface, se supone que P k 
es una expresion verdadera: 

P k : 1 + 3 + 5 + • • ■ + (2k - 1) = k 2 

Ahora se debe demostrar que esta suposicion implica que P k + , tambien es una expre¬ 
sion verdadera: 

P k+l : 1 + 3 + 5 + ■ • • + (2k - 1) + (2k + 1) = (k + l) 2 

Como se supone que P k es verdadera, es posible realizar las operaciones de esta ecua- 
' cion. Observe que el lado izquierdo deP^ , esel lado izquierdo deP t mas(2A- + 1). Asi 
que se comienza sumando (2k + 1) a ambos lados de P k : 

1 + 3 + 5 + •• ■ + (2k- 1) = k 2 P k 

1 + 3 + 5 + • • • + (2k~ 1) + (2A + 1 ) = IP + (2k + 1 ) Sume2*-1 a 

ambos lados. 

A1 factorizar el lado derecho de esta ecuacion, se tiene 

1 + 3 + 5 + • • • + (2* - 1) + (2k + 1) = (k + l) 2 P, 

Pero esta ultima ecuacion es P k ^ v Asi, se ha comenzado con P k , se supone que este 
enunciado es verdadera, y se realizan las operaciones validas para producir P k + ,, 
el enunciado que se necesita sea verdadera. En otras palabras, se ha mostrado que si P k 
es verdadera, entonces P k + , es tambien verdadera. Puesto que ambas condiciones del 
teorema 1 se satisfacen, P n es verdadera para todos los enteros positivos n. 


Ahora se van a considerar algunos ejemplos adicionales de prueba por induccion. La 
primera es otra formula de sumatoria. La induccion matematica es la herramienta prin¬ 
cipal para probar que formulas de este tipo son verdaderas. 


Prueba de una formula de sumatoria 

Pruebe que para todos los enteros positivos n 

111 1 2 " - 1 

-1-H--I- • ■ • H -— - 

2 4 8 2 ” 


2 ” 
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Prueba 


Parte 1 


Parte 2 


Conclusion 


Establezca la conjetura: 



Demuestre que P { es verdadera. 



] 

2 


Asi, P { es verdadera. 


Demuestre que si P k es verdadera, entonces P k + , es verdadera. Es una buena practica 
siempre escribir ambas P k y P k + , al principio de cualquier prueba de induction para ver 
que se supone y que se debe de probar: 



1 1 2 * - 1 
- + ••• + — = —-— 
8 2 k 2 * 


Se supone que P k es 
verdadera 




1 

2* +1 


2*" 1 - 1 
2 *-1 


Se debe demostrar que 
P ( _, se deduce de P k . 


Se comienza con la expresion verdadera P k , y se le suma l/2 t + 1 a ambos lados, y se 
simplifica el lado derecho: 



A i I ^ I _ 2 “ - 1 

2 + 4 " 8 " " ' f 2‘ " 2* 

- 2> ~ 1 2 _J_ 

2* 2^2**' 

2* +l -2+1 
2‘- 1 

2* +l - 1 
2**' 


Asi, 



P 


y se ha mostrado que si P, es verdadera, entonces P kJ _ t es verdadera. 


Ambas condiciones del teorema 1 se satisfacen. Asi, P n es verdadera para todos los 
enteros positivos n. 
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Problema seleccionsc 


DEFINICION 1 


Pv 


Prueba 


Parte 1 


Parte 2 


Pruebe que para todos los enteros positivos n 


1 + 2 + 3 + ■ • ■ + n 


n(n + 1) 
2 


El siguiente ejemplo proporciona una prueba de la ley de los exponentes que pre- 
viamente se tuvo que suponer como verdadera. Primero se vuelve a definir a" para un 
entero positivo «, usando una formula de recurrencia: 


Definicion de recurrencia de a n 

Para n un entero positivo 

a' = a 

a " + 1 = a n a n > 1 


Prueba de la ley de los exponentes 

Pruebe que (xy) n = x"y” para todos los enteros positivos n. 
Establezca la conjetura: 


P; (xy) n = x’Y 

Demuestre que P, es verdadera. 

(x}') 1 = xry Definicion 1 

= x l y l Definicion 1 


Asi, P es verdadera. 


Demuestre que si P k es verdadera, entonces P, + , es verdadera. 


P k : (xy) k = x k / 


P k+ (xy) A + l =x*-y +I 


Suponga que P , es verdadera. 
Demuestre que P , se deduce de P,. 


Aqui se comienza con el lado izquierdo de P k + , y se usa P k para encontrar el lado 
derecho de P. . 

k + 1 


( xy) k +1 = (xyYixy)' 
= x k Yxy 

= (^xlOD') 
= .t** V + I 


Definicion 1 
Se usa P,: (xy)’ - xy 
Propiedad de los numeros reales 
Definicion i 
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Asi, (xy) A+ 1 = x* " y + 1 y se muestra que si P t es verdadera, entonces P k+ , es verda- 
dera. 

Conclusion Ambas condiciones del teorema 1 se satisfacen. Asi, P n es verdadera para todos los 
enteros positivos n. 


Pruebe que {x!y) n = x"ly" para todos enteros positivos n. 


Nuestro ultimo ejemplo trata con factores de enteros. Antes de comenzar, recuer- 
de que un entero p es divisible entre un entero q si p = qr para algun entero r. 

Prueba de una propiedad de la division 

Pruebe que 4 2n - 1 es divisible entre 5 para todos los enteros positivos n. 

Prueba Use la definicion de divisibilidad para establecer la conjetura como se indica: 

P : 4 2 " - 1 = 5r para algun entero r. 

Parte 1 Demuestre que P { es verdadera. 

P . 4 2 - 1 = 15 = 5 • 3 

Asi, P t es verdadera. 

Parte 2 Muestre que si P. es verdadera, entonces P k + , es verdadera. 

P,: 4 M — 1 =5/• para algun entero r Suponga quu P es verdadera. 

P ^ 4 2(i + 11 - 1 = 5j para algunos enteros s Demuestre que P, se puede deducir. 

Como antes, se comienza con la expresion verdadera Pp 

4 2k - 1 = 5 r P, 

(4 2A — 1) = (5r) Multiplique ambos lados por 4- 

4 2A + 2 — 16 = 80r Simpiifique 

4 2<A+ — 1 * 80r + 15 Sume 15 a ambos lados 

= 5(16;' + 3) Factorice al 5 

Asi, 

4 J <* +1 >- 1 = 5s p, 

donde s — 1 6r + 3 es un entero, y se demuestra que si P k es verdadera, entonces P k + , 
tambien lo es. 
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Conclusion Ambas condiciones son satisfechas cn el teorema 1. Por consiguiente, P n es verdadera 
para todos los enteros positivos n. 


Pruebe que 8" — 1 es divisible entre 7 para todos los enteros positivos n. 


En algunos casos, una conjetura puede ser verdadera solo para n ^ m, donde m es 
un entero positivo, mas que para todo n>0, Por ejemplo, vease los problemas 49 y 50 
del ejercicio 10-2. El principio de la induccion matematica se puede extender para 
cubrir casos similares a estos como se indica en seguida: 


Teorema 2 Principio extendido de la induccion matematica 

Sea m un entero positivo, sea P n un enunciado asociado con cada entero n ^ m, y 
suponga que se satisfacen las siguientes condiciones: 

1. P es verdadera. 

m 

2. Para cualquier entero k ^ m, si P k es verdadera, entonces P k + ] tambien es 
verdadera. 

Entonces, la expresion P n es verdadera para todos los enteros n > m. 


El problema de determinar si cierta expresion de los enteros positivos es verdadera 
puede ser extremadamente dificil. Las pruebas pueden requerir de profundo conoci- 
miento e ingenio notable y del desarrollo de tecnicas mas avanzadas que la induccion 
matematica. Considere, por ejemplo, los problemas famosos para probar los enuncia- 
dos siguientes: 

1. Teorema de Lagrange de los cuatro cuadrados, 1772: Cada entero positivo se 
puede expresar como la suma de cuatro o menos cuadrados de enteros positivos. 

2. Ultimo teorema de Fermat, 1637: Para n > 2, x" + y” = z” no tiene soluciones 
en los numeros naturales. 

3. Conjetura de Goldbach, 1742: Cada entero par positivo mayor que 2 es la suma 
de dos numeros primos. 

El primer enunciado fue establecido por los primeros griegos y finalmente probado en 
1772 por Lagrange. El ultimo teorema de Fermat desafio a las mejores mentes matema- 
ticas de los ultimos 350 anos, finalmente sucumbio ante un analisis de 200 paginas 
realizado por Andrew Wiles de la Universidad de Princeton en 1993. Despues de esta 
fecha nadie ha sido capaz de probar o refutar la conjetura de Goldbach. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


(A) Explique la diferencia entre un teorema y una conjetura. 

(B) 4 ,Por que el nombre “el ultimo teorema de Fermat” es inapropiado? Sugiera 
nombres mas exactos para el resultado. 
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Respuestas a los problemas seleccionados 

I. Bosquejc la prueba. Estabiezca la conjetura: P:l+2 + 3 + -- - + « = —— —— 

" 2 

Parte I. 1 = . P, es verdadera. 

2 1 

Parte 2. Demuestrc quo si P, es verdadera, entonces P. _, es verdadera. 


1+2t3+'"+(= 


1 + 2 + 3 + ... +* 


k(k + 1) 
2 

k(k - 1) 


(k + !)(*+ 2) 


Conclusion: P es verdadera. 

2. Bosqueje la prueba. Estabiezca la conjetura P 




■if)-7 


Parte I. i — I = — = —, P es verdadera. 


y y' 


Parte 2. Demuestrc que si P, es verdadera, entonces P k + , es verdadera. 


■yl \yj\y/ rw yy / 


Conclusion: P n es verdadera. 

3. Bosqueje la prueba. Estabiezca la conjetura: P\ 8” - 1 = 7r para algun entero r. 
Parte I. 8 1 — 1 = 7 = 7 • 1, P ] cs verdadera. 

Parte 2. Demuestre que si P t es verdadera. entonces P,. , es verdadera. 


8‘ - 1 = 7r p. 

,S(8‘ - 1} = Or) 

8**' — 1 = 56r + 7 = 7(8r + 1) = 7s p. 


Conclusion: P t es verdadera, 


EJERCICIO 


10-2 


A _ 

En los problemas del I al 4. encuentre el primer entero positi- 
vo n para el cual la expresion no se cumple. 

1. (3 + 5)" = 3" + 5" 2. n < 10 

3. n 2 = 3n — 2 4. n' + 1 In = 6 n 2 + 6 

Compruebe cada expresion P n en los problemas del 5 al 10 
para n = 1. 2 y 3. 

5. P„: 2 + 6 + 10 + . . . + (4n - 2) = 2 n 2 

6. P„: 4 + 8 + 12 + .. . + 4n = 2n(n + 1) 

7. P„: a i a” = a*- 8. P„: (a 5 )" = a 5 " 

9. P : 9" — 1 es divisible entre 4 


10. P : 4" — 1 es divisible entre 3 

n 

Escriba P,.y P k , . para P como se indico en los problemas del 
llal 16. 

11. P n en el problema 5 12. P n en el problema 6 

13. P, en el problema 7 14. P n en el problema 8 

15. P n en el problema 9 16. P n en el problema 10 

En los problemas del 17 al 22, use induccion matematica para 
probar que cada P n vale para todos los enteros positivos n. 

17. P n en el problema 5 18. P n en el problema 6 

19. P n en el problema 7 20. P n en el problema 8 

21. P en el problema 9 22. P en el problema 10 
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B_ 

En los problemas del 23 a! 26, pruebe que la expresion es falsa 

encontrando un ejemplo contrario. 

23. Si n > 2. entonces cualquier polinomio de grado n tiene 
por lo menos una rai'z real. 

24. Cualquier entero positive* n > 1 se puede escribir como la 
suma de tres o menos cuadrados de enteros positivos. 

25. Si n es un entero positivo, entonces hay por lo menos un 
numero primo p tal que n < p < n + 6. 

26. Si a, b, c, d son enteros positivos tales que a 2 + b : = c 2 4- 
d 2 , entonces a = c o a = d. 


En los problemas del 27 al 42, use induccion matematica para 
probar cada expresion para todos los enteros positivos n, a 
menos que exista otra restriccion. 

2 + 2 2 + 2 * + ■ ■ ■ + 2 " = 2 "*' - 2 



l 2 + V + 5 2 + ■ • • + (2 n - l) 2 = j(4n’ - n) 

1 + 8 + 16 + ■ ■ • + 8(n - 1) = (2 n - I) 2 ; n > 1 

i: + y + 3 a + ... +n2 = ^' + ^+l) 

6 


1-2 + 2-3 + 3-4 + 


+ n(n + 1) = 


n(n + 1 )(m + 2) 
3 


a’ 

— = a *‘ J ; n > 3 
a 



a” 



n > 5 


a m a" = a"'*"; m. n GN 

[Sugerencia: Elija m como un elemento arbitrario de N, y 
entonces use la induccion en «.] 

(a r ) m = am, n E N 

x" - 1 es divisible entre x — 1; .r 4= 1 

[Sugerencia: Divisible significa que x” - 1 = (a - - 1 )Q(x) 

para algun polinomio Q(x).] 

x" — y es divisible entre x — y; a ¥■ y 

a 2 " — 1 es divisible entre a — 1;a r 1 

a 2 " - 1 es divisible entre x + 1; x 4= — 1 


l 2 + 2 3 + 3 2 + • • • + n 3 = (1 + 2 + 3 + • • ■ + n) 2 
[ Sugerencia: Vcasc el problema seleccionado 1 que se 
deduce del ejemplo 1.] 

_J_ _1_l_ 

1•2■3 ~ 2-3-4 3-4-5 

+ _ 1 _ n(n 3) 

n{n + 1)(« + 2) 4(/t +■ \)(n + 2) 

c_ 

En los problemas del 43 al 46, sitgiera una formula para cada 
expresion, y pruebe su hipotesis usando induccion matemdti- 
ca, n E N. 

2 + 4 + 6 + • • ■ ~ 2 n 

1 1 _ _ 1 _ 

1 • 2 + 2 ■ 3 3-4 n(n + 1) 

Del numero de rectas determinadas por n puntos en un 
piano, no hay tres que sean colincales. 

El numero de diagonales en un poligono con n lados. 

Pruebe que los problemas del 47 al 50 son verdaderos para 
todos los enteros n como se especifica. 

47. a > l =* a" > \ \ n G N 

48. 0 < a < I => 0 < a" < 1; n E N 

49. n 2 > 2n: ii^ 3 50. 2" > n : \ n a 5 

Pruebe o refute la generalizacion de los dos siguientes 
hechos: 

3 2 + 4 : = 5 2 
V + 4 3 + 5 3 = 6 3 

Pruebe o refute: n 2 + 2ln -f 1 es un numero primo para 
todos los numeros naturales n. 

Si/aj y {b J son dos sucesiones, se escribe {aj = {b J si y 
solo si a n = b n . n E A'. En los problemas del 53 al 56, use 
induccion matematica para demostrar que {aj = fbj. 

o, = 1, a n = a„_j + 2; b„ = 2n — 1 

a, = 2, a„ = a„_, + 2; b„ = 2n 

a , = 2. a„ = 2 2 a„_,; b„ = 2 2 ' 1 "' 

a, =2 ,a„ = 3a„_,; b„ = 2 • 3'’' 1 
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DEFINICION 1 


DEFINICION 2 


En la mayoria de las sucesiones es dificil sumarun numero arbitrario en terminos de la 
sucesion sin sumar termino por termino. Pero tipos particulares de sucesiones, sucesio¬ 
nes aritmeticasy sucesiones geometricas, tienen ciertas propiedades que conducen ha- 
cia unas convenientes y utiles formulas para las sumas de las series aritmeticas y series 
geometricas correspondientes. 


La sucesion 5, 7, 9, 11, 13,..., 5 + 2 (n - 1),.... donde cada termino despues del prime- 
ro se obtiene sumandole 2 al termino anterior, es un ejemplo de una sucesion aritmeti- 
ca. Lasucesion5,10,20,40,80,..., 5(2)'''donde cada termino despues delprimero 
se obtiene al multiplicar el termino anterior por 2, es un ejemplo de una sucesion 
geometrica. 


Sucesion aritmetica 

Una sucesion 


se llama sucesion aritmetica, o progresidn aritmetica, si existe una constante cl, 
llamada diferencia comun, tal que 


Esto es, 


a n = a n - \ + ^ P ara Ca( ^ a n > 1 


Sucesion geometrica 

Una sucesion 


a,, a„ a v .,., a n ,... 

se llama sucesion geometrica, o progresion geometrica, si alii existe una cons¬ 
tante diferente de cero r, llamada razon comun, tal que 

a 

—s— = r 


Esto es, 


a n = ra x para cada n > 1 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 (A) Grafique la sucesion aritmetica 5, 7, 9,. . . 

Describa las graficas de todas las sucesiones aritmeticas con una diferencia 
comun de 2. 

(B) Grafique la sucesion geometrica 5, 10, 20,. . . 

Describa las graficas de todas las sucesiones geometricas con una razon co¬ 
mun 2. 


Reconocimiento de sucesiones aritmeticas y geometricas 

^Cuales de los siguientes numeros pueden ser los primeros cuatro terminos de una 
sucesion aritmetica? de una geometrica? 


(A) 1,2, 3, 5,... (B) -1,3, -9,27,... 

(C) 3, 3, 3, 3,. .. (D) 10, 8.5, 7, 5.5,... 


Solucion (A) Puesto que 2 - 1 A 5 - 3, no hay diferencia comun, por lo tanto, la sucesion no 
es aritmetica. Puesto que 2/1 + 3/2, no hay razon comun, asi que la sucesion 
tampoco es geometrica. 

(B) La sucesion es geometrica con una razon comun de -3, pero no es aritmetica. 

(C) La sucesion es aritmetica con una diferencia comun de 0 y es tambien geometrica 
con una razon comun de 1. 


(D) La sucesion es aritmetica con una diferencia comun de -1.5, pero no es geometrica. 


^Cuales de los siguientes pueden ser los primeros cuatro terminos de una sucesion 
aritmetica? de una sucesion geometrica? 

(A) 8, 2, 0.5, 0.125,... 

(B) -7, -2, 3, 8,... 

(C) 1, 5, 25, 100,... 


Si {aj es una sucesion aritmetica con una diferencia comun d, entonces 

terminos nesimos 

a 2 = a t + d 

a 3 = a 2 + d = a, +2 d 

a 4 = a 3 + d = a, +34 

Esto sugiere el teorema 1, el cual se puede probar por induccion matematica (vease el 
problema 63 del ejercicio 10-3). 
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Teorema 1 


Teorema 2 


EJEMPLO 2 


Solucion 


Termino nesimo de una sucesion aritmetica 

a n = a, + (n — 1 )d para cada n > 1 

Similarmente, si {aj es una sucesion geometrica con una razon cornim r, entonces 

a 2 = a x r 

a 3 = a 2 r = a,r 2 

a a = a 3 r = 

Esto sugiere el teorema 2, el cual se puede probar por induccion matematica (vease el 
problema 63 del ejercicio 10-3). 


Termino nesimo de una sucesion geometrica 

a n = a y r" ~ 1 para cada n > 1 

i i 


Determinacion de terminos en sucesiones aritmeticas y geometricas 

(A) Si el primero y decimo terminos de una sucesion aritmetica son 3 y 30, respecti- 
vamente, encuentre el quincuagesimo termino de la sucesion. 

(B) Si el primer y el decimo terminos de una sucesion geometrica son 1 y 4, encuen¬ 
tre el diecisieteavo termino con tres cifras decimales. 


(A) Primero use el teorema 1 con a 
a w = 30 para encontrar d: 

a„ = a, + (n - 1 )d 
aio = fli + (10 - 1 )d 
30 = 3 + 9 d 
4 = 3 


= 3 y Ahora encuentre a 

a 50 = «i + (50 - 1)3 
= 3+49-3 
= 150 


(B) Primero sea n = 10, a x = 1, a ]0 = 4 y use el teorema 2 para encontrar r. 

a n = a x r"-' 

4 = l r 'o-i 

r = 4 1/9 


Vuelva a usar el teorema 2, esta vez con n = 17. 


a„ = a,r 17 = 1 (4 1/9 ) 17 = 4 17/9 = 13.716 
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Problema seleccionado 2 


• Formulas de sunio 
para series 
arltkneticu*. finSta5 


Teorema 3 


(A) Si el primero y el quincuagesimo terminos de una sucesion aritmetica son -5 y 
23, respectivamente, encuentre el termino setenta y tres de la sucesion. 

(B) Encuentre el octavo termino de la sucesion geometrica —, ——. —. 

64 32 16 


Si a,, a,, a,, ..., a n es una sucesion aritmetica finita, entonces la serie correspondiente 
a. + a, + a, + • • ■ +a , se llama serie aritmetica. Se deduciran dos formulas sencillas 
y muy utiles para la suma de una serie aritmetica. Sea 4 la diferencia comun de la 
sucesion aritmetica a,, a 2 , a v ..., a n y sea que S n denote la suma de la serie a, + a 2 + 
a, + • • • + a . 

3 H 


Entonces 


= a, + («, + d) + ■ • • + [a, + (n - 2)d] + [a, + (n - l)d] 


Invirtiendo el orden de la suma, se obtiene 

S — [u, + (n — \)d\ + [a, + (n — 2)4] + • • • + (a, + d) + a t 


Sumando los lados izquierdos de estas dos ecuaciones y los elementos correspondien- 
tes de los lados derechos. se ve que 

2 S n = [2a, + (n - 1)4] + [2a, + (n - 1)4] + • • • + [2a, + (n - 1)4] 

= n[2a, + (n — 1)4] 

Esto se retoma en el teorema 3: 


Suma de una serie aritmetica, primera forma 

5 = 1 [2a, + (« - 1)4] 


A1 reemplazar a, + (n - 1)4 con a n , se obtiene una segunda util formula para la 
suma: 


Suma de una serie aritmetica, segunda forma 




5 = - (a. + a ) 

n 2 V ^ 


Teorema 4 
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La prueba de la primera formula de la suma por induccion matematica se deja 
como ejercicio (vease el problema 64 del ejercicio 10-3). 


Determinacion de la suma de una serie aritmetica 

Encuentre la suma de los primeros 26 terminos de una serie aritmetica si cl primer 
termino es — 7 y d = 3. 

Soiucion Sea « = 26, c, = -7, d = 3, y use el teorema 3. 

S„ = | [2«. +(«- l)rf] 

S i6 = y[2(-7) -I- (26 - 1)3] 

= 793 


Encuentre la suma de los primeros 52 terminos de una serie aritmetica si el primer 
termino es 23 y d = -2. 


tJFMf .O 4 

Determinacion de la suma de una serie aritmetica 


Encuentre la suma de todos los numeros impares entre 51 y 99 inclusive. 

Soiucion 

Primero, use a, = 51, a n = 99, y 
el teorema 1 para encontrar n: 

Ahora use el teorema 4 para encontrar 


a„ = a } + (n - 1 )d 

S„ = | (ui + a n ) 


99 = 51 + (n - 1)2 

n = 25 

S 25 = f (51 + 99) 

= 1 875 

Problema seleccior.udo 4 

Encuentre la suma de todos los numeros pares entre -22 y 52 inclusive. 


Premio 

Una liga de 16 equipos de boliche tiene S8 000 para ser concedidos como premio. Si el 
equipo que quede en ultimo lugar es premiado con $275 y el premio aumenta la misma 
cantidad para el siguiente lugar y asi sucesivamente, ^cuanto recibira el equipo que 
obtenga el primer lugar? 

Si a, es el premio para el equipo que llegue al primer lugar, a , es el premio para el 
equipo que obtenga el segundo lugar, y asi sucesivamente, entonces la cantidad de 
dinero premiado forma una sucesion aritmetica con n = 16, a ]6 = 275 y S |( . = 8 000. 
Use el teorema 4 para encontrar a,. 
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Problema seleccionado 5 


• Formulas de suma 
para series 
geometricas finitas 


Teorema 5 


Teorema 6 


S„ = ^ (a, + a„) 

8 000 = y(a, + 275) 
a, = 725 

Por consiguiente, el equipo que gane el primer lugar recibe S725. 


Refierase al ejemplo 5. ^Cuanto dinero recibira como premio el equipo que obtenga el 
segundo lugar? 


Si a,, a 2 , a v ■ • •, a n es una sucesion geometrica finita, entonces la serie correspondiente 
a, + a 2 + a 3 + • ■ • + A n se llama serie geometrica. Como con la serie aritmetica, se 
pueden deducir dos formulas sencillas y muy utiles para la suma de una serie geometrica. 
Sea r la razon comun de la sucesion geometrica a,, a 2 , a,,..., a n y sea que S n denote la 
suma de la serie a, + a, + a, + • • • + a . Entonces 

S„ = a, + a,r + a,r 2 + a,r 3 + • ■ • + u,r" -2 + a,r" _1 

Multiplique ambos lados de esta ecuacion por r para obtener 

rS n = a t r + a t r 2 + u,r 3 + ■ • ■ + a,r n ~' + a,r n 

Ahora reste el lado izquierdo de la segunda ecuacion del lado izquierdo de la primera, 
y el lado derecho de la segunda ecuacion del lado derecho de la primera para obtener 

S„ - rS„ = a, - a,r” 

S„(l - r) = a, - a,r n 

Asi, al encontrar S\. se obtiene la formula siguiente para la suma de una serie geometrica: 


Suma de una serie geometrica, primera forma 



r # 1 


Puesto que a n = a^r" ~ 1 o ra n - a^r" la formula de la suma tambien se puede 
escribir en la forma siguiente: 


Suma de una serie geometrica, segunda forma 




fl l + 

1 -r 


r± 1 
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La prueba de la primera formula de la suma por induction matematica se deja 
como ejercicio (vease el problema 70, del ejercicio 10-3). 

Si r = 1, entonces 


S„ = a, + a,( 1) + a,(l 2 ) + • • • + <3,(1" ‘) = na ] 


Determination de la suma de una serie geometrica 

Encuentre la suma de los primeros 20 terminos de una serie geometrica si el primer 
ttiroino es 1 y r = 2. 

Solucion Sea n = 20, a, = 1, r = 2, y use el teorema 5. 


gi ~ fi r n 
1 - r 

1 - 1 • 2 20 

- - — = 1 048 575 Calculo hecho usando calculadora 


Encuentre la suma, con dos cifras decimales, de los primeros 14 terminos de una serie 
geometrica si el primer termino es 1/64 y r =—2. 


Considere una serie geometrica con a, = 5 y r = 1/2 ^,Que le pasa a la suma S n cuando 
n aumenta? Para contestar esta pregunta, se escribe primero la formula de la suma en la 
forma mas conveniente 


$, = 


Qi ~ a,r n 

1 - r 


a i _ a,r n 
l - r 1 - r 



( 1 ) 


Para a, = 5 y r = ‘ 2 , 



Asi, 



J 
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DEFINICION 3 


$OlliUU[ 


Parece que (i)" tiende a ser mas y mas pequeno cuando n aumenta y cuando la suma se 
acerca mas a 10. 

En general, es posible demostrar que si |r| < 1 entonces r" se obtendra mas y mas 
cerca de 0 cuando n aumente. Simbolicamente, r" —> 0 como n — »°c. Asi, el tdrmino 

1 - r 


en la ecuacion (1) tendera a 0 conforme n aumente, y S n tendera a 


1 - r 


En otras palabras, si |r| < 1, entonces S n puede ser tan cercano a 

a i 

1 - r 


como se desee tomando a n suficientemente grande. Asi, se define la suma de una 
serie geometrica infinita por la formula siguiente: 


Suma de una serie geometrica infinita 





M < i 


Si |r| & 1, una serie geometrica infinita no tiene suma. 


Expresion de un decimal repetitivo como fraccion 

Represente el decimal repetitivo 0.454 545 • ■ ■ = 0.45 como el cociente de dos enteros. 
Recuerde que un decimal repetitivo se llama numero racional y que cualquier numero 
racional se puede representar como el cociente de dos enteros. 

0.45 = 0.45 + 0.0045 + 0.000 045 + • • • 

El lado derecho de la ecuacion es una serie geometrica infinita con a ] — 0.45 y r = 
0.01. En consecuencia. 


_ g, _ 0.45 _ 0.45 _ 5 

' “ _ 1 - r “ 1 - 0.01 ~ 0.99 “ 11 

De aqui en adelante, 0.45 y ^ son el mismo numero racional. Compruebe el resultado 
dividiendo 5 entre 11. 
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Repita el ejemplo 7 para 0.818 181 - - - = 0.81 


Estimulacion de la economia 

El gobiemo de un estado usa las ganancias de una ioteria para proporcionar un reem- 
bolso del impuesto para los duenos de propiedadcs. Suponga que un individuo reci- 
be un reembolso de S500 y gasta el 80% de este, y cada una de las personas que reciben 
ei dinero que gasta este individuo gastan tambien el 80% de lo que el o ella reciben, 
y este proceso continua sin fin. Segiin la doctrina multiplicativa en economia, el efec- 
to del reembolso de impuesto original de $500 en la economia se multiplica mu- 
chas veces. c'.Cual es el total de la cantidad gastada si el proceso continua como se 
indico? 


Solucion El individuo recibe $500 y gasta 0.8(500) = $400. Los destinatarios de estos $400 
gastan 0.8(400) = $320, los destinatarios de estos 8320 gastan 0.8(320) = $256, y asi 
sucesivamente. Asi, el gasto total generado por el reembolso de S500 es 


400 - 320 + 256 + • • ■ = 400 + 0.8(400) + (0.8) 2 (400) + • • • 


lo que se reconoce como una serie geometrica infinita con a, = 400 y r = 0.8. Por 
consiguiente, la cantidad total gastada es 


5 . = 


1 - r 


400 
1 - 0.8 


400 

— = $2 000 

0.2 


Repita el ejemplo 8 si el reembolso del impuesto es de $1 000 y el porcentaje gastado 
por todos los destinatarios es de 90%. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


(A) Encuentre una serie geometrica infinita con a, = 10 cuya suma sea 1 000. 

(B) Encuentre una serie geometrica infinita con a : «* 10 cuya suma sea 6. 

(C) Suponga que una serie geometrica infinita con a { = 10 tiene una suma. Expli- 
que por que la suma debe ser mayor de 5. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) La sucesion es geometrica con r = pero no aritmctica, 

(B) La sucesion es aritmetica con 4=5. pero no geometrica. 

(C) La sucesion no es aritmetica ni geometrica. 

2. (A) 139 (B) -2 3. -1456 4. 570 5. S695 

6. -85.33 7. £ 8. S9 000 
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EJERCICIG 


10-3 


A _ 

En los problemas 1 y 2, determine si los siguientes pueden ser 
los primeros tres terminos de una sucesion aritmetica o 
geometrica, y, si este es el caso, encuentre la diferencia comun 
o la razon comun y los siguientes dos terminos de la sucesion. 

1. (A) -11,-16, -21,. .. (B) 2, -4, 8 , , . . 

(C) 1,4,9,... (D) 

2. (A) 5, 20, 100,... (B) -5, -5, -5,. .. 

(C) 7, 6.5, 6 ,... (D) 512,256, 128,... 

Sea a r a,, a. : ,... ,a n ... una sucesion aritmetica. En los proble¬ 
mas del 3 at 10 encuentre las cantidades indicadas. 

3. a t = -5, d = 4; a 2 = ?, a 2 = ?, a 4 = ? 

4. a, = — 1 8 , d — 3; a 2 = ?, a 3 = ?, a 4 = ? 

5. a, = -3, = 5; a 15 = ?, 5 n = ? 

6 . a, = 3, d = 4; a 22 — ?, S 21 = - 

7. a t = 1, a 2 = 5; 5 2) = ? 

8 . a, = 5, a 2 = 11; 5,, = ? 

9. a, = 7, a 2 = 5; a 15 = ? 

10. a, = —3, d = -4; a,„ = ? 

.Sea a,, a,, a y ...,a n ,... una sucesion geometrica. En los proble¬ 
mas 11 a! 16, encuentre cada una de las cantidades indicadas 

11 . a, = - 6 , r = — a 2 = ?, a 2 = ?, a 4 = ? 

12 . a, = 12 , r = 5 ; a 2 = ?, a, = ?, a 4 = ? 

13. a, = 81, r = 5 ; a 10 = ? 

14. a, = 64, r = 5 ; a 13 = ? 

15. a, = 3, a, = 2,187, r = 3; 5, = ? 

16. a, = 1, a, = 729, r = -3; S 7 = ? 

B _ 

Seaa r a„ a y ..„ a^ ... una sucesion aritmetica. En los proble¬ 
mas del 17 al 24 encuentre las cantidades indicadas. 

17. a, 3, a 20 = 117; ^ — ?, a^j ? 

18. a, = 7, a 8 = 28; d = ?, a 25 = ? 

19. a, = -12,a 40 = 22;5 40 =? 

20. a, = 24, a 24 = -28; S 2i = ? 

21 . a, = 3 , a 2 = rJn = ?, = ? 

22. a, = j, a 2 = \\ a , 9 = ?, 5 , 9 = ? 


23. a 3 = 13, a 10 - 55; a, = ? 

24. a, = -12, a 13 = 3; a, = ? 

Sea a r a,. a y . . . , a n . . . . una sucesion geometrica. En los 
problemas del 25 al 30, encuentre cada una de las cantidades 
indicadas. 

25. a, = 100 , a 6 = 1 ; r = ? 

26. a, = 10, a , 0 = 30 : r = 7 

27. a, = 5, r = -2; S I0 = ? 

28. a, = 3, r = 2; S 10 = ? 

29. a, = 9, a 4 = §; a 2 = ?, a 3 = ? 


30. a, = 12, a 4 = —5; a 2 = ?, a 3 = ? 

51 40 

31. S 51 = 2 W + 3) = ? 32. S 40 = 2 (2* - 3) = ? 

4-1 4-1 

7 

33. 5, = X (—3)*-' = ? 34. = £ 3* = ? 

4=1 4=1 


35. Encuentreg(l) + g( 2) + g(3) + ■ • • + g(51)sig(0 = 5 - 1. 

36. Encuentre/(l)+/(2)+/(3) +-H/(20)si/(x) = 2x - 5. 

37. Encuentres g( 1) + g( 2) + • ■ • + g(10) sigix) = (^)\ 

38. Encuentre/(1) +/(.2) + ■ • ■ +/(10) si f(x) = 2\ 

39. Encuentre la suma de todos los enteros pares entre 21 y 13 5. 

40. Encuentre la suma de todos los enteros impares entre 100 
y 500. 

41. Demuestre que la suma de los primeros numeros naturales 
impares n es a 2 , usando las formulas adecuadas para esta 
seccion. 

42. Demuestre que la suma dc los primeros numeros naturales 
de n es n + » 2 , usando las formulas adecuadas de esta sec¬ 
cion. 

43. Encuentre un numero positivo ar tal que -2 + .v — 6 sea 
una serie geometrica de tres terminos. 

44. Encuentre un numero positivo x tal que 6 + x + 8 sea una 
serie geometrica de tres terminos. 

45. Para una sucesion dada en la cual a, = ~3 y a„ = a, , + 
3 ,n> 1 , encuentre a n cn terminos de n. 

n 

46. Para la sucesion del problema 45, encuentre £. = ]>) a t en 

terminos de n. * = 1 

^ En los problemas del 47 al 50. encuentre el menor entero posi¬ 
tivo n tal que a n < b n graficando las sucesiones {a,}y {bj con 
un dispositive de grajicacion. Compruebe su respuesta usan¬ 
do un dispositivo de grajicacion para mostrar ambas sucesio¬ 
nes en forma de tabla. 

47. a„ = 5 + 8 n, b„ = 1.1" 

48. a„ = 96 + 47n, b n = 8(1.5)" 





49. a„ = 1 000 (0.99)", b„ = 2n + 1 

50. a„ = 500 - n, b n = 1.05" 

En los problemas del 51 a! 56 encuentre la suma de cada serie 
geometrica infinita que tiene una suma. 

51. 3+1 + 5 + • ■ • 52. 16 + 4 + 1 + • • ■ 

53. 2 + 4 + 8 + • • • 54. 4 + 6 + 9 + ■ ■ • 

55. 2 - * + £- 56. 21 — 3+|- 

En los problemas del 57 al 62. represente cada decimal repeti¬ 
tive como el cociente de dos enteros. 

57. 0.7 = 0.7777 ■ • • 58. 0.5 = 0.5555 • • ■ 

59. 0.54 = 0.545 454 • ■ • 60. 0.27 = 0.272 727 ■ 

61. 3.216 = 3.216216216 • • ■ 

62. 5.63 = 5.636 363 ■ • ■ 

c_ 

Pruebe, usando induccion matematica, que si {a } es una 
sucesion aritmetica, cntonces 

a n — a, + (n — \)d para cada n > 1 

Pruebe, usando induccion matematica, que si {a ( } es una 
sucesion aritmetica, entonces 

S„ = ^ [2a, + {n - 1 )d\ 

65. Si en una sucesion dada. a. = — 2 y a = —3a ,, n > 1, 

1 J n n — I’ 7 

encuentre a n cn terminos de n. 

n 

66 . Para la sucesion del problema 65, encuentre a S n = 2 a k 

en terminos de n. * 1 

67. Demuestre que {x 2 + xy + y 2 ), (z 2 + xz + x 2 ) y (y 2 + yz + 
z 2 ) son terminos consecutivos de una progresion aritmeti¬ 
ca si x, y y z forman una progresion aritmetica. (De las 
Olimpiadas de matematicas de la URSS, 1955-1956, Gra- 
do 9.) 

68 . Tome 121 terminos de cada progresion aritmetica 2, 7, 
12,..., y 2, 5. 8 ,... ^Cuantos numeros habra en comun? (De 
las Olimpiadas de Matematicas de la URSS, 1955-1956, 
Grado 9.) 

Pruebe, usando induccion matematica, que si {aj es una 
sucesion geometrica, cntonces 

a„ = a,r" { n £ N 

Pruebe, usando induccion matematica, que si {aj es una 
sucesion geometrica, entonces 


Dado el sistema de ecuaciones 

ax + by “ c 
dx + ey =f 

donde a , b, c, d , <?, /’es alguna progresion aritmetica con 
una diferencia constante no cero, demuestre que el siste¬ 
ma tiene una solucion unica. 

72. La suma del primer y cuarto terminos de una sucesion arit¬ 
metica es 2, y la suma de sus cuadrados es 20. Encuentre 
la suma de los primeros ocho terminos de la sucesion. 


APLICA' iONES “ 

73. Negocios. Al examinar diferentes oportunidades de traba- 
jo, usted encuentra que la firma A comenzara pagandole 
S25 000 por ano pero le garantiza un aumento de SI 200 
cada ano mientras la firma B comenzara pagandole S28 000 
por ano pero le garantiza un aumento de solo S800 cada 
ano. En un periodo de 15 anos, ( ;cuanto recibiria usted de 
cada firma? 

74. Negocios. En el problema 73, ^cual seria su salario anual 
en cada firma cn cl decimo ano? 

75. Economia. El gobiemo, a traves de programa de subsidio 
distribuye SI 000 000. Si se supone que cada individuo o 
agencia gastan 0.8 de lo que reciben, y 0.8 de esto se gasta, 
etcetera, /cuanto del aumento total del gasto resulta de esta 
accion del gobierno? 

76. Economia. Debido a los impuestos rcducidos, un indivi¬ 
duo tiene un extra de S600 en ingresos gastables. Si sc 
supone que el individuo gasta el 70% dc estos cn bicncs de 
consumo, y que los productores de estos bicncs gastan al- 
temativamente el 70% de lo que recibcn cn bienes de con¬ 
sumo, y que este proceso contmua en forma indefinida, 
( ',cual es la cantidad total gastada en bienes de consumo? 

77. Negocios. Si S P es invertida al r% de interes compuesto 
anual, la cantidad A presente despues de n anos forma una 
progresion geometrica con una razon comun de 1 + r. Es- 
criba una formula para la cantidad despues de n anos. ^En 
cuanto liempo se duplicara una suma dc dinero P si se in- 
vierte al 6 % de interes compuesto anual? 

78. Crecimiento demografico. Si una poblacion de A 0 perso¬ 
nas crece a una tasa constante de r% anual. la poblacion 
despues dc t anos forma una progresion geometrica con 
una razon comun de 1 + r. Escriba una formula para la 
poblacion total despues de t anos. Si la poblacion mundial 
aumenta a una tasa de 2 % por ano, ^cuanto tiempo le to- 
mara duplicarse? 

79. Finanzas. Hace 11 anos una inversion gano S7 000 al ano. 
El ano pasado la inversion gano $14 000. Si los intereses 
de la inversion han aumentado la misma cantidad cada ano, 
,'cual es el aumento anual? y ^cuantos intereses se han acu- 
mulado en la inversion en los ultimos 11 anos? 
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80. Temperatura del aire. Cuando el aire seco se mueve ha- 
cia arriba. sc expaiide. F.n ese proccso, se enfria a una tasa 
de aproximadamente 5'F por cada 1 000 pies que se eleva. 
F.sto se conoce como proccso adiabatico. 

(A) <,Que clase de sueesion forman las tempcraturas de 
altitudes que son multiplos de 1 000 pics? 

(B) Si la temperatura del suelo es de 80°F, escriba una 
formula para la temperatura T cn terminos de n, si n 
esta en miles de pies. 

81. Ingenieria. Una rueda que intenta llegar al reposo gira 300 
revoluciones el primer minuto (vease la figura). Si cn ca¬ 
da minuto subsiguiente gira dos tercios de lo que giro en el 
minuto anterior, ( -,cuantas revoluciones hara la rueda antes 
de llegar al reposo? 



82. Flsica. La primera oscilacion de un balancin en un pendu- 
lo es de 10 pulgadas. Si cn cada oscilacion subsecuente se 
mueve una distancia de 0.9 con relacion a la oscilacion 
anterior, <iQue distancia oscilara el balancin antes de lle¬ 
gar al reposo? 



83. Cadena alimenticia. Una planta es comida por un insec- 
to, un insecto por una trucha, una trucha por un salmon, un 
salmon por un oso, y el oso es comido por usted. Si solo 
20 % de la energia se transforma de una etapa a la otra. 
^cuantas calorias debe contener la planta para que usted 
obtenga 2 000 calorias al comer la came del oso? 

84. Genealogia. Si existen 30 arios cn una generacion, i,cuan- 
tos antecesores directos tienc cada uno de nosotros desde 
hacc 600 arios? Por antecesores directos, se entiendc a los 
padres, abuclos, bisabuelos, etcetera. 


85. Fisica. Un objeto que esta cavendo del reposo hacia un 
vacio cerca de la superficie de la Tierra cae 16 pies duran¬ 
te el primer segundo, 48 pies durante el segundo, 80 pies 
durante el tcrcero, etcetera. 

(A) ^Cuanto cacra cl objeto durante el onceavo segundo? 

(B) ^Cuanto cacra el objeto en 1 1 segundos? 

(C) ^Cuanto cacra cl objeto en t segundos? 

86 . Fisica. En el problema 85, <,cuanlo eaera el objeto durante: 
(A) F.l doceavo segundo? (B) El resimo segundo? 

87. Crecimiento de hacterias. Una bacteria de colera simple 
sc divide cada media hora para producir dos bacterias de 
colera eompletas. Si sc empieza con una colonia de bacte 
rias/i n , ^.cuantas bacterias se tendran en t horas. suponien- 
do que se suministra la comida adecuada? 

88 . Division celular. Una celula de lcucemia inyectada a un 
raton saludable se dividira cn dos celulas en aproximada¬ 
mente medio dia. Al finalizar el dia estas dos celulas se 
dividen otra vez, con el mismo proceso de duplieacion con- 
tiniia cada medio dia hasta completar mil millones de ce¬ 
lulas, tiempo en el cual muere el raton. /,Quc dia despues 
de comcnzar el experimento va a ocurrir esto? 

* * 89. Astronomia. Desde la epoca del astronomo griego Hiparco. 
siglo ii a.C.. el brillo de las estrcllas se ha medido cn ter¬ 
minos de magnitud. Las estrcllas mas brillantes, cxcluyen- 
do al Sol, sc clasifican en la magnitud 1, y las mas dificiles 
de observar son clasificadas en la magnitud 6 . En 1856. el 
astronomo ingles N. R. Posgon mostro que las estrcllas de 
primera magnitud son 100 veces mas brillantes que las de 
sexta magnitud. Si la razon del brillo entre magnitudes 
consecutivas es constante, cncuentre esta razon. [Sugeren- 
cia: Si b es el brillo de una magnitud nesima, cncuentre a 

r para la prouresion aeometrica b { , b„ b x .dado que 6, 

= 100/ V ] 

90. Musica. Las notas cn un piano se miden en ciclos por se¬ 
gundo. forme una progresion geomctrica. 

(A) Si A es de 400 ciclos por segundo y A', 12 notas mas 
altas, es de 800 ciclos por segundo, cncuentre la ra¬ 
zon constante 

(B) Encuentre los ciclos por segundo de C. tres notas mas 
altas que A. 



91. Acertijo. Si se coloca 1 e cn cl primer cuadro de un table- 
ro, 2c cn el segundo cuadro, 4e en el tercero, y asi conti- 
nua duplicandose la cantidad hasta que se ocupan 64 
cuadros, ^.cuanto dincro habra en el cuadro 64? /.Cuanto 
dincro habra en todo el tablero? 
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92. Acertijo. Si una hoja de papcl muy delgado de 0.001 pul- 
gadas de grosor se rompe a la mitad y cada mitad sc rom- 
pe otra vez a la mitad. y el proceso se repite 32 vcccs, <^de 
que altura sera el monton de papel si los pedazos sc colo- 
can uno sobre otro? Caleule su respuesta a la nulla mas 
cere ana. 

93. Presion atmosferica. Si la presion atmosferica disminuye 
bruscamente por un factor de 10 por cada 10 millas de 
aumento en una altitud de hasta 60 millas, y si la presion 
cs de 15 libras por pulgada cuadrada al nivel del mar, ^cual 
sera la presion en una altitud de 40 millas? 

94. Paradoja de Zeno. Visualice una hipotetica pisla oval dc 
440 yardas que tiene cintas estiradas cruzando la pista en 
el punto medio y en cada punto que marca el punto medio 
de cada distancia restante despucs de aquel. Un corredor 
que corre alrededor de la pista ticnc que romper la primera 
cinta antes que la segunda, la segunda antes de la tercera. 


etcetera. Desde este punto de vista parece que nunca aca- 
bara la carrera. Esta famosa paradoja se atribuye al filoso- 
fo griego Zeno. 495-435 a.C. Si se supone que el corredor 
corre a 440 yardas por minuto, los tiempos entre las ruptu- 
ras de la cinta forman una progresion geometrica infinita. 
^Cual es la suma de esta progresion? 

95. Geometria. Si los puntos medios de los lados de un trian- 
gulo equilatero estan unidos por lineas rectas. la figura 
nueva sera un triangulo equilatero con un perimetro igual 
a la mitad del original. Si se comienza con un triangulo 
equilatero con perimetro 1 y se forma una sucesion de trian- 
gulos cquilateros “anidados’’ procediendo como se descri¬ 
be, ^cua! sera el perimetro total de todos los triangulos que 
se pueden formar de esta manera? 

96. Fotografia. El liempo de exposicion y las/paradas de una 
camara estan dados como se indica: 

i I I J, J. JL J !_!_L 

Ttempo de exposicion: 1 • J- 5 - »• is- so- 6 n> 12.V 250 - 500 

/paradas: 1.4. 2. 2.8. 4. 5.6. 8. 11, 16, 22 

Estas estan muy ecrca de ser progresiones geometrieas. 
Estime sus razones comunes. 

** 97. Geometria. Sc sabe que la suma de los angulos interiores 
de un triangulo cs 180°. Demuestre que las sumas de los 
angulos interiores de poligonos con 3. 4, 5, 6, . . . lados 
forman una sucesion aritmetica. Encuentre la suma de los 
angulos interiores de un poligono de 21 lados. 


SE 
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Factorial 

Formula binomial 


La forma binomial 

(o + b)" 

donde n es un numero natural, aparece mas frecuentemente de lo que se podria esperar. 
Los coeficicntes en la expansion desempenan un papel importante en estudios de pro- 
babilidad. La formula binomial , que se deduce a continuacion, permite desarrollar (a + 
b)" dircctamente para cualquier numero natural n. Puesto que la formula implica 
factoriales, se desvia un momento el estudio para introducir este concepto importante. 


Para n un numero natural, n factorial (se denota por n!) es el producto de la primera n 
en numeros naturales. El cero factorial se define como 1 . 
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DEFINICION 1 n factorial 

Para n un numero natural 


«! = n(n — 1).2*1 

1 ! = 1 
0 ! = 1 


Esto es tambien util para notar que: 


Teorema 1 Formula de recurrencia para n factorial 


«! = «■(«— 1 )! 


Evaluacion de factoriaies 


(A) 

(B) 

(C) 

(D) 


41 = 4 . 3! = 4.3 . 2! = 4 
5! = 5 • 4 • 3 • 2 • 1 = 120 
7 ! _ 7 - 6 ? 

6 ! " 61 
8 ! _ 8 - 7-6 • 51 
5! "" 5! 


= 7 


= 336 


3 


2 


1 ! 


4-3-2 


24 


Problema 


Encuentre: (A) 6! 



(C) 


9! 

6 ! 


PRECAUCION 


Cuando las fracciones reducidas irnpliquen factoriaies, no confunda el entero sim¬ 
ple n con el simbolo «!, el cual representa al producto de n enteros consecutivos. 


— ^ 2 ! 
3! 


6! 

3 ! 


6 5 - 4 - 3 ! 
3 ! " 


= 6 5 4 = 120 


Los factoriaies se usan en la definicion del importante simbolo 


el cual se usa 


W 

frecuentemente en estudios de probabilidad. se llama el simbolo combinatorin y se 
define para rynno negativos, de la manera siguiente: 






10-4 Formula binomial 


755 


DEFINICION 2 Simbolo combinatorio 

Para enteros rynno negativos. 0sr<«. 

M = nl 
\r) r\(n - r)! 

_ n(n — l)(n — 2). (n — r + 1) 

r{r — 1).2-1 

El simbolo combinatorio | ” J tambien puede denotarse por C n r . , C o C(n, r) y se lee 

como “de n se eligen r”. Muchas calculadoras usan C r para denotar la funcion que 
evalua al simbolo combinatorio. 

EJEMPLO Evaluacion del simbolo combinatorio 

f / 8 \ = 8 ! = _8!_ 8 -7-6 -5! = 

1 j 1,3/ 3!(8 - 3)! 3!5! 3 • 2 • 1 • 5! 

il\ 7! 7! 

(B) =-= — =1 Recuerde, 0! = i 

\QI 0!(7 - 0)! 7! 


Encuentre: (A) J (B) P 


EXPLORACION Y ANALIS1S 1 (A) Calcule los terminos de la sucesion finita ^ j, ^ j. ^ j-, ^ j (la sucesion 


esta graficada en la figura 1). ^La sucesion es aritmetica? ^Geometrica? ^Cual 
termino es el mayor? ^Ei menor? Encuentre la suma de las series correspon- 
dientes. 
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* Formula binomial 


Ahora se esta listo para tratar de descubrir una formula para el desarrollo de (a + b)' ! 
usando la induccion ordinaria; esto es. se veran algunos casos especiales y se postulara 
una formula general de ellos. Despues se tratara de probar que la formula es valida para 
todos los numeros naturales, usando induccion matematica. Para comenzar, se calcula 
directamente las potencias de los primeros cinco numeros naturales de ( a + b)’\ organi- 
zando los terminos en potencias decrecientes de a: 

(a + b) 1 = a + b 

(a + b) 2 = a 1 + lab + b 2 

(a + b ) s = a 3 + 3 a 2 b + lab 2 + b 3 

(a + h) 4 = a 4 + 4 a 3 b + 6 arb 2 + 4 ab 3 + b 4 

(a + b) 5 = a 5 + 5a 4 b + 10 a 3 b 2 + 10u 2 2 > 3 + 5 ab 4 + b f 


Observaciones 

1. La expansidn de ( a + b) n tiene n U 1 terminos. 

2. La potencia de a disminuye en 1 para cada termino can forme se mueve de 
izquierda a derecha. 

3. La potencia de b aumenta en 1 para cada termino conforme se mueve de iz¬ 
quierda a derecha. 

4. En cada termino, la suma de las potencias de a y b siempre asciende a n 

5. Comenzando con un termino dado, se puede obtener el coeficiente del proxi¬ 
mo termino multiplicando el coeficiente del termino dado por el exponente 
de a y dividiendo entre el numero que representa la p asicidn del termino er 
la serie de terminos. Por ejemplo, en la expansion de {a + b) A , el coeficiente 
del tercer termino se encuentra en el segundo termino multiplicando 4 y 3 y 
despues dividiendo entre 2. Asi, el coeficiente del tercer termino es (4 ■ 3 V 
2 = 6 . 


Ahora se postulan las propiedades para el caso general: 


ft i . if\/( j. I -v, 

(a + bf = a" + -a"-'b + . . a"~ 2 b 2 


n(n - 1 ) . 

i _ _ ,-> n ~ * 

1 ■ 2 


»(. - Ofr. - 2 ) 

1-2-3 


;a" + 


0 !(n — 0 )! l!(n — 1 )! 


m ' rt ’ 

a" 'b + ... _.. a" 2 b 2 


2 !(« - 2)! 
i 


n\ 


3!(n - 3)! 


a—- 3 b 3 + • • • + 


n\{n - «)! 


b " 


(n\ (} 

\ (r^ 

(n\ . . 


1 ju + 

1 a n ~ l b + 1 ‘ \a"~ 2 b 2 + 

+ 

i 

c 

■ + 

\0j \1 

/ \ 2 / 

W 

l 




Asi, se ha llegado a la formula binomial usando la induccion ordinaria: 
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Teorema 2 


Prueba 


Parte 1 


Parte 2 


Formula binomial 

Para n un entero positivo 


(a + b) n = 


* = o \Jc) 


k b k 


Ahora se procede a probar que la formula binomial es valida para todos los nume- 
ros naturales n usando induccion matematica. 


Establezca la conjetura. 


P n : (a 4- b)" = 2 J>}J 


Demuestre que P es verdadera. 

X = a + b = (a + b)' 

j=o \J / / 


En consecuencia, P. es verdadera. 


Demuestre que si P k es verdadera, entonces P t+| es verdadera. 


P k : (a + bf 


= X (*) 

y-o \J) 


a k ~ J b' 


Suponga que P, es verdadera. 


11 /lc 4 - 1 \ 

: (a + fr)*’’ 1 = \ 1 )a*~ 1 ~ J b J Muestre que , , es verdadera. 

"o\ j I 

Se comienza multiplicando ambos lados de P. por (a + b): 


(a + b) k (a + b) = 


'iftW 

j = n \jl 


(a + b) 


El lado izquierdo de esta ecuacion es e! lado izquierdo de P k+ .. Ahora se multiplica 
afuera el lado derecho de la ecuacion y se trata de obtener el lado derecho de P k + ( : 


(a 4 - bY" = 


o> ,+ Ik"» + ‘ r v+ - + 


(a + b) 




= „ a* 1 + 


CM 

CM 

(*- 

(k\ /*\1 [fk\ (k\ 

■ ’ 1 " * -iliVoi-o- 


JU + *W + - + 


\j abf + \k b “' 


a‘-'b ! + 
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Ahora se usan los siguientes hechos (las pruebas se dejan como ejercicios; vease los 
problemas del 55 al 57, del ejercicio 10-4): 



para reescribir el lado derecho como 



Puesto que el lado derecho de la ultima ecuacion es el lado derecho de P k _ ,, se muestra 
que P k + t se deduce de P k . 

Conclusion P n es verdadera. Esto es, la formula binomial es valida para todos los enteros positi- 
-t 4 vos n. 


Uso de la formula binomial 

Use la formula binomial para desarrollar (jc + yf. 


Solucion 


(x + y) b = 



k 






= x 6 + 6 x 5 y + 15x 4 y 2 + 20xy + 15x 2 y 4 + 6xy 5 + y 6 


Use la formula binomial para desarrollar Or + l) 5 . 


Uso de la formula binomial 

Use la formula binomial para desarrollar (3 p — 2qf. 

(3 p ~ 2q) 4 = [Op) + (-2 q)] 4 o = 3 p, b = -2 q 

= i (fyopy- k (-2 q y 

= ( o )(3p) 4 + l ^](3p) 3 (- 2q) + ^Op) 2 {-2qf 

/4 N 

+ M(3p)(-2g) 3 + I 4 j(-2^) 4 
= 81p 4 - 216 p i q + 2lbp 2 q 2 - 96pq 2 + 1 6q 4 


Solucion 
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Use la formula binomial para desarrollar (2m - 5 nf. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 




(A) Calcule cada termino y tambien la suma de las series altemantes, 



(B) ^Que resultado de las series altemantes se puede deducir para a = 1 y b — -1 
en la formula binomial? 


Uso de la formula binomial 

Use la formula binomial para encontrar el cuarto y decimosexto termino en el desarro- 
llo de (x — 2) 20 . 


Solucion En el desarrollo de (a + b) n el exponente de b en el resimo termino es r — 1 y el 
exponente de a es n — (r - 1). Asi que, 


Cuarto termino: 


Decimosexto termino: 



20 • 19 • 18 
3-2-1 


* l7 (-8) 


= -9 120jc 17 


_ 20 • 19 • 18 - 17 - 16 
5 ■ 4 • 3 • 2 • 1 
= 508 035 072* 5 


**(-32 768) 


Use la formula binomial para encontrar el quinto y decimosegundo terminos en el desa¬ 
rrollo de (w — l) 18 . 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 720 (B) 6 (C) 504 2. (A) 36 (B) 1 

3. + 5x 4 + 10r’ + lOx 2 + 5* + 1 4. 8m 3 - 60 m 2 n + ! 50mn 2 - 125n 3 

5. 3 060u 1 '*; -31 824« 7 


EJERCICIO 


10-4 


A _ 

Eva hie cada expresion en los problemas del 1 al 12. 

20 ! 

1. 6! 2. 4! 3. — 


5! 

0 

6.2| 

4. — 

5. — 

4! 

7! 

6! 

, 6! 

o 5! 

n 


7. —— 8. —- 9. - ; — 

4!2! 2!3! 0!(9 - 0)! 
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8 ! ^ 8 ! ^ 7! 

10 ' 8!(8 - 8 )! 1L 2!(8 - 2)! U ' 3!(7 - 3)! 

Escriba cada expresion en los problemas del 13 al 16 como el 
cociente de dos factoriales. 

13. 9 14. 12 

15. 6 ■ 7 • 8 16. 9 ■ 10 • 11 • 12 


B 


Evalue cada expresion en los problemas del 17 al 24. 



25. Encuentre el menor entero positivo n tal que n\ produzca 
uti error de capacidad (overflow) en su calculadora. 

! 2^j \ 

26. Encuentre el menor entero positivo n tal que “ 1 produz¬ 
ca un error de capacidad cn su calculadora. \ n / 


Desarrolle los problemas del 27 al 38 usando la formula 
binomial. 


27. (m + n 
30. (3m + 2v) : 
33. (m + 3n ) 4 
36. (2x - l ) 5 


28. (jc + 2) 3 
31. (x - 2 ) 4 
34. (3 p - q? 
37. (m + 2n)' 


29. (lx - 3yf 
32. (x - y ) 4 
35. (2r - y) s 
38. (2x - y) 6 


En los problemas del 39 al 46, encuentre el termino indicadu 
en cada desarrollo. _— 5 , ou fJa. 

39. (u + v) 15 : ®$«ti^septimo termino 

40. (a + b) u ; quinto termino 

41. (2m + n) u \ onccavo termino 

42. (x + 2>’) m ; tercer termino 

43. [(vv/2) - 2] 1 ': te^0n*septimo termino 

44. (x — 3) 10 ; cuarto termino 

45. (3.v — 2v) s ; sexto termino 

46. (2 p — 3c/) 7 ; cuarto termino 

En los problemas del 4 7 al 50, use un dispositivo de graflcacion 
para grqficar cada sucesion y mostrarla en forma de tabla. 

47. Encuentre el numcro de terminos de la sucesion 

(:)■(?)•(?).a 


48. Encuentre el numero de terminos de la sucesion 


(X)-C).ft) 

que son mavores que la mitad del termino mas grande. 

49. (A) Encuentre el termino mas grande de la sucesion a n , 

a,, a v ..., « 10 con tres cifras decimales, dondc 

j (0.6) l °-‘(0.4)*. 

(B) De acucrdo con la formula binomial, /,cual es la suma 
de la serie a 0 + a t + a 2 + ■ ■ ■ + a^l 

50. (A) Encuentre cl termino mas grande de la sucesion a (r 

<j |( a v ... ,a m con tres cifras decimales, donde 

n* = (0.3) lo-t (0.7)*. 

(B) De acuerdo con la formula binomial, /,cual es la suma 
dc la serie a 0 + + a 2 + • • • + a |0 ? 

c_ 



51. Evalue (1.01)’° con cuatro cifras decimales, mediante la 
formula binomial. [ Sugerencia: Sea 1.01= 1 + 0.01.] 

52. Evalue (0.99) fi con cuatro cifras decimales, usando la formu¬ 
la binomial. 


Demuestre que: 
Demuestre que: 
Demuestre que: 
Demuestre que: 
Demuestre que: 



Demuestre que 



esta dado por la formula dc recurrencia 




donde{ ' J = 1. 

59. Escriba 2" = (1 ■+- 1)” y desarrolle. usando la formula 
binomial para obtencr 



que son mayores que la mitad del termino mas grande. 
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60. ,'Puedc usted adivinar que sigue cn los siguientes dos ren- 1 

glones del triangulo de Pascal que se muestra a la dere- . . 

cha? Compare los numeros del triangulo con los coeficien- 

tes binomiales obtenidos con la formula binomial. 1 2 1 

13 3 1 
14 6 4 1 


SECOON 


10-5 


Principio de muitiplkacion, permutaciones 

y combinaciones 



• Principio de 
multiplicacion 


EJEMPLO 1 


Principio de multiplicacion 

Permutaciones 

Combinaciones 


Ahora se puede desarrollar la forma binomial (a + b)", en dos pasos: primero. desarro- 
llamos en una suma de 2" terminos, con cada coeficiente 1; segundo, agrupando todos 
los terminos en los cuales b parece tener la misma potencia. se obtiene la suma de los n 
+ 1 terminos de la formula binomial. Por ejemplo, 

(a + b) 3 = (a + b)(a + b) 2 = (a 4- b)(aa + ab + ba + bb) 

= aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb Paso 1 
= a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 Paso 2 


Considere el termino aba del paso 1: La primera a viene del primer factor de a + b, la 
b viene del segundo factor de a + b. y la a final viene del tercer factor. Por tanto, " ] = 


3 el coeficiente de a 2 b en el paso 2, es el numero de maneras en que se elige a b de 
exactamente uno de los tres factores de a + b en {a + bY. 

De la misma forma, = 2 598 960 es el numero de maneras de elegir a b de 

exactamente cinco de los 52 factores de a + b en (a + b)~ 2 . De manera similar, 2 598 960 
es el numero de cinco manos de cartas que se pueden elegir de una baraja dc 52 cartas 
usual. En esta seccion se estudian tecnicas de conteo que estan relacionadas con la su- 


cesion 


ion \ n \, \ n 1, . \" 1, y se desarrollan importantes herramientas de 

W W v 2 / W 


conteo 


que son la base de la teoria de probabilidad. 


Se inicia con un ejemplo. 


Resultados combinados 

Suponga que se lanza una moneda y despues se tira un dado (vease figura I). ^Cuales 
son los posibles resultados combinados? 
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Solucion Para resolver este problema, se usa un diagrama de arbol: 


Cara Cruz 



Resultados de la moneda 

■%%% 

Resultados del dado 

Resultados de 
monedas y dados. 


Resultado Resultado 
de la del Resultados 

moneda dado combinados 




(C, 1) 
(C,2) 
(C, 3) 
(C, 4) 
(C, 5) 
(C, 6) 


(C,1) 
(C, 2) 
(C,3) 
(C, 4) 
(C,5) 
(C, 6) 


Por consiguiente, hay 12 posibles resultados combinados (hay dos maneras en las que 
la moneda puede caer seguida por seis maneras en las cuales el dado puede caer). 


Use un diagrama de arbol para determinar el numero de posibles resultados de un solo 
lanzamiento de dado seguido por el lanzamiento de una moneda. 


Ahora suponga que le preguntan, “de las 26 letras del alfabeto ingles, <^de cuantas 
maneras pueden aparecer tres letras en un renglon de una placa de licencia si la letra no 
se repite?” Intentar contar las posibilidades usando un diagrama de arbol podria ser 
extremadamente tedioso. El siguiente principio de multiplication, tambien llamado 
principio fundamental de conteo, nos capacita para resolver este problema facilmen- 
te. Ademas, este forma las bases para otras tecnicas de conteo que despues se desarro- 
llaran en esta section. 


Principio de multiplication 

1. Si dos operaciones 0 : y 0 2 se realizan en orden, con N t posibles resultados 
para la primera operacion y N 2 posibles resultados para la segunda opera- 
cion, entonces hay 

K-N 2 

posibles resultados combinados de la primera operacion seguidas por la se¬ 
gunda. 

2. En general, si n operaciones O v O v . . . ,O n se realizan en orden, con un 
posible numero de resultados N { , AC ..., respectivamente, entonces hay 

. N n 

posibles resultados combinados de las operaciones realizadas en el order 
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FJEMPLO 2 


Solucion 


Problema sekccionado 2 


EJEMPLO 3 


En el ejemplo 1, se ve que hay dos posibles resultados de la primera operacion de 
lanzar una moneda y seis posibles resultados de la segunda operacion de lanzar un 
dado. Asi que, por el principio de multiplicacion, hay 2 • 6 = 12 posibles resultados 
combinados de lanzar una moneda y despues un dado. Use el principio de multiplica¬ 
cion para resolver el problema seleccionado 1. 

Para responder la pregunta de la licencia de placa, se razona como sigue: Hay 26 
maneras de elegir la primera letra. Despues de que la primera letra se ha elegido, restan 
25 letras; hay 25 maneras de elegir la segunda letra. Y despues de que se han elegido 
dos letras, hay 24 maneras de elegir la tercer letra. Asi, usando el principio de multipli¬ 
cacion, hay 26 ■ 25 • 24 = 15 600 posibles maneras de elegir tres letras del alfabeto, sin 
que ninguna letra se repita. Pero si no se pennite que ninguna se repita, las sclecciones 
anteriores afectan las selecciones siguientes. Si se permite que las letras se repitan, 
entonces las selecciones anteriores no afectaran las selecciones posteriores, hay 26 po¬ 
sibles maneras de elegir cada una de las tres letras. Asi, si se permite que las letras se 
repitan, hay 26 ■ 26 ■ 26 = 26 3 = 17 576 posibles maneras dc elegir tres letras del 
alfabeto. 


Pruebas generadas en computadora 

Muchas universidades y colegios estan usando cn la actualidad procedimientos de prueba 
asistidos por computadora. Suponga que una pantalla de prueba consiste de cinco pre- 
guntas, y una computadora almacena cinco preguntas equivalentes para la primera 
pregunta de la prueba, ocho preguntas equivalentes para la segunda. seis para la tercera, 
cinco para la cuarta y 10 para la quinta. ^Cuantas diferentes pruebas de cinco preguntas 
puede seleccionar la computadora? Se consideran dos pruebas diferentes si difieren en 
una o mas preguntas. 


Oy Seleccion de la primera pregunta 

A- 

5 maneras 

O,: Seleccion dc la segunda pregunta 

N r 

8 maneras 

O y Seleccion de la tercera pregunta 

Xy 

6 maneras 

0^. Seleccion de la cuarta pregunta 

*4= 

5 maneras 

0,\ Seleccion de la quinta pregunta 


10 maneras 


En consecuencia, la computadora puede generar 

5-8"6*5*10 = 12 000 diferentes pruebas 


Cada pregunta de una prueba de opcion multiple tiene cinco opciones. Si hay cinco de 
estas preguntas en una prueba, ^cuantas hojas de diferentes respuestas son posibles si 
solo se marca una opcion para cada pregunta? 


Palabras con codigo de conteo 

<,Cuantas palabras con codigo de tres letras se pueden formar usando las ocho primeras 
letras del alfabeto si: 

(A) ninguna letra se puede repetir? (B) las letras se pueden repetir? 

(C) las letras adyacentes pueden no ser iguales? 
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Solueiones (A) Ninguna letra se puede repetir. 

Oy Seleccion de la primera letra A,: 8 formas 

0 2 '. Seleccion de la segunda letra N 2 : 7 formas Debido a que ya se ha usado una 

letra 

O Seleccion de la tercera letra N\: 6 formas Debido a que ya se han usado dos 

letras 

De manera que hay 

8 • 7 ■ 6 = 336 posibles palabras en codigo 

(B) Las letras se pueden repetir. 

O y Seleccion de la primera letra N\: 8 formas 

0 2 : Seleccion de la segunda letra A',: 8 formas Se permite la repeticion. 

O y Seleccion de la tercera letra Ny 8 formas Se permite la repeticion. 

Por consiguiente, hay 

8*8*8 = 8 3 = 512 posibles palabras en codigo 

(C) Letras adyacentes no pueden ser iguales. 

O y Seleccion de la primera letra Ny 8 formas 

O,: Seleccion de la segunda letra N 2 : 7 formas No puede ser la misma que la 

primera. 

O Seleccion de la tercera letra Ny 7 formas No puede ser la misma que la 

segunda, pero puede ser la mis¬ 
ma que la primera. 

De manera que hay 

8 • 7 ■ 7 = 392 posibles palabras en codigo 


^Cuantas palabras en codigo de cuatro letras son posibles usando las primeras 10 letras 
del alfabeto bajo las tres condiciones establecidas en el ejemplo 3? 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 El servicio de correos de un pais en desarrollo elige un codigo postal formado por 

cinco caracteres por letras (del alfabeto ingles) y por digitos. A1 menos medio millon 
de codigos postales se pueden generar. ^Que formato recomendaria usted para que 
los codigos se pudieran recordar facilmente? 


El principio de multiplication se puede usar para desarrollar dos metodos mas 
para el conteo que son muy utiles en problemas de conteo mas complicados. Ambos 
metodos usan la funcion factorial, la cual se introdujo en la section 10-4. 
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• Permutaciones 


Teorema 1 


Imagine cuatro pinturas ordenadas de izquierda a derccha en la pared de una galena de 
arte. ^Cuantos arreglos son posibles? Usando el principio de multiplicacion, hay cuatro 
maneras de seleccionar la primera pintura. Despues de seleccionar la primera pintura 
hay trcs maneras de seleccionar la segunda. Despues de seleccionar las dos primeras 
pinturas, hay dos maneras de seleccionar la tcrcera. Y despues de quc las tres prime¬ 
ras pinturas han sido seleccionadas, hay solo una manera de seleccionar la cuarta. Por 
lo tanto, el niimero de arreglos posibles para las cuatro pinturas es 

4 • 3 • 2 • 1 = 4! o 24 

En general, se hace referencia a un arreglo en particular, u ordenamiento, de n 
objetos sin repeticion como una permutacion de n objetos. ^Cuantas permutaciones de 
n objetos son posibles? Del razonamiento anterior, hay n formas en las que cl primer 
objeto se puede elegir, hay n - 1 formas en las cuales el segundo objeto se pucde elegir, 
y asi sucesivamente. Aplicando el principio de multiplicacion, se tiene el teorema 1: 


Permutaciones de n objetos 

El niimero de permutaciones de n objetos, se denota por P _ n , esta dado por 

= n ' (n — 1).1 = n\ 


Ahora suponga que el director de la galena dc arte decide usar solo dos de las 
cuatro pinturas disponibles cn la pared arregladas de izquierda a derecha. ^Cuantos 
arreglos de dos pinturas se pueden formar de las cuatro? Hay cuatro maneras de elegir 
la primera pintura. Despues de que se ha seleccionado la primera pintura, hay tres ma¬ 
neras de elegir la segunda pintura. Asi, el niimero de arreglos de dos de las cuatro 
pinturas, se denota por P 4J , dado por 

P AJ = 4-3 = 12 

0, en terminos de factoriales, multiplicando 4 • 3 por 1 en la forma 21/21, se tiene 


Esta ultima forma da P 42 en terminos de factoriales, lo cual es util en algunos casos. 

Una permutacion de un conjunto de it objetos tomando r al mismo tiempo es 
un arreglo de los r objetos en un orden especifico. Asi, razonando de la misma manera 
que en el ejemplo anterior se encuentra que el niimero de permutaciones de n objetos 
tomando r al mismo tiempo, 0 s r < «, se denota por P n , esta dado por 

P„. r =■ n(n - 1 )(n - 2). (n - r + 1) 

Multiplicando el lado derecho de esta ecuacion por 1 en la forma (n - r)\J{n — r)\, se 
obtiene una forma factorial para P : 

1 n,r 

(n — /*)'■ 

P„,r = n(n - l)(n - 2 ). (n - r + 1 ) — 
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Teorema 2 


EJEMPLO 4 


Solucion 


Problems seleccionado 4 


Pero 


n(n - \)(n - 2). (n — r + 1 )(n - r)! = n\ 

En consecuencia, se tiene el teorema 2: 


Permutacion de n objetos tomando r a un tiempo 

El numero de permutaciones de n objetos tomando r a un tiempo esta dado por 

P nr = n(n - 1)(« — 2).(« — /•+ 1) 

r factores 


p =-IE- 

" (n - r)l 


0 < r < n 


Observe que si r = n, entonces el numero de permutaciones de n objetos tomando 
n a un tiempo es 


P„ „ = 


n\ 




{n - »)! 0 ! 


Recuerde, 


lo cual concuerda con el teorema 1 , como debe ser. 

El simbolo de permutacion P nr , tambien se puede denotar por, P, P r o P(n, r). 
Muchas calculadoras usan P r , para denotar a la funcion que evalua al simbolo de 
permutacion. 


Seleccion de funcionarios 

De un comite de ocho personas, ^cuantas maneras posiblcs hay de elegir un presidente 
y un vicepresidente, suponiendo que una persona no puede mantener mas de una posi- 
cion? 


Realmente se esta preguntando por el numero de permutaciones de ocho objetos to¬ 
mando dos a un tiempo, esto es, P 8 : 


P».i = 


8 ! 


(8 - 2 )! 


8! _ 8-7-6! 
6 ! “ 6 ! 


56 


De un comite de 10 personas, ^cuantas maneras hay de elegir un presidente, un v icepre¬ 
sidente y un secretario, suponiendo que una persona no puede mantener mas de una 
posicion? 
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PRECAUCION 


EJEMPLO 5 


Solucion 


Problema seleccionado 5 


• Combinaciones 


Recuerde el uso de la definicion de factorial cuando simplifique fracciones que 
impliquen factoriales. 


6 ! 

3! 


A 2! 


6i 

3! 


6-5 -4-3! 
3! 


120 


Evaluacion de P 

n,r 

Encuentre el numero de permutaciones de 25 objetos tomando ocho a un tiempo. Cal- 
cule la respuesta con cuatro digitos significativos usando una calculadora. 


25! 


(25 - 8)! 


25! 

— = 4.361 X 10 in 


Un numero muy grande 


Encuentre el numero de permutaciones de 30 objetos tomando cuatro a un tiempo. 
Calcule la respuesta exactamente usando una calculadora. 


Ahora suponga que un museo de arte tiene ocho pinturas de un artista dado y otro 
museo de arte desea que le presten tres de esas pinturas para una exposicion especial. 
^De cuantas maneras se pueden seleccionar las tres pinturas que se van a enviar de las 
ocho disponibles? Aqui, el orden de los objetos seleccionados no es importante. Lo que 
ahora realmente interesa es conocer cuantos subconjuntos de tres objetos se pueden 
formar de un conjunto de ocho objetos. A tales subconjuntos se les llama combinacidn 
de ocho objetos tomando tres al mismo tiempo. El numero total de combinaciones se 
denota por el simbolo 


C, 


S.3 



Para encontrar el numero de combinaciones de ocho objetos tomando tres al mis¬ 
mo tiempo, C, v se usa la formula para P . y el principio de multiplicacion. Se sabe que 
el numero de permutaciones de ocho objetos tomando tres al mismo tiempo esta dado 
por P 8 , y se tiene una formula para calcular esta cantidad. Ahora suponga que se piensa 
a P 8 , en terminos de dos operaciones: 

O,: Seleccion de un subconjunto de tres objetos (pinturas) 

N,: C. , maneras 

0 2 \ Arreglo de los subconjuntos en un orden dado 
N 2 : 3! maneras 

La operation combinada 0 |( seguida de O v produce una permutacion de ocho objetos 
tomando tres al mismo tiempo. De tal manera que, 

flo = C M * 3! 


I 
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Para encontrar C se reemplaza a P „, en la ecuacion anterior con 8!/(8 — 3)! y se 
despeja C 8 ,: 

8 ! 

(8 - 3)! ~ Cs ’ 3 3 ' 


C$,3 — 


8 ! 


3!(8 - 3)! 


8 • 7 ■ 6 • 5! 
3 • 2 • 1 • 5! 


56 


Por lo tanto, el museo puede seleccionar las tres pinturas de entre las ocho disponibles 
en 56 diferentes maneras. 

Una combination de un conjunto de n objetos tomando r al mismo tiempo es 

un subconjunto de r elementos de los n objetos. Razonando de la misma manera que en 
el ejemplo, el numero de combinaciones de n objetos tomando r al mismo tiempo 0 ^ 
r s n. denotado por C ar se puede obtener al despejar C nr de la relation 


P„, 

C m . r 



• rl 


n ' « n\ 

r\{n - r)\ “ (n - r)! 


Teorema 3 Combination de n objetos tomando r a un tiempo 


El numero de combinaciones de n objetos tomando r a un tiempo esta dado por 


C - M - p ** - n[ 

\r) r\ r\(n - r)\ 


0 < r < n 


Observe que se ha usado la formula de combinacion en la seccion 10-4 para repre- 
sentar los coeficientes binomiales. 

Los simbolos de combinacion C,y ( n I tambien se pueden denotar por C‘ r , C r o 
C(n, r). v ) 


EJEMPLO 6 Selection de subcomites 


De un comite de ocho personas, ^de cuantas maneras se puede elegir un subcomite de 
dos personas? 

Solucion Observe como difiere este ejemplo del ejemplo 4, se quiere saber cuantas maneras hay 
de elegir un presidente y un vicepresidente de un comite de ocho personas. En el ejem¬ 
plo 4, el ordenamiento era importante. En la seleccion de un subcomite de dos perso¬ 
nas, el ordenamiento no importa. Asi, realmente se esta preguntando por el numero de 
combinaciones de ocho objetos tomando dos a la vez. El numero esta dado por 


Q.2 — 



8! _ 8 • 7 • 6! 

2!(8 — 2 )! ~ 2 * 1 • 6 ! 


28 
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Solucion 


EXPLORACIQN Y ANALISIS 2 


^Cuantos subcomites de tres personas se pueden elegir de un comite de ocho personas? 


Evaluacion de C 

n,r 

Encuentre el numero de combinaciones de 25 objetos tomando ocho a la vez. Calcule la 
respuesta con cuatro digitos significativos usando calculadora. 


C 


25,8 



25! 

8!(25 - 8)! 


25! 

8! 17! 


= 1.082 X 10 6 


Compare este resultado con el obtemdo en el ejemplo 5. 


Encuentre el numero de combinaciones de 30 objetos tomando cuatro a la vez. Calcule 
la respuesta exactamente usando calculadora. 


Rfiivj"' , n una pc-! mutation, importa el orden. En una combination, 
ui orden nr, importa. 

Para determinar si una permutacion o combinacion es necesaria, observe si al 
rearreglar la coleccion o lista se produce una diferencia. Si es asi, use permutaciones. Si 
no, use combinaciones. 


Cada una de las siguientes es una seleccion sin repetici6n. ^Podria usted considerar 
la seleccion como una combinacion? (Una permutacion? Analice su razonamiento. 

(A) Un estudiante saca tres libros de la biblioteca. 

(B) Un entrenador de un equipo de beisbol da los nombres de su alineacion inicial. 

(C) El nuevo presidente electo nombra a los miembros de su gabinete. 

(D) El presidente selecciona una delegacion de tres miembros de su gabinete para 
asistir al funeral de un jefe de Estado. 

(E) Un director de orquesta elige tres piezas de musica para un programa de sinfo- 
nia. 


Una baraja de 52 cartas tiene cuatro palos: corazones, espadas, diamantes y trebo- 
les, como se muestra en la figura 2. En el ejemplo 8, asi como en otros ejemplos y 
ejercicios de este capitulo, se hara referencia a esta baraja usual. 
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Una baraja usual de 

cartas. 


cjEMPuO S 


Solucion 


Problema seleccionado 8 


EJEMPLO 5 


Solucion 



Conteo de manos de cartas 

De una baraja usual de 52 cartas, ( ;cuantas manos de cinco cartas tienen tres ases y dos 
reyes? 

0 : Seleccion de tres ases de los cuatro posibles. 

C ,3 

0,: Seleccion de dos reyes de los cuatro posibles. El orden no es importante 

N • C 
‘ v r ^4.2 

Usando el principio de multiplication, se tiene 

Numero de manos = C A , ■ C 4 2 = 4 • 6 = 24 


De una baraja usual de 52 cartas, <jcuantas manos de cinco cartas tienen tres corazones 
y dos espadas? 


Conteo de numeros de serie 

Los numeros de serie para un producto se han formado usando dos letras seguidas de 
tres numeros. Si las letras se toman de las ocho primeras letras del alfabeto sin repeti- 
cion y los numeros de los 10 digitos del 0 al 9 sin repeticion, ^cuantos numeros de serie 
son posibles? 

0,: Seleccion de dos letras de las ocho disponibles El orden es imponante 

Hr 

0,: Seleccion de tres numeros de los 10 disponibles 

N ■ P 

iy 2- r m 
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Usando el principio de multiplicacion, se tiene 

Numero de numeros de serie = P = 40 320 


Problema seleccionado Repita el ejemplo 9 bajo las mismas condiciones, excepto que los numeros de serie 

ahora tienen tres letras seguidas por dos digitos sin repetition. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


I. 


2. 5 5 , o 3 125 


cc cc cc cc cc cc 

V V V V V V 

1 2 3 4 5 6 

Inicio 


3. (A) 10 • 9 • 8 • 7 a 5 040 (B) 10 * 10 • 10 • 10 = 10 000 (C) 10 • 9 • 9 ■ 9 = 7 290 

“• ■ 720 1 - 657 ,20 56 


7 * Cw.A 


30! 


41(30 - 4)! 


27 405 8. C I3J ■ C„. 2 = 22 308 9. />„ ■ P lKt = 30 240 


EJERCICIO 


10-5 


A 


Evalue Ion problemas clel I a116. 


1 . 


11 ! 

8 ! 


4. 


6 !_ 

4!2! 


2 . 


14! 

12 ! 


5. 


7! 

4!(7 - 4)! 


_5_ 

2!3 


6 . 


8 ! 

3!(8 - 3)! 


7 71 8 81 

' 7!(7 - 7)! ‘ 0!(8 - 0)! 

10. P AA 11. P 52 .4 

13. C 53 14. C 4 . 2 

16. C 522 

17. Un modelo nuevo de automovil esta disponible con cinco 
opciones de color, tres opciones de transmision, cuatro ti- 
pos de interiorcs y dos tipos de motor. (.Cuantas diferentes 
variaciones de estc modelo de automovil son posibles? 

18. Una cafeteria vende sandwiches con las siguientes opcio¬ 
nes: tres clases de pan, cinco clascs de came y lechuga o 
col. (.Cuantos diferentes sandwiches son posibles, supo- 
niendo que sc usa un producto de cada catcgoria? 

19. En una carrera en la que participan 10 caballos, (.cuantas 
diferentes combinaciones de caballos pueden ocupar los 
tres primeros lugares? No considerc empates. 


9 - P5.3 

12. P i23 
15. C 52 . 4 


20. En una carrera de larga distancia, en la que participan 50 
personas, ^cuantas combinaciones se pueden formar con 
los cinco primeros lugares? Excluya empates. 

21. <,De cuantas maneras se puede seleccionar un subcomite 
de tres personas de un comite formado por siete personas? 
^De cuantas maneras se puede elegir a un presidente, un 
vicepresidente y un secretario de un comite formado por 
siete personas? 

22. Suponga nueve cartas que estan numeradas con los nueve 
digitos del 1 al 9. Se da una mano de tres cartas, una carta 
cada vez. (.Cuantas manos son posibles donde: 

(A) Sc toma en cuenta el orden? 

(B) No sc toma en cuenta el orden? 

23. Una liga esta formada por 10 equipos. Si cada equipo jue- 
ga con otro exactamentc una vez, (.cuantos juegos se de- 
ben programar? 

24. Dados siete puntos, de los cuales tres no estan en una linea 
recta, (.cuantas rcctas se pueden dibujar uniendo dos pun¬ 
tos a la vez? 


B 

4 

25. (.Cuantas palabras en codigo de cuatro letras se pueden 
formar con las seis primeras letras del alfabeto sin que se 
repitan letras? (,Y permitiendo que se repitan letras? 


li 
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26. 

27. 


28. 


29. 

30. 


31. 


32. 

33. 

34. 

35. 


36. 


~ 37. 


38. 




C 


39. 


/.Cuantas palabras en codigo de cinco letras sc pueden for- 
mar usando las siete primeras letras del alfabeto, sin que 
se repitan letras? /,Y permitiendo que las letras se repitan? 

Un seguro de combinacion ticne cinco vueltas cada una 
marcada con los 10 digitos del 0 al 9. /.Cuantas combina- 
ciones dc apertura con cinco numeros son posibles, supo- 
niendo que los digitos no se repiten? /,Y suponiendo que 
los digitos se repiten? 

Un pequeno seguro de combinacion de una malcta tiene 
tres vueltas, cada una marcada con digitos del 0 al 9. /.Cuan- 
tas combinaciones de tres nimieros son posibles para abrir 
la malcta, suponiendo que no se repiten los digitos? /,Y 
suponiendo que si se repiten? 

De una baraja usual de 52 cartas, /.cuantas manos de cinco 
cartas tendran corazones? 

Dc una baraja usual dc 52 cartas, /.cuantas manos de cinco 
cartas tendran todas caras? /Todas tendran caras. pero no 
rcyes? Considere que solo las sotas, las rcinas y los reyes 
son las cartas con cara. 


/.Cuantas diferentes placas dc licencia son posibles si cada 
una contiene tres letras seguidas de tres digitos? /.Cuantas 
de estas placas de licencia no contienen letras ni digitos re- 
petidos? 

/.Cuantos codigos de cinco digitos de telefono son posibles? 
/.Cuantos dc cstos codigos no ticncn digitos repetidos? 

De una baraja usual dc 52 cartas, /.cuantas manos de sietc 
cartas tienen exactamcnte cinco espadas y dos corazoncs? 

De una baraja usual de 52 cartas, /.cuantas manos de cinco 
cartas tendran dos treboles y tres corazoncs? 

Un servicio que provee comida ofrece ocho entradas, 10 
platos principals y siete postres. Una persona encargada 
del banquetc selecciona tres entradas. cuatro platos princi¬ 
pals y dos postres para el banquete. /.De cuantas maneras 
se puedc hacer este? 


Tres departamentos de investigation tienen 12, 15 y 18 
miembros, respcctivamente. Si cada departamento selcccio- 
na un delegado y un suplente para representar al departamen¬ 
to en una confcrencia, /.cuantas maneras hay de hacer esto? 


(A) Use un dispositivo de graficacion para desplegar las 
sucesiones P, u , P m ,P m<) , y 0!, 110! en 
forma de tabla. y muestre que P l(ir > r\ para r = 0, 
1 ,.... 10 . 

(B) Encuentre los valores de r tales que P |0 r = r! 

(C) F.xplique por que P r 2: r\ cuando 0 SrS«. 


( A) /.Como estan rclacionadas las sucesiones - 
_l n "L v C C Cl 


0 ! 


1 ! 


10 ! 


(B) Use un dispositivo de graficacion para graficar cada 
sucesion y confirmar la relation del inciso (A). 


Una tienda dc articulos deportivos tiene 12 pares dc guan- 
tes para esquiar de 12 diferentes marcas en un cajon. To- 


dos los guantes son del mismo tamaiio. /.En cuantas dife¬ 
rentes maneras se puede selcccionarun guante izquierdo y 
uno derccho sin tomar en cucnta la marca? 

40. Una tienda de deportes tiene seis pares de tenis para correr 
de seis diferentes estilos dentro dc una canasta. Los zapa- 
tos son todos del mismo tamaiio. 6 De cuantas maneras se 
puede elegir un tenis izquierdo y uno derecho sin tomar en 
cuenta la marca? 

41. Se sclcccionan ocho puntos distintos cn la circunferencia 
dc un circulo. 

(A) /.Cuantas cuerdas se pueden trazar uniendo los pun¬ 
tos cn todas las direcciones posibles? 

(B) /.Cuantos triangulos sc pueden trazar usando estos 
ocho puntos como vertices? 

(C) /.Cuantos cuadrilateros se pueden trazar usando estos 
ocho puntos como vertices? 

42. Cinco puntos distintos se seleccionan en la circunferencia 
de un circulo. 

(A) /.Cuantas cuerdas sc pueden trazar uniendo los pun¬ 
tos en todas las formas posibles? 

(B) /.Cuantos triangulos se pueden trazar usando cstos 
cinco puntos como vertices? 

43. /.De cuantas formas distintas se pueden sentar dos perso¬ 
nas en una linea de cinco sillas?, /.tres personas?, cuatro 
personas?, /cinco personas? 

44. Cada uno de dos paises manda cinco delegados a una con¬ 
fcrencia de negocios. Se usauna mesa rectangular con cinco 
sillas a lo largo de cada lado. Si a cada pais se le asigna 
todo un lado de la mesa, /.cuantas formas diferentes de 
sentarse son posibles? [Sugerencia: La operacion 1 asigna 
un lado de la mesa a cada pais.] 

45. En un equipo de basquetbol hay cinco posiciones distin¬ 
tas. Se cuenta con ocho jugadores, /cuantos equipos ini- 
cialcs son posibles si: 

(A) se toman en consideracion las distintas posiciones? 

(B) no sc toman en consideracion las distintas posicio¬ 
nes? 

(C) no sc consideran las distintas posiciones pero Mike o 
Ken. alguno de los dos, debe empezar, pero no am- 
bos? 

46. /Cuantos comitcs de cuatro personas es posible formar de 
un grupo de nueve personas si: 

(A) no hay restriccioncs? 

(B) Juan y Mary deben estar en el comite? 

(C) Juan o Mary, pero no ambos, debe estar en el co¬ 
mile? 

Una mano dc cinco cartas sc reparte de una baraja usual 
de 52 cartas. ^Que es mas probable: que la mano conten- 
ga exactamente un rey o que la mano no contenga cora- 
zones? 

Una mano de 10 cartas se reparte de una baraja usual de 52 
cartas. <',Que es mas probable: que todas las cartas en la 
mano sean rojas o que todas contcngan cuatro ases? 
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ACTIVIDADES EN CRUPO DEL CAPITULO 10 Sucesiones especificadas por formulas 
de recurrencia 

La formula de recurrencia a n = 5 a n _ t - 6^ _ 2 junto con los valores iniciales a^ = 4, a, = 14, especifican la 
sucesion {aj cuyos primeros diversos terminos son 4, 14, 46, 146, 454, 1 394,.... La sucesion {a t } no es ni 
aritmetica ni geomctrica. No obstante, ya que satisface una simple formula de recurrencia, es posible obtener la 
formula para el nesimo termino para {aj que es similar a las formulas de los nesimos terminos para sucesiones 
aritmeticas y geometricas. Puesto que la formula para el nesimo termino es evaluable porque permite estimar un 
termino de una sucesion sin calcular todos los terminos anteriores. 

Si la sucesion geometrica {r"} satisface la formula de recurrencia anterior, entonces r" = 5r” ' - 6r" - 2 . A1 
dividirla entre r"~ 2 se obtiene a la ecuacion cuadratica r 2 — 5r + 6 = 0, cuyas soluciones son r = 2 y r = 3. Ahora 
es facil comprobar que las sucesiones geometricas {2"} = 2,4, 8, 16,. .. y {3"} = 3, 9, 27, 81,. . . satisfacen la 
formula de recurrencia. Por tanto, cualquier sucesion de la forma j«2" 4- v3"} donde u y v son constantes, satis¬ 
face la misma formula de recurrencia. 

Ahora se encontraran u y v de modo que los primeros dos terminos de \u2 n + v3"} sean = 4, a 2 = 14. 
Haciendo n = l y n = 2 se vera que uy v deben satisfacer el siguiente sistema lineal: 

2 u + 3v = 4 
4u + 9v = 14 

Resolviendo el sistema u = — 1, v = 2. Por tanto, una formula para el nesimo termino para la sucesion original es 
a n = (-1)2" + (2)3". 

Observe que la formula para el nesimo termino se obtuvo por la solucion de una ecuacion cuadratica y de un 
sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables. 

(A) Calcule (-1)2" + (2)3" para n = 1, 2,. . ., 6 y compare con los terminos de {a,}. 

(B) Estime el termino cien de {aj. 

(C) Muestre que cualquier sucesion de la forma {u2 n + v3"}, donde u y v son constantes, satisfacen la formula 

de recurrencia a = 5a -6 a .. 

n n - 1 n - 2 

(D) Encuentre una formula de «esimo termino para la sucesion que se especifica por 6, = 5 ,b 2 = 55, b n = 
3 b . + 4 b 

(E) Encuentre una formula de nesimo termino para la sucesion de Fibonacci. 

(F) Encuentre una formula dc nesimo termino para la sucesion {cj que se especifica por c, = -3, c, = 15, c, 
= 99, c n = 6c n _ , — 3c n _ 2 — 10 c n _,. (Debido a que la formula de recurrencia implica los tres terminos que 
preceden a c n , el metodo usado implica la solucion de una ecuacion cubica y un sistema de tres ecuaciones 
lineales con tres variables). 
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10 1 SUCESIONES V SLfcitS 

Una sucesion es una funcion con cl dominio dc un conjunto de 
enteros succsivos. F,1 simbolo a , llamado n-esimo termino. o 
termino general, reprcsenta el valor del rango asociado con el 
valor del dominio n. A menos que se especifique otra cosa, se 
entiende que el dominio representa el conjunto de numeros 
namrales. Una sucesion finita tienc un dominio finito, y una 
sucesion infinita tiene un dominio infinito. Una formula de 
recurrencia define cada termino dc una sucesion cn terminos 
dc uno o mas dc los terminos precedcntes. Por ejemplo, la su¬ 
cesion de Fibonacci se define por a n = a n _ , + a n _. para n 
s 3, donde a = a 2 ~ 1. Si a,, a T ..., a n ,... es una sucesion, 


entonces a la expresion a ] + tr, + a .. + ■■■ se le da el 

nombre de una serie. Una sucesion finita produce series fini- 
tas. y una sucesion infinita produce una serie infinita. Las 
series sc pueden representar usando notacion sumatoria: 




donde kse conoce como indice de sumatoria. Si los terminos 
en las series son alternadamente positivos y negatives, la serie 
se llama serie alternante. 
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10 2 INDUCCION MATEMATICA 

Una amplia variedad do postulados se puede probar usando el 
principio de induceidn matematica: Sea P n un postulado aso- 
ciado con cada cntero positivo n y suponicndo quo se satisfa- 
cen las siguicntcs condiciones: 

1. P x es verdadera. 

2. Para cualquicr cntero positivo k. si P. cs vcrdadero, enton- 
ces P j. + , tambien es verdadero. 

Por lo tanto, el postulado P es verdadero para todos los ente- 
ros positives n. 

Usar la induccion matematica para probar postulados que 
involucren leyes de los exponentes, es conveniente para esta- 
bleccr una definicion dc rccurrencia de a": 

a' — a y a" * 1 = a"a para cualquier entero « > 1 

Para tratar eon conjeturas que pueden scr verdaderas solo 
para n 2 : m, donde m es un entero positivo, se utiliza el princi¬ 
pio extendido de la induccion matematica: Sea m un entero 
positivo, sea P un postulado asociado con cada entero n s in. 
y suponiendo que se satisfacen las siguicntcs condiciones: 

1. P m cs verdadero. 

2. Para cualquicr cntero k S m. si P, es verdadero, entonces 
P k + , tambien cs verdadero. 

Entonces el enunciado P m es verdadero para todos los enteros 
n s m. 

10-3 SUCESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS 

Una sucesion se llama sucesion aritmetica, o progresion arit¬ 
metica. si cxiste una constante 4, llamada diferencia comun, 
tal que 

a — a = d o a — a . + d 

n n - I n n — I 

para cada n > 1 

Las siguientes formulas se utilizan cuando se trabaja con suce¬ 
siones aritmeticas y sus series correspondientes: 

a„ = o, + {n — 1)4 Formula del /tesimo termino 

S„ - ~ [2 a, + (n - 1)4] Formula de suma (primera forma) 

n 

S„ = ~ (a i ■+■ a„) Formula de suma (segunda forma) 

Una sucesion se llama sucesion geometrica, o progresion 
geometrica. si ahi cxistc una constante diferente de cero r. lla¬ 
mada razon comun. tal que 

-= r o a„ = ra„_ 1 para cada n > 1 

«»-i 

Las siguientes formulas sc usan cuando se trabaja con sucesio¬ 
nes geometricas y sus series correspondientes: 


a„ = a,r n 1 


Formula del nesimo termino 

. fli - <*,r" 

ri= 1 

Formula de suma (primera forma) 

1 — r 

r. a< - ra„ 

1 

M<1 

Formula de suma (segunda forma) 

Suma de una serie geometrica infi- 
nita 

1 — r 

s „ = a ' 

1 ~ r 


10 4 FORMULA BINOMIAL 

Para un nurnero natural n, n factorial se denota por «!, se defi¬ 
ne por 

n! = n(n — 1).2-1 11 = 1 0! = 1 

Tambien. n factorial esta dado por la formula de recurrencia 
n\ = n-(n- 1)! 

Para enteros no negativos /• y n, 0 £ r n, el simbolo combi- 
natorio | " ]. se define por 

n\ _ n\ _ n(n — 1). (n - r + I) 

r j r\(n - r )! r(r - 1 ) . 2*1 

Para un entero positivo n, la formula binomial es 

(a + b)" = 2 (?) a n ~ k b k 
t -o \k j 


10 5 PRINCIPIO DE MULTIPLICACION, PERMUTACIONES 
Y COMBINACIONES 

Dada una sucesion de operaciones, a menudo se usan tres 
diagramas para anotar todas las posibles combinacioncs de 
resultados. Para cl nurnero de combinaciones de resultados sin 
enlistarlos cn realidad, se usa el principio de multiplicacion: 

1. Si las operaciones O t y O , se realizan en orden con Aj 
posibles resultados para la primera operacion y N 2 posi¬ 
bles resultados para la segunda operacion, entonces hay 


posibles resultados de la primera operacion seguidas por 
la segunda. 

2. F.n general, si n operaciones O,. O,. O n se realizan en 

orden, con numeros de posibles resultados ,V,, A' 2 . N n , 

respectivamente, entonces hay 


posibles resultados combinados de las operaciones reali- 
zadas en el orden dado. 
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Un arreglo particular u ordenamiento de n objetos sin repeti¬ 
tion se llama permutation. El numero de permutaciones de n 
objetos esta dado por 

P„ = n-(n-\) .1 =n\ 


Una combination de un conjunto de n elementos tomando r 
a la vez es un subconjunto de r elementos de los n objetos. El 
numero de combinaciones de n objetos tomando r a la vez esta 
dado por 


y cl numero de permutaciones de n objetos tomando r a un 
tiempo esta dado por 


C =("U^ = —_ 

\rj r! r!(n — r){ 


0 < r < n 


P.,= 


(n - r)! 


En una permutacion, el orden es importante. En una combina¬ 
cion, el orden no es importante. 


Ejercicio de repaso del capitulo 10 


AI resolver los problemas de este capitulo revise y compruebe 
sus respuestas con las que se dan al final del libro. Ahi estan 
todas las respuestas a los problemas de repaso. Despues de 
cada respuesta hay un numero en tipo itdlico que indica la 
seccion a la que corresponde el problema que se esta anali- 
zando. Si se le presentan dudas repase las secciones corres- 
pondientes en el texto. 


A 


1. Determine si cada una de las siguientes sucesiones pucden 
ser los tres primeros terminos de una sucesion geometrica, 
de una sucesion aritmetica, o de ninguna. 

(A) 16,-8,4,... (B) 5,7,9,... 

(C) -8, -5, -2,... (D) 2, 3, 5,... 

(E) -1,2,-4,... 


En los problemas del 2 al 5: 

(A) Escriba los primeros cuatro terminos de cada sucesion. 

(B) Encuentre a l0 . (C) Encuentre S w . 

2. a„ = 2n + 3 3. a n = 32^)" 

4. a, = -8;a„ = a n ., + 3, n ^ 2 

5. a , = -\\a„ = (-2^ 2 

6. Encuentre S „ en el problema 3. 


Evalue los problemas del 7 al 10. 


7. 6! 


9. 


8 . 


22 ! 


7! 


2!(7 - 2)! 


19! 

10. C 62 y ■ 'fi.2 


11. Se lanza un solo dado y se lanza una moneda. ^Cuantas 
combinaciones de resultados pueden ser posibles? Re- 
suelva: 


(A) Usando un diagrama de arbol 

03') Usando el principio de multiplicacion 


12. (,En cuantas formas es posible sentar a seis personas en 
una fila de seis sillas? Resuelva mediante el principio de 
multiplicacion. 

13. Resuelva el problema 12 usando permutaciones o combi¬ 
naciones, lo que sea posible. 

Compruebe los problemas del 14 al 16 para n = 1. 2 y 3. 


14. 

Pa 

5 + 7+9-I-- 

■ + (2n + 3) = n 2 + 4 n 

15. 

pa 

2 + 4 -h 8 + • 

• + 2" = 2"*' - 2 

16. 

Pa 

49” - 1 es divisible entre 6 


En los problemas del 17 al 19. escriba P k y P k r ( . 

17. Para P n en el problema 14. 

18. Para P n en el problema 15. 

19. Para P n en el problema 16. 

Prucbe si el enunciado es verdadero o falso encontrando 
un contraejemplo: Si n es un entero positivo, entonces la 

suma de la scrie 1 + — + — + •••+ — es menor que 4. 
2 3 n 


B 


Escriba los problemas 21 y 22 sin notacion de sumatoria, v 
encuentre la suma 


21. 5,o = £ {2k - 8) 

k- 1 

22.S 7 =if 

23. 5„ = 27 ~ 18 + 12 + ■• 

24. Escriba 


- ? 


i i i (— ir 1 

s=-+ — + ••• + -—-— 

n 3 9 27 3" 

usando notacion de sumatoria, y encuentre 5, 
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25. Seis diferentes puntos se seleccionan sobre la cireunferen- 
cia de un ctrculo. ^Cuantos triangulos se puedcn formar 
usando esos puntos como vertices? 

26. En una sucesion aritmctica. a ] — 13 y a, = 31. Encucntre 
la diferencia comun d y el quinto termino a.. 

27. <,Cuantas palabras en codigos de tres letras son posiblcs 
usando las primeras ocho letras del alfabcto si ninguna lc- 
tra sc puede repetir? /,Si las letras se pueden repetir? ( -,Si 
las letras adyacentes no pueden ser igualcs? 

28. Use la formula para la suma de una serie geomctrica infi- 
nita para cscribir 0.727 272 • • • = 0.72 como cl cociente 
de dos enteros. 

29. Rcsuelva los siguientes problemas usando P n r o C\ r , como 
sea adecuado: 

(A) ^.Cuantas combinaciones de apertura de tres digitos 
son posibles en una combination de candado con seis 
digitos si estos no sc pueden repetir? 

(B) Suponga que cinco jugadores de tenis llegaron a las 
finales. Si cada uno de los cinco jugadores va a jugar 
contra otro jugador exactamente una vcz, ^cuantos 
juegos se deben programar? 


Rvalue los problemas del 30 a! 32. 


30. 


20 ! 

18!(20 - 18)! 


31. 





33. Desarrolle (.r - y) 5 usando la formula binomial. 

34. Encuentre el decimo termino en el desarrollo de (2x - y) i2 . 


Establezca cada enunciado en los problemas del 35 al 37para 
todos los numeros naturales, mediante induccion matematica. 

35. P n en el problema 14. 

36. P en el problema 15. 

37. P n en el problema 16. 

En los problemas 38 y 39, encuentre el entero positivo mas 
pequeno n tal que a n < b n graficando las sucesiones /a J y {bj 
con un dispositivo de grajicacion. Compruebe su respuesta 
usando un dispositivo de grajicacion que despliegue ambas 
sucesiones en forma de tahla. 

38. a = C w , b =3" 

a 50,/r n 


39. a, = 100, a„ = 0.99 u„ . x + 5, h n = 9 + In 


c_ 

40. (,Cuantas f'amilias diferentes con cinco ninos son posibles, 
con excepcion de los nacimientos multiples, si sc toma en 
cucnta el sexo de cada nifio en el orden de su nacimiento? 
<,Cuanlas familias son posibles si no se toma en cuenta el 
patron de orden? 

41. Un eucrpo en caida libre recorre g!2 pies en el primer se- 
gundo, 3g.2 pies durante el siguiente segundo, 5g/2 pies 
el siguiente segundo, y asi sucesivamcnte. Encuentre la 
distancia de caida durante los 25 segundos y la distancia 
total dc caida desde el inicio hasta el final de los 25 segun¬ 
dos. 

42. ^,De cuantas formas se pueden sentar dos personas en una 
fila con cuatro sillas? 

43. Desarrolle (.v + if, donde i es la unidad imaginaria, usan¬ 
do la formula binomial. 

44. Transportation. Un centra de distribution A desea distri- 
buir sus productos en cinco diferentes tiendas al menudeo, 
S, C, D, E y F. en una ciudad. ^Cuantas rulas diferentes se 
pueden construir de manera que un solo camion pueda 
empezar a repartir desde A. a cada tienda exactamente una 
vez. y despues regresar al centra? 

Pruebe que cada enunciado de los problemas 45 al 49 se dim¬ 
ple para todos los enteros positives, usando induccion mate- 

mdlica. 

45. 2 = (l>! 

46. x-" — U” es divisible entre x — y, .v ?= v 

47. — = a” ~n > m, n, m enteros positivos 

a"' 

48. \aj = {bj, donde a r = a q ( + 2, a. = -3, b n = —5 + 
2n 

49. (1!)! 4- (2!)2 (3!)3 + ■ • ■ + (n'.)n = (n + 1)! - 1. (De 

las Olimpiadas de Matematicas en la URSS. 1955-1956. 
Grado 10.) 
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11 


Temas adicionales en geometria analitica 


La geometria analitica, una union de la geometria y del algebra, permite analizar 
ciertos conceptos geometricos de manera algebraica e interpretar ciertas relacio- 
nes aigebraicas de manera geometrica. Los dos principales objetivos se centran en 
la graficacion de ecuaciones aigebraicas y la determination de ccuaciones de figu- 
ras geom£tricas utiles. En capitulos anteriores se han analizado diferentes temas 
de geometria analitica, como rectas y circulos. En este capitulo se analizan otros 
temas de geometria analitica: secciones conicas y traslacion de ejes. 

Rene Descartes (1596-1650), el filosofo y matematico frances, es generalmente re- 
conocido como el fundador de la geometria analitica. 


SECCION 


11-1 


Secciones conicas. Parabola 


• Secciones conicas 

« Definicion de una parabola 

« Dibujando una parabola 

• Ecuaciones estandar y sus graficas 

• Aplicaciones 


En esta seccion se introduce el concepto general de seccion conica y despues se analiza 
la seccion conica particular llamada parabola. En las dos secciones siguientes se anali- 
zaran otras dos secciones conicas llamadas elipses e hiperbolas. 


En la seccion 2-2 se determino que la grafica de una ecuacion de primer grado con dos 
variables, 

Ax + By = C (1) 

donde A y B no son cero, es una recta, y que cada recta en un sistema coordenado 
rectangular tiene una ecuacion de esta forma. j,Que tipo de grafica tendra una ecuacion 
de segundo grado con dos variables, 

Ax 2 + Bxy -I- Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

donde A, B y Cno son todas cero, para diferentes conjuntos de valores de los coeficien- 
tes? Las graficas de la ecuacion (2) para varias elecciones de los coeficientes son cur- 
vas planas que se obtienen al intersectar un cono* con un piano, como lo muestra la 
figura 1. Estas curvas se denominan secciones cdnicas. 
i e Si un piano corta de manera completa un cono recto, y el piano es perpendicular al 

'"'''Constante eje y entonces a la curva de intersection se ie llama circuio; si el piano no es perpendi- 

j j cular al eje se le llama elipse. Si un piano corta un solo cono recto, pero no de manera 

.i 

i 

Hoja * Comenzando con una recta fija L y un punto fijo V sobre L, la superficie formada por todas las lineas 

rcctas que pasan por V haciendo un angulo constante 0 con L se llama un cono circular recto. La recta fija 
L se llama el eje del cono y V es su vertice. Las dos partes de un cono separadas por el vertice se Hainan 
i hojas. 
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FIGURA 1 


FIGURA 

conicas. 


Sccciones conicas. 



I 

I 


Circulo Elipse Parabola Hiperbola 


completa, entonces a la curva de intersection se le llama parabola. Por ultimo, si un 
piano corta ambos conos rectos, pero no pasa por el vertice, la curva de interseccion 
resultante se llama hiperbola. Un piano que pasa por el vertice del cono produce una 
conica degenerada (un punto, una recta o un par de rectas). 

Las secciones conicas son muy utiles y se identifican facilmentc en su alrededor, 
algunos ejemplos son (vease figura 2): las ruedas (circulo). la trayectoria descrita por cl 
agua al salir de una manguera (parabola), algunas bandejas para llevar comida (elipscs). 
y la sombra sobre una pared de una luz rodeada por una lampara de forma cilindrica o 
conica (hiperbola). Se analizaran muchas aplicaciones de conicas en todo el resto del 
capitulo. 



Rueda (circulo) 

(a) 


Agua saliendo de 
una manguera 
(parabola) 

(b) 


Sombra de 

Charola una lampara 

(elipse) (hiperbola) 

fc) (d) 


Una definicion de una seccion conica que no depende de las coordenadas de los 
puntos en cualquier sistema coordenado se llama definicion libre de coordenadas. En 
la seccion 2-1 se dio una definicion libre de coordenadas de un circulo y se desarrollo 
su ecuacion estandar en un sistema coordenado rectangular. En esta y en las dos seccio¬ 
nes siguientes se daran las definiciones de parabola, elipse e hiperbola, y se desarrolla- 
ran ecuaciones estandar para cada una de esas conicas en un sistema coordenado 
rectangular. 


La definicion siguiente de una pardbola no depende de las coordenadas de los puntos 
en cualquier sistema coordenado: 
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DEFINICION 1 Parabola 


Una parabola es el conjunto de todos los 
puntos en un piano equidistante a partir de 
un punto fijo F y de una recta fija L en el 
piano. El punto fijo F se denomina foco, y 
la recta fija L se llama directriz. Una recta 
que pasa por el foco y es perpendicular a la 
directriz se llama eje, y al punto sobre el eje 
a la mitad entre la directriz y el foco se le 
llama vertice. 



Directriz 


FIGUR E Dibujando una 
parabola. 


Usando la definicion, se puede dibujar una parabola con elementos relativamente sim¬ 
ples (una regia, una escuadra de angulo recto, un pedazo de cuerda. una chincheta y un 
lapiz). Refierase a la figura 3, fije la regia a lo largo de la linea AB y coloque la chinche¬ 
ta arriba de la linea AB. Coloque un lado del triangulo a lo largo de la regia como se 
indica, despues tome un pedazo de cuerda de la misrna longitud que la del otro lado, ate 
un cxtremo a la chincheta. y apriete el otro extremo con cinta en C sobre el triangulo. 
Ahora presione la cuerda con la orilla del triangulo, y manteniendo la cuerda tensa, 
deslice el triangulo a lo largo de la regia. Como DE es sicmpre igual a DF, la curva 
resultante sera parte de una parabola con la directriz AB que se encuentra a lo largo de 
la regia y con el foco F en la chincheta. 


Cuerda 



EXPL0RACI0N Y ANALISIS 1 La linea que pasa por el foco F que es perpendicular al eje de una parabola intersecta 

la parabola en dos puntos, Gy H. Explique por que la distancia de G a Hes el doble 
de la distancia de F a la directriz de la parabola. 


Usando la definicion de una parabola y la formula de la distancia entre dos puntos 

estanriar y sus 

qrallcAs 


d = V(x 2 - x,) 2 + (y 2 - y,) 2 


(3) 
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Parabola con centra 
en el origen y eje en el eje x. 


y y 


M(—a t y) ■ 


d\ d, 


M(-a, y) 


/ It 

/ d 2 d} \\ 
r y Foco Foco V 


-a 

Directriz 

x — -a 


Pa, 0) F(o, 0) 


-a 

Directriz 

x = -a 


a > 0, foco en el eje x positivo 
(a) 


a < 0, foco en el eje x negativo 
(b) 


se pueden deducir ecuaciones estandar simples para una parabola localizada en un sis- 
tema coordenado rectangular con su vertice en el origen y su eje a lo largo del eje 
coordenado. Se comienza con el eje de la parabola a lo largo del eje x y el foco en F(a, 
0). Se localiza la parabola en un sistema coordenado como en la figura 4 y se marcan 
lineas guia y puntos. Este es un paso importante para encontrar una ecuacion de una 
figura geometrica en un sistema coordenado. Note que la parabola sc abre a la derecha 
si a > 0 y a la izquierda si a < 0. El vertice esta en el origen, la directriz es x = -a, y 
las coordenadas de M son (—a,y). 

El punto P(x, y ) es un punto sobre la parabola si y solo si 


dj — d 2 

d{P, M) = d(P,F) 


\ \x + af + (y - yf 
{x + a ) 2 
x 2 + lax + a 2 


V(x - a) 2 + (y - 0) 2 
(x - a) 2 + y 2 
z 2 - lax + a 2 + y 2 


Use la ecuacion (3). 
Eleve al cuadrado 
ambos lados. 
Simplifique. 


= 4ax 


(4) 


La ecuacion (4) es la ecuacion estandar de una parabola con vertice en el origen, eje el 
eje x y foco en (a, 0). 

Ahora se localiza el vertice en el origen y foco en el ejev en (0, a). Al observar la 
figura 5 en la pagina siguiente, se nota que la parabola abre hacia arriba si a > 0 y hacia 
abajo si a < 0. La directriz esy = —a, y las coordenadas de ,Vson (x, -a). El punto P(x, 
y) es un punto en la parabola si y solo si 


— d 2 

— d(P, F) 


dy 

d(P.N) 

V(x - x) 2 + (y + a) 2 
(y + af 
y 2 + lay + a 2 

x~ 


= V(x - Of + (y - af 
= x 2 + (y - af 
= x 2 + y 2 - lay + a 2 

— 4 ay 


Use la ecuacion (3). 

Eleve al cuadrado 
ambos lados. 

Simplifique. 

(5) 


La ecuacion (5) es la ecuacion estandar de una parabola con vertice en el origen, eje el 
ejev y foco en (0, a). 
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Parabola con centra Y Y 


en el origen y eje en cl ejey. 

m a) 
Foco 

\ 

N(x, - 

Q ) —a 

Directriz 
y - -a 

/ 


X 

•’ d] 

. ' d, P(.x, y y 

t y 


\ 

f(0, a) 

Foco 


4 


Directriz ~ 0 
Y= -o 

N(x, -a) 


a > 0, foco en el eje y positivo a < 0, foco en el eje y negativo 

(a) (b) 


En el teorema 1 se resumen estos resultados para una facil referenda: 


Teorema 1 Ecuaciones estandar de una parabola con vertice en (0, 0) 


1. y 2 - 4 ax 

Vertice: (0, 0) 

Foco: (a, 0) 

Directriz: x = —a 
Simetrica con respecto 
al eje x 
Eje el eje x 




a < 0 (abre a la izquierda) a > 0 (abre a la derecha) 


2. x 2 = 4ay 
Vertice: (0, 0) 

Foco:(0, a) 

Directriz: y = —a 
Simetrica con respecto 
al eje y 
Eje el ejey 



a < 0 (abre hacia abajo) a > 0 (abre hacia arriba) 


E|EMPLO Graficacion de x 2 = 4 ay 

Grafiquear = — 16p, y localice el foco y directriz. 

Solucion Para graficarx 2 = —16> - , es conveniente asignar valores a y que hagan del lado derecho 
un cuadrado perfecto, y despejar a x. Note que y debe ser 0 o negativo para que x sea 
real. Como el coeficiente dey es negativo, a debe ser negativa, y la parabola abre hacia 
abajo (figura 6). 






X 


0 


±4 


±8 


Y 


y o 


-l 


-4 


Foco: x 2 = -\6y 

F(0, a) = F( 0, -4) 
Directriz: y = — a 

= -(-4) = 4 


J 

Directriz 
■ /=4 

ff .i 


-10 -I 

10 

4(-4)y 1 



o 

1 

- ,0 1 



x 1 = - 1 by. 


Grafiquey 2 = -8x, y localice el foco y directriz. 


Comentario. Para graficar la ecuacion x 1 = - 16y del ejemplo 1 en un dispositivo 
de graficacion, primero se despejay de la ecuacion y despues se grafica la funciony = 
— ' 6 x 2 . Si se usa el mismo procedimiento para graficar la ecuaciony 2 = — 8xdel proble- 
ma seleccionado 1, entoncesy = ± V~8x, y hay dos funciones por graficar. La grafica 
de y = V — 8x es la mitad superior de la parabola, y la grafica de y = — V ~8x es la 
mitad inferior (vease figura 7 ). 


F1CUHA 7 


1 Pl*ti 

PlOtJ Pl*t3 

KViBLC - 

8+X) 

sVzB 

-L< 


Ws = 



nVh = 



vVs = 



Wfi = 



\V? = 




'10 



PRECAUCION Un error comun al realizar un trazo rapido de y 2 = 4 ax o x 2 = 4ay es trazar 
la primera con el eje y como su eje y la segunda con el eje x como su eje. La 
grafica de y 2 = 4 ax es simetrica con respecto al eje x, y la grafica de x 2 = 4 ay es 
simetrica con respecto al eje y, como lo revelaria una rapida comprobacion de 
simetria. 


Determinacion de la ecuacion de una parabola 

(A) Encuentre la ecuacion de una parabola que tiene el origen como su vertice, el eje 
y como su eje y (—10, —5) sobre su grafica. 

(B) Encuentre las coordenadas de su foco y la ecuacion de su directriz. 
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Soluciones (A) La parabola abre hacia abajo y tiene una ecuacion de la forma x 2 = 4 ay. Como 
(-10, -5) esta sobre la grafica, se tiene 

x 2 = 4 ay 

(—10) 2 = 4a(-5) 

100 = -20a 
a = -5 

Asi, la ecuacion de la parabola es 

x 2 = 4(-5)y 
= - 20 y 

a 

(B) Foco: a- 2 = -20y = 4(-5)y 

F( 0, a) = F( 0, -5) 

Directriz: y = —a 

= -(-5) 

= 5 


(A) Encuentre la ecuacion de una parabola que tiene el origen como su vertice, el eje 
x como su eje y (4, -8) sobre su grafica. 

(B) Encuentre las coordenadas de su foco y la ecuacion de su directriz. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Considere la grafica de una ecuacion con las variables x y y. La ecuacion de su 

aumento por un factor k > 0 se obtiene al reemplazar x y y en la ecuacion por x/k y 
y/k, respectivamente. (Por supuesto, un aumento por un factor k entre 0 y 1 significa 
una reduccion real en tamano.) 

(A) Demuestre que el aumento por un factor 3 del circulo con ecuacion x 2 + y 2 = 
1 tiene la ecuacion x 2 + y 2 — 9. 

(B) Explique por que cada circulo con centra en (0, 0) es un aumento del circulo 
con la ecuacion x 2 + y 2 = 1. 

(C) Encuentre la ecuacion del aumento por un factor 3 de la parabola con la ecua¬ 
cion a 2 = y. Grafique ambas ecuaciones. 

(D) Explique por que cada parabola con vertice (0, 0) que abre hacia arriba es un 
aumento de la parabola con la ecuacion x 2 = y. 
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Usos dc las 
formas parabolicas. 


Solucion 


Las formas parabolicas se encuentran a menudo en el mundo fisico. Puentes colgantes, 
arcos de puentes, microfonos. bovedas para sinfonicas, antenas de satelite, telescopios 
para radio y opticos, equipos de radar, recolectores solares y reflectores son solo algu- 
nos de los objetos que utilizan formas parabolicas en su diseno. 

La figura 8(a) ilustra un reflector parabolico que se usa en todos los telescopios de 
reflexion, que van desde 3 a 6 pulgadas para los de tipo casero hasta 200 pulgadas para 
instrumentos de busqueda en el Monte Palomar en California. La luz de rayos paralelos 
de cuerpos celestes lejanos se refleja en el foco de un espejo parabolico. Si la fuente de 
luz es el Sol, entonces los rayos paralelos se concentran en Fy se tiene un horno solar. 
Se han alcanzado temperaturas de mas de 6 000 °C en tales hornos. Si una fuente de luz 
se localiza en F. entonces los rayos en la figura 8(a) se invierten, y se tiene una luz 
concentrada o un reflector. Los faros de un automovil pueden usar reflectores parabolicos 
con lentes especiales sobre las luces altas para difundir los rayos en patrones utiles. 

La figura 8(b) muestra un puente colgante, como el puente Golden Gate cn San 
Francisco. El cable suspendido es una parabola. Es intercsante notar que un cable que 
cuelga libremente, tal como una linea telefonica, no forma una parabola. Forma otra 
curva llamada catenaria. 

La figura 8(c) muestra un puente de concreto en forma de arco. Si todas las cargas 
sobre el arco van a ser cargas de compresion (el concreto funciona muy bien bajo com- 
presion), entonces usando la fisica y las matematicas avanzadas, se puede demostrar 
que el arco debe ser parabolico. 


Rayos 
de luz 
paralelos 



Reflector parabolico 

(a) 



Puente suspendido 

(b) 


Arco del puente 


Reflector parabolico 

Se forma un paraboloide al girar una parabola con respecto a su eje. Una luz concen¬ 
trada en forma de un paraboloide de 5 pulgadas de profundidad tiene su foco a 2 pulga¬ 
das del vertice. Encuentre, con una cifra decimal, el radio R de abertura de la luz 
concentrada. 


Paso 1. Localice una seccion transversal parabolica que contenga al eje en un 
sistema coordenado rectangular, y marque todas las partes conocidas y 
las que desea encontrar. Este es un paso muy importante y se puede 
hacer de muchas maneras. Debido a que se esta en la carga, se pueden 
simplificar las cosas al ubicar el vertice en el origen y al escoger un eje 
coordenado como el eje. Se elige el eje y como el eje de la parabola y 
esta abriendo hacia arriba. Vease la figura 9. 
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Paso 2. Encuentre la ecuacion de la parabola en la figura. Como la parabola 
tiene el eje y como su eje y el vertice en el origen, la ecuacion es de la 
forma 

x 2 = 4 ay 

x 

Se tiene F{ 0, a) = F( 0, 2); asi, a = 2, y la ecuacion de la parabola es 

x 2 = 8y 

Paso 3. Use la ecuacion determinada en el paso 2 para encontrar el radio R de la 
abertura. Como ( R , 5) esta sobre la parabola, se tiene 

R 2 = 8(5) 

R = V40 = 6.3 pulgadas 



Repita el ejemplo 3 con un paraboloide de 12 pulgadas de profundidad y un foco de 9 
pulgadas del vertice. 


Respuestas a los probiemas seleccionados 



2. (A) y 2 = 16* (B) Foco: (4. 0); Directriz: x = —4 

3. R = 20.8 pulg 
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A_ 

En los probiemas del 1 al 12, grafique cada ecuacion y locali- 
ce el foco y directriz. 

1. y 2 = 4x 2. y 2 = 8x 3. x 2 = 8y 

4. x 2 = 4 y 5. y 2 = - 12x 6. y 2 = -4x 

7. x 2 = —4y 8 . x 2 = — 8y 9. y 2 = -20x 

10. x 2 = — 24y 11. x 2 = lOy 12. y 2 = 6x 


Encuentre las coordenadas, con dos cifras decimales, del foco 
para cada parabola en los probiemas del J 3 al 18. 

13. y 2 = 39x 14. x 2 = 58y IS. x 2 = -105y 

16. y 2 - -93x 17. y 2 = -77x 18. x 2 = -205y 

B 

En los probiemas del 19 al 26, encuentre la ecuacion de una pa¬ 
rabola con vertice en el origen, elija como eje el eje x o el y, y: 
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19. Directriz y = -3 20. Directriz y = 4 

21. Foco (0, -7) 22. Foco (0, 5) 

23. Directriz a: = 6 24. Directriz* = -9 


25. Foco (2. 0) 26. Foco (-4, 0) 

En los problemas del 27 al 32, encuentre la ecuacion de la 
parabola que tetiga su vertice en el origen, su eje como se indi- 
ca, y pase por el panto indicado. 

27. Eje y; (4, 2) 28. Eje*; (4, 8) 

29. Eje*; (-3, 6) 30. Ejey; (-5, 10) 

31. Ejey; (—6, —9) 32. Eje*; (-6,-12) 

En los problemas del 33 al 36, encuentre los puntos en el pri¬ 
mer cuadrante de interseccion para cada sistema de ecuaciones 
con tres cifras decimates. 


Z, 


Compruebe los problemas 33 a 36 con un dispositivo de 
graficacion. 


33. x 2 = 4y 
y 2 = 4* 


34. f = 3x 
x 2 = 3 y 


35. >4 = 6* 
x 2 = 5y 


36. x 2 = ly 
y 3 = 2* 


Considere la parabola con la ecuacion x 2 = 4ay. 

(A) ^Cuantas rectas que pasan por (0. 0) intersectan la 
parabola en exactamente un punto? Encuentre sus 
ecuaciones. 

(13) Encuentre las coordenadas de todos los puntos de in¬ 
terseccion de la parabola con la recta que pasa por (0, 
0) y tenga una pendiente m# 0. 

Encuentre las coordenadas de todos los puntos de inter¬ 
seccion de la parabola con ecuacion x 2 = 4ay y la parabola 
con ecuaciony 2 = 46*. 

El segmento de recta AB que pasa por el foco en la figura 
se conoce como cuerda focal de la parabola. Encuentre 
las coordenadas Ay B. 



El segmento de recta AB que pasa por cl foco en la figura 
cs conocido como cuerda focal de la parabola. Encuentre 
las coordenadas dsAy B. 



c_ 

En los problemas del 41 al 44, use la definicion de una para¬ 
bola y la formula de la distancia para encontrar la ecuacion 
de una parabola con: 

41. Directriz y = —Ay foco (2, 2) 

42. Directrizy = 2 y foco (—3, 6) 

43. Directriz* = 2 y foco (6, —4) 

44. Directriz* = -3 y foco (1,4) 

En los problemas 45 a 48. use un dispositivo de graficacion 
para encontrar las coordenadas de todos los puntos de inter¬ 
seccion con dos cifras decimates. 

45. x 3 = 8y. y = 5* + 4 46. x 2 = 3y, 7* + 4y = 11 

47. * 3 = — 8y, y 2 = -5* 48. y 2 = 6*. 2* - 9y = 13 

APLICACIONES “ 

49. lngenieria. El arco parabolico, en el puente de concreto de 
la figura, debe tener un claro de 50 pies por arriba del agua 
y una distancia de claro de 200 pies. Encuentre la ecuacion 
de la parabola despues de insertar un sistema coordenado 
con el origen en el vertice de la parabola y el ejey vertical 
(apuntando hacia arriba) a lo largo de la parabola. 



50. Astronomla. La section transversal de un reflector para¬ 
bolico con 6 pulgadas de diametro esta curvada de manera 
que su vertice csta a 0.15 pulgadas por debajo del borde 
(vease figura). 



Reflector 

parabblico 


(A) Encuentre la ecuacion de la parabola despues de in- 
sertar un sistema coordenado xy con el vertice en el 
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origen, el eje de la parabola (apuntando hacia arriba) 
es el ejey. 

(B) i A que distancia del vertice esta el foco? 

51. Ciencia espacial. Un disenador de una antena clectromag- 
netica parabolica de 200 pies dc diamctro para rastrear es- 
pacios de prueba desea ubicar cl foco 100 pies por arriba 
del vertice (vease la figura). 



(A) Encucntrc la ecuacion de la parabola usando el eje de 
la parabola como el eje y (positivo hacia arriba) y el 
vertice cn el origen. 

(B) Determine la profundidad del reflector parabolico. 

52. Seiial de la luz. Un reflector en un barco es una luz con- 
centrada con ravos de luz paralclos reflejados (vease la fi¬ 
gura). Suponga que el reflector parabolico es de 12 pulgadas 
de diametro y la fuente de luz sc localiza en el foco. que 
esta a 1.5 pulgadas del vertice. 



(A) Encuentre la ecuacion de la parabola usando el eje de 
la parabola como el eje x (positivo a la derecha) y 
vertice en el origen. 

(B) Determine la profundidad del reflector parabolico. 


SECCION 


11-2 


Elipse 


Definition de una elipse 
Trazo de una elipse 
Ecuaciones estandar y sus graficas 
Aplicaciones 


Se comienza el analisis dc la elipse con una definicion libre de coordenadas. Mediante 
esta definicion, se muestra como se puede dibujar una elipse y se obtienen las ecuaciones 
estandar para elipses espccialmente localizadas en un sistema coordenado rectangular. 


Lo siguiente es una definicion libre de coordenadas de una elipse: 

elipse 


DEFINICION 1 Elipse 

Una elipse es el conjunto de todos los puntos P en un piano tal que la suma de las 
distancias de P desde dos puntos fijos en el piano sea constante. Cada uno dc los 
puntos fijos, F' y F, se llama foco, y juntos se conocen como focos. Remitase a 
la figura, el segmento de recta V'V que pasa por los focos es el eje mayor. El 
bisector perpendicular B B del eje mayor es el eje menor, Cada extremo del eje 
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mayor, V y V, se llama vertice. El punto medio del segmento de recta F'F se 
llama centro de la elipse. 



v 


• Trazo de ujra elipse Es facil dibujar una elipse. Todo lo que necesita es un pedazo dc cuerda, dos chinchetas 

y un lapiz o pluma (vease figura 1). Coloque las dos chinchetas en un pedazo de carton. 
Estas forman los focos de la elipse. Tome un pedazo de cuerda mas grande que la 
distancia entre las dos chinchetas (esto representa la constante en la definicion) y ate 
cada extremo a una chincheta. Por ultimo, inserte la punta dc un lapiz bajo la cuerda y 
muevalo mientras mantiene estirada la cuerda. La figura resultante es por definicion 
una elipse. El resultado son elipses de diferentes formas, dependiendo de la ubicacion 
de las chinchetas y la longitud de la cuerda que las une. 


Dibujando una 

elipse. 


• Ecuaciones 
estandar y su 
graficar 


I Elipse con focos 

sobre el cje x. 



Usando la definicion de una elipse y la formula de la distancia entre dos puntos, se 
pueden obtener ecuaciones estandar para una elipse localizada en un sistema coordenado 
rectangular. Se comienza por insertar una elipse en el sistema coordenado con los focos 
en el eje x equidistante desde el origen en F'(—c, 0) y F(c, 0), como se mucstra en la 
figura 2. 


Y 
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Por razones que pronto se aclararan, es conveniente representar la suma constante 
d t + d 2 por 2a, a > 0. Tambien, el hecho geometrico que la suma de las longitudes de 
dos lados cualesquiera de un triangulo debe ser mayor que el tercer lado se puede apli- 
car a la figura 2 para obtener los resultados utiles siguientes: 

d(F', P) + d(P, F) > d(F', F) 
d\ + d 2 > 2c 
2 a > 2c 

a > c (1) 

Se usara este resultado en la obtencion de la ecuacion de una elipse, que ahora comienza. 
Remitase a la figura 2, el punto P(x, y ) esta sobre la elipse si y solo si 

d\ + d 2 = 2a 
d(P, F') + d(P, F) = 2a 
V(x + c ) 2 + (y - 0) 2 + \/(x - cf + (y - 0) 2 = 2 a 


Despues de eliminar radicales y simplificar, un buen ejercicio para usted, se obtiene 


(a 2 - c 2 )x 2 + a 2 y 2 — a 2 (a 2 - c 2 ) 



( 2 ) 

(3) 


Se permite dividir ambos lados de la ecuacion (2) entre a 2 (a 2 — c 2 ), ya que ni a 2 ni a 2 - 
c 2 es 0. De la ecuacion (1), a > c; de manera que a 2 > c 1 y a 2 - c 2 > 0. A1 inicio se 
eligio positiva la constante a. 

Para simplificar un poco mas la ecuacion (3), se hace 

b 2 = a 2 - c 2 b > 0 (4) 


para obtener 



(5) 


De la ecuacion (5) se observa que las intersecciones en x son x = ±a y las interseccio- 
nes en y son y = ± b. Las intersecciones en x son tambien los vertices. De esta manera, 

Longitud del ejc niavnr = 2a 
Longitud del cje menor = lb 

Para ver que el eje mayor es mas grande que el eje menor, se demuestra que 2 a > 2b. 
Regresando a la ecuacion (4), 

b 2 = a 2 — c 2 a, b, c > 0 

b 2 + c 2 = a 2 
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b 2 < a 2 
b 2 - a 2 < 0 
(b - a)(b + a) < 0 
b — a < 0 
b < a 
2b < 2a 
2 a > 2b 

( Longitud del\ l Longitud del 
\ eje mayor J > l eje menor 

Si se comienza con los focos sobre el eje y en F( 0, c ) y F'(0, —c) como en la figura 
3, en lugar de estar sobre el eje x como en la figura 2, entonces, siguiendo argumentos 
similares a los usados en la primera obtencion, se tiene 

(6) 

fy cr 


Definieion de 


Como fj^-oes positiva, b - a debe ser negativa. 


donde las relaciones entre a, b y c permanecen igual que antes: 

b ' = <> 2 ~ c 2 (7) 

El centra esta todavia en el origen, pero el eje mayor esta ahora a lo largo del ejey y el 
eje menor esta a lo largo del eje x. 


FIGURA 3 Elipse con focos 
sobre el eje>\ 



Es facil trazar graficas de las ecuaciones de la forma (5) o (6). Se determinan las 
intersecciones en x y y y se trazan en una elipse adecuada. Como al reemplazar x con 
—x, o y con —y se produce una ecuacion equivalente, se concluye que las graficas son 
simetricas con respecto al eje x, al eje y y al origen. Si se desea mayor exactitud, se 
pueden determinar puntos adicionales con la ayuda de una calculadora y el uso de las 
propiedades de simetria. 

Dada una ecuacion de la forma (5) o (6), ^como se puede encontrar las coordena- 
das de los focos sin memorizar o sin buscar la relacion b 2 = a 2 - c 2 ? Hay una relacion 
geometrica simple en una elipse que permite obtener el mismo resultado usando el 
teorema pitagorico. Para ver esta relacion, remitase a la figura 4(a). Despues, usando la 
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FIGURA 4 

geometricas. 


definition de una elipse y 2 a para la suma constante, como se hizo al obtener las 
ecuaciones estandar, se observa que 


d + d = 2a 
2d = 2 a 


d = a 


Asi: 


La longitud del segmento de recta desde el cttrenio d«' un eje meoor 
hasta un toco ei la misina que la mitad de la iongl ud clr un ej- n mo- 

Esta relation geometrica se ilustra en la figura 4(b). Usando el teorema pitagorico para 
el triangulo en la figura 4(b). se tiene 

b 2 + c 2 = a 2 


o 


b 1 = a 2 — c 2 Ecuaciones (4) y (7) 


0 


Relaciones 


c 2 — a 2 — b 2 Util para encontrar los focos, dadas ay b 

De esta manera, se puede encontrar los focos de una elipse dadas las intersecciones a y 
b usando simplemente el triangulo de la figura 4(b) y el teorema de Pitagoras. 



(a) 



(b) 


Se resumen todos estos resultados en el teorema 1 para una referencia adecuada. 


Ecuaciones estandar de una elipse con centro en (0, 0) 


Teorema 1 


1. — + 1 a>b> 0 

a 1 b 2 
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Intersecciones en x: ±a (vertices) 
Intersecciones eny: ±b 
Focos: F'(-c, 0), F(c, 0) 

<? = a 1 — b 1 

Longitud del eje mayor = 2 a 
Longitud del eje menor = 2b 



2 . 


±L + if=i 

b 2 a 2 


a > b > 0 


Y 


Intersecciones en x: ±b 
Intersecciones en_y: ±a (vertices) 
Focos: F' (0, -c),F(Q,c) 

c 2 = a 2 - b 2 

Longitud del eje mayor = 2 a 
Longitud del eje menor = lb 

[Notcr. Ambas graficas son simetricas con 
respecto al eje x, al ejey y al origen. Tam- 
bien, el eje mayor es siempre mas largo 
que el eje menor.] 



EXPLORACION Y ANALISIS 1 La recta que pasa por un foco F de una elipse que es perpendicular al eje mayor 

intersecta la elipse en dos puntos Gy H. Para cada una de las dos ecuaciones estandar 
de una elipse con centro (0, 0), encuentre una expresion en terminos de a y b para la 
distancia de G a H. 


Graficacion de elipses 

Trace la grafica de cada ecuacion, encuentre las coordenadas de los focos y tambien las 
longitudes de los ejes mayor y menor. 

(A) 9r + 16/ = 144 (B) lx 1 +/ = 10 

Soluciones (A) Primero, escriba la ecuacion en forma estandar dividiendo ambos lados entre 144: 


9X 2 + 16/ = 144 
144 


9F_ U5/ _ 

144 144 ~ 144 


.t 2 y 2 
— + — = 1 
16 9 


a 2 = 16 y b 2 = 9 
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Localice las intersecciones: 

Intersecciones en x: ±4 
Intersecciones en y: ±3 

y tracelas en la elipse, como se muestra en la figura 5. 

Focos: c 2 = a 2 - b 1 
= 16-9 
= 7 

c = Vl c es positiva 

De modo que. los focos son F' (—V7, 0) y F(X 7, 0). 

Longitud del eje mayor = 2(4) = 8 
Longitud del eje menor = 2(3) = 6 


(B) Escriba la ecuacion en forma estandar dividiendo ambos lados entre 10: 

lx 2 + y 2 = 10 

I---T 

ix 2 _ |o ! 

! To + To “ To i 




Localice las intersecciones: 

Intersecciones en x: ± V5 <* ±2.24 
Intersecciones en y: ±\/lO = ±3.16 

y tracelas en la elipse, como se muestra en la figura 6. 

Focos: c 2 = a 2 - b 2 
= 10-5 
= 5 

c = V 5 

Asi, los focos son F' (0, - V?) y F( 0, V5). 

Eje de mayor longitud = 2VlO = 6.32 
Eje de menor longitud = 2V 5 ~ 4.47 


Comentario. Para graficar la ecuacion 9x 2 + 16y^ = 144 del ejemplo 1(A) en un 


dispositivo de graficacion, primero se despeja y, obteniendo y = ± 


/144 - 9x 2 
V 16 
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Despues se traza cada una de las dos funciones. La grafica de y 


es la mitad superior de la elipse, y la grafica de v 
rior. 


144 - 9.r 
\ 16 


144 - 9.r 

\ 16 
es la mitad infe- 


Trace la grafica de cada ecuacion, encuentre las coordenadas de los focos, y encuentre 
las longitudes de los ejes mayor y menor. 

(A) x 2 + 4y 2 = 4 (B) 3x 2 + y 2 = 18 


Determination de ia ecuacion de una elipse 

Encuentre una ecuacion de una elipse en la forma 

5 + 


si el centra esta en el origen, e! eje mayor esta a lo largo del ejey, y: 

(A) Longitud del eje mayor = 20 (B) Longitud del eje mayor = 10 

Longitud del eje menor = 12 Distancia a los focos desde el centra = 4 


-10 


y 

iot 


Soluciones 



ri y 2 

FIGURA 7 — + — =]. 

36 100 


Y 



x 2 y 2 

FIGURA 8 —+ —= I. 

9 25 


(A) Calcule las intersecciones en x y y y realice un trazo rapido de la elipse, como se 
muestra en la figura 7. 


b 2 




L + i., 

36 100 



6 


(B) Realice un trazo rapido de la elipse, como se muestra en la figura 8; localice los 
focos e intersecciones en y, despues determine las intersecciones en x usando la 
relacion especial del triangulo antes analizada. 


^ f 

7J + L i= 1 
b a 

10 . 
a = ~~ - 5 


x 1 y 2 
— + — = 1 
9 25 


b 2 = 5 2 _ 4 2 = 25 - !6 = 9 
b = 3 
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Encuentre la ecuacion de una elipse en la forma 

x* v 2 

— + •- = 1 M,N> 0 
M N 

si el centra csta en el origen, el eje mayor esta a lo largo del ejc x, y: 

(A) Longitud del eje mayor = 50 (B) Longitud del eje menor = 16 

Longitud del eje mcnor = 30 Distancia a los focos desde el centra = 6 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Considere la grafica de una ecuacion con las variables x y y. La ecuacion de su 

aumento por un factor k > 0 se obtiene al reemplazar x y y en la ecuacion por x/k y 
y/k, respectivamente. 

(A) Encuentre la ecuacion del aumento por un factor 3 de la elipse con ecuacion 
(x 2 /4) + y 2 = 1. Grafique ambas ecuaciones. 

(B) De un ejemplo de una elipse con centra (0, 0) con a > b que no tenga un 
aumento de (x 2 /4) + y 2 = 1. 

(C) Encuentre las ecuaciones de todas las elipses que sean aumentos de (x 2 /4) + y 2 
= 1 . 


Sin duda se conocen las multiples presentaciones y usos de formas elipticas: algunos 
ejemplos son las orbitas de satelites, planetas y cometas; formas de galaxias, engranes 
y levas; algunos alcrones de aviones, quillas de barcos y timones, cubiertas de comedo- 
res, fuentes piiblicas y dornos en edificios (veasc figura 9). Una aplicacion reciente en 
la medicina es el uso de reflcctores elipticos y ultrasonicos para disolver calculos rc- 
nales. 


Planeta - 



s 

/ 

s 

/ 

\ 

/ 

Sol ' 

1 

\ 

r 

* < 

v F 
\ 

F / 

\ 

/ 

N 

/ 

■V. 

S’ 




Movimiento planetario 



Engrane elfptico 



(a) 


(b) 


(c) 


Uso de formas 

elipticas. 

Johannes Kepler (1571-1630), un astronomo aleman. descubrio que los planetas 
se mueven en orbitas elipticas, con el Sol como foco, y no en orbitas circulares como 
antes se habia creido [figura 9(a)]. La figura 9(b) muestra un par de engranes elipticos 
con puntos pivote en los focos. Esos engranes trasmiten velocidad de rotacion constan- 
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te a velocidad de rotacion variable, y viceversa. La figura 9(c) muestra un domo elipti- 
co. Una propiedad interesante de tales domos es que una fuente de sonido o luz en un 
foco se refleja en el domo y pasa por el otro foco. Una de las camaras en el edificio 
Capitol en Washington, D.C., tiene tal domo, y se le conoce como un cuarto de murmu- 
llo, ya que el sonido del cuchicheo en un foco se puede oir facilmente en el otro foco. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


1. (A) y Focos: P'(-V3, 0), F(V3, 0) 

Longitud del eje mayor = 4 
l Longitud del eje menor = 2 


(B) y 

v _ Focos: F’(0, - Vi 2), R0, V12)_ 

Longitud del eje mayor = 2V18 «• 8.49 
P Longitud del eje menor = 2V6 ~ 4.90 


-Vi 


F 


V 6 


X 


-VTS 


2 . 





64 


I 
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A 


11. 4x 2 + 7/ = 28 12. 3.v 2 + 2y 2 = 24 


En los problemas del I al 6, trace una grafica de cada ecua- 
cion, encuentre las coordenadas de los focos y determine las 
longitudes de los ejes mayor y menor. 



2 . — + — : 
9 4 


4.^ + ^ 

4 9 


5. £ + 9y 2 = 9 


6. 4X 2 + y 2 = 4 


B 


En los problemas del 13 al 20, encuentre una ecuacion de una 
elipse en la forma 

si el centro esta en el origen, y: 

13. El eje mayor esta sobre el eje x 
Longitud del eje mayor = 8 
Longitud del eje menor = 6 

14. El eje mayor esta sobre el eje x 
Longitud del eje mayor = 14 
Longitud del eje menor = 10 


En los problemas del 7 al 12, trace una grafica de cada ecua- 
cion, encuentre las coordenadas de los focos y determine las 
longitudes de los ejes mayor y menor. 


15. El eje mayor esta sobre el eje v 
Longitud del eje mayor = 22 
Longitud del eje menor = 16 


7. 25X 2 + 9y 2 = 225 8. 16* 2 + 25V 2 = 400 16 ‘ E1 e -) e ma 7 or esta sobre el e J e v 

Longitud del eje mayor = 24 

9. lx 1 + v 2 = 12 10. 4x 2 + 3y 2 = 24 Longitud del eje menor = 18 
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17. El eje mayor esta sobre el eje x 
Longitud del eje mayor = 16 
Distancia a los focos desde el centra = 6 

18. El eje mayor esta sobre cl eje x 
Longitud del eje mayor = 24 
Distancia a los focos desde el centra = 10 

19. El eje mayor esta sobre el eje v 
Longitud del eje menor = 20 

Distancia a los focos desde el centra = V70 

20. El eje mayor esta sobre el eje v 

Longitud del eje menor =14 _ 

Distancia a los focos desde cl centra = V200 


En losproblemas del 33 al 36, use un dispositivo de grafieacion 
para enconlrar las coordenadas de todos los puntos de inter¬ 
section con dos cifras decimales. 

33. / + 3/ = 20, 4jc + 5>- = 11 

34. Sx 2 + 35/ = 3 600, / = -25 y 

35. 50/ + 4/ = 1 025, 9/ + 2/ = 300 

36. 2/ + 7/ = 95, 13/ + 6/ = 63 


CIONES 


Explique por que una ecuacion cuya grafica es una elipse 
no define una funcion. 

Considere todas las elipses que tengan (0, ± 1) como los 
extremos del eje menor. Describa la conexion entre cl alar- 
gamiento de la elipse y la distancia de un foco al origen. 


/ 


En los problemas del 23 al 26, grafique cada sistema de 
ecuaciones en el mismo sistema coordenado rectangulary en- 
cuentre las coordenadas de cualquier punto de intersection. 
Determine coordenadas no enteras con ties cifras decimales. 


tir Compruebe los problemas del 23 


grafieacion. * 


23. 16/ + 25/ = 400 

24. 

2x - 5y = 10 


25. 25/ + 16/ = 400 

26. 


25/ - 36y = 0 


al 26 con un dispositivo de 


25/ + 16/ = 400 
5x + 8y = 20 

16/ + 25/ = 400 
3/ - 20y = 0 


En los problemas del 27 al 30. encuentre los puntos de inter¬ 
section en el primer cuadrante para cada sistema de ecuaciones 
con ties cifras decimales. 


Compruebe los problemas del 27 al 30 con un dispositivo de 
grafieacion. 


27. 5/ + 2/ = 63 

28. 3/ + 4/ = 57 

o 

II 

>, 

1 

a 

* - 2y = 0 

29. 2/ + 3/ = 33 

30. 3/ + 2/ = 43 

o 

II 

OO 

1 

/ - I2y = 0 


c 


Encuentre una ecuacion del conjunto de puntos en un pia¬ 
no, cada una de cuyas distancias de (2, 0) es una mitad de 
su distancia desde la recta x = 8. Identifiquc la figura 
geometrica. 

Encuentre una ecuacion del conjunto de puntos en un pia¬ 
no, cada una de cuyas distancias de (0,9) es tres cuartos de 
la distancia dc la recta y — 16. Identifique la figura 
geometrica. 

* Observe por favor que no es necesario el uso de un dispositivo de 
grafieacion para lerminar estos ejercicios. La comprobacion dc cstos 
con un dispositivo de grafieacion es opcional. 


37. lngenieria. El arco semieliptico en el puente dc concreto 
que se muestra en la figura debe tencr un claro de 12 pies 
por arriba del agua y salvar una distancia de 40 pies. En¬ 
cuentre la ecuacion de la elipse despues de insertar un sis¬ 
tema coordenado con cl centra de la elipse en el origen y 
cl eje mayor en el eje x. El eje y apunta hacia arriba, y el 
eje x apunta a la derecha. i,Que altura tiene cl claro arriba 
del agua a 5 pies desde la orilla? 



38. Diseno. Una cubierta eliptica de una mesa de comedor de 
4X8 pies sc va a haccr al cortar dc una hoja rectangular 
dc triplay dc 4 X 8 pies (vease la figura). Para dibujar la 
elipse en el triplay, ( : ,a que distancia se deben localizar los 
focos de cada orilla y cual debe ser la longitud de un peda- 
zo de cuerda para ajustarse a cada foco para producir la 
elipse (vease figura 1 en el texto)? Calcule la respuesta 
con dos cifras decimales. 



39. lngenieria aeronautica. De todas las formas posibles, se 
ha determinado que la unica con menos arrastre a lo largo 
del borde posterior es una elipse. El borde puede ser una 
linea recta, como se muestra en la figura. Uno dc los aero- 
planos mas famosos con este diseno fue el Spitfire britani- 
co de la Segunda Guerra Mundial. El aeroplano en la figura 
tiene una envergadura de 48.0 pies. 
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Borde delantero 


Fuselaje 


Borde posterior 


Alerones y cola 
elfpticos 


(A) Si el borde delantero recto es paralelo al eje mayor de 
la elipse y esta a 1.14 pies enfrentc de el, y si el borde 
delantero tiene un largo de 46 pies (incluyendo el an- 
cho del fuselaje), encuentrc la ecuacion de la elipse. 
Haga que el eje x este a lo largo del eje mayor (positi- 
vo a la derecha), y quc el eje v este a lo largo del eje 
menor (positivo hacia arriba). 

(B) ^Que ancho tiene el aleron en el centro del fuselaje 
(suponiendo que los alerones pasen por el fuselaje)? 

Calcule las cantidades con tres cifras significativas. 

40. Arquitectura naval. Actualmentc, muchas carreras de bo¬ 
tes de alto rendimiento usan quillas elipticas. tiinones y 
velas principals por las mismas razones que se comenta- 
ron en el problema 39 (menos arrastre a lo largo del borde 
delantero). En la figura adjunta. la elipse tiene una quilla 
con un eje mayor a 12 pies. El borde delantero recto es 


paralelo al eje mayor de la elipse y esta a un pie enfrente 
de el. La cuerda es un pie mas corta que el eje mayor. 


/ 

/ 



(A) Encuentre la ecuacion de la elipse. Haga que el eje y 
este a lo largo del eje menor de la elipse, y que el eje 
x este a lo largo del eje mayor, ambos con direction 
positiva hacia arriba. 

(B) £.Cual es cl ancho de la quilla, medido perpendicular 
al eje mayor, un pic por arriba del eje mayor desde el 
extremo inferior de la quilla? 

Calcule las cantidades con 3 digitos significativos. 


SECCION 


11-3 


Hiperboia 


Definicion de una hiperbola 
Trazo de una hiperbola 
Ecuaciones estandar y sus graficas 
Aplicaciones 


Como antes, se comienza con la definicion libre de coordenadas de una hiperbola. 
Usando esta definicion, se muestra como se puede dibujar una hiperbola y se obtienen 
las ecuaciones estandar para hiperbolas especiaimente localizadas en un sistema 
coordenado rectangular. 


• Definicion de una 
hiperboia 


La siguiente es una definicion libre de coordenadas de una hiperbola: 
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DEFINICION 1 Hiperbola 


Una hiperbola es el conjunto de todos los pun- 
tos P en un piano tales que el valor absoluto de 
la diferencia de las distancias de P a dos pun- 
tos fijos en el piano sea una constante positiva. 
Cada uno de los puntos fijos, F'y F, se llaman 
focos. Los puntos de intersection V y Vde la 
recta que pasa por los focos y las dos ramas de 
la hiperbola se llaman vertices, y cada uno se 
llama vertice. El segmento de recta V' V se de- 
nomina el eje transverso. El punto medio del 
eje transverso es el centro de la hiperbola. 


d\ ■ d 2 \ 1 Constante 



Todo lo que se necesita para dibujar una hiperbola (vease figura 1) son chinchetas, una 
regia, una cuerda y un lapiz. Coloque dos chinchetas en un pedazo de carton (estas 
forman los focos de la hiperbola). Fije una esquina de la regia en el foco F\ de manera 
que gire libremente alrededor de este punto. Corte un pedazo de cuerda mas corta que 
la longitud de la regia, y apriete un extremo a la esquina A de la regia y el otro extremo 
a la chincheta en F. Ahora empuje la cuerda con un lapiz contra la regia en B. Mante- 
niendo estirada la cuerda, gire la regia alrededor de F', manteniendo la esquina en F'. 
La curva resultante sera parte de una hiperbola. Las otras partes de la hiperbola se 
pueden dibujar cambiando la position de la regia y la cuerda. Para ver que la curva 
resultante cumple con las condiciones de la definicion, note que la diferencia de las 
distancias BF' y BF es 


BF' - BF = BF' + BA- BF- BA 

= AF' - (BF + BA) 

_ / Regia j _ / Longitud de 
\ recta / \ la cuerda 

= Constante 


Dibujando una 

hiperbola. 
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8C 


F(-c, 0) 

|e/i - d 2 \ 
en cl eje x. 


y 


j d 2 

F(C, 0) 


X 


Usando la definition de hiperbola y la formula de la distancia entre dos puntos, se 
pueden obtener las ecuaciones estandar para una hiperbola localizada en un sistema 
coordenado rectangular. Se comienza por ubicar una hiperbola en el sistema coordenado 
rectangular con los focos en el eje x equidistantes del origen en F" (— c, 0) y F(c, 0), c 
> 0, como se muestra en la figura 2. 

Como se hizo con la elipse, es conveniente representar la diferencia constante con 
2a, a > 0. Tambien, el hecho geometrico de que la diferencia de dos lados de un trian- 
gulo es siempre menor que el tercer lado se puede aplicar a la figura 2 para obtener el 
resultado util siguiente: 

|d, - d 2 1 < 2c 
2 a < 2c 


c > 0 

Constante positiva 


a < c 


( 1 ) 


Hiperbola con focos Se usara este resultado en la obtencion de la ecuacion de una hiperbola que ahora co¬ 
mienza. 

Remitase a la figura 2, el punto P(x, y) esta sobre la hiperbola si y solo si 


[d, -- d 2 1 = 2 a 
| d(P,F') - d(P,F)\ = 2 a 
|V(x + c) 2 + y 2 - V (x - c) 2 + y 2 1 = 2 a 

Despues de eliminar radicales y signos de valor absoluto mediante el uso adecuado de 
elevar al cuadrado y simplificar, otro buen ejercicio para usted, se tiene 

a\c 2 - a 2 ) (2) 

1 (3) 

Se permite dividir ambos lados de la ecuacion (2) entre a 2 (c 2 - a 2 ), ya que ni a 2 ni c 2 - 
a 2 es 0. De la ecuacion (1), a < c\ asi, a 1 < c 2 y c 2 - a 2 > 0. Al inicio se escogio la 
constante positiva a. 

Para simplificar la ecuacion (3) un poco mas, se hace 

b 2 = c 2 — a 1 b> 0 (4) 


(c 2 




a^x 2 — a 2 y 2 = 


2 2 

c - a 


para obtener 


(5) 


De la ecuacion (5) se observa que las intersecciones con el eje x, que tambien son los 
vertices, son x = ±a y que no hay intersecciones con el eje y. Para ver por que no hay 
intersecciones con el ejey, haga x = 0 y despejey: 



y 2 = -b 2 

y ~ — V — b 5 Un numero imaginario 
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y 



Hiperbola con focos 

en el eje x. 


Si se empieza con los focos sobre el ejey en F'( 0, —c) y F( 0, c) como en la figura 
3, en lugar de sobre el eje x como en la figura 2, entonces. siguiendo argumentos simi- 
lares a los usados en la primera deduccion, se obtiene 


tr b " 


donde la relacion entre a, b y c permanece igual que antes: 

b 2 = c 2 - a 2 (7) 

El centra esta todavia en el origen, pero el eje transversal esta ahora sobre el eje v: 

Como ayuda para graficar la ecuacion (5), se despejay de la ecuacion en terminos 
de x, otro buen ejercicio para usted, para obtener 


y = 



( 8 ) 


Comox cambia de manera que |x| se vuelve mas grande, la expresion 1 — (a 2 /x 2 ) dentro 
del radical se aproxima a 1. Por lo tanto, para valores grandes dc |x|, la ecuacion (5) se 
comporta en forma muy parecida a las rectas 



Estas rectas son asintotas para la grafica de la ecuacion (5). La hiperbola se aproxima 
a estas rectas en tanto un punto P(x, y ) sobre la hiperbola se mueve hacia afuera del 
origen (vease figura 4). Una forma facil para dibujar las asintotas es primero dibujar el 
rectangulo como en la figura 4, y despues extender las diagonales. A este triangulo se le 
conoce como rectangulo de asintota. 

Asintotas. Asintota Asintota 



A1 comenzar con la ecuacion (6) y procediendo como se hizo para la ecuacion (5), 
se obtienen las asintotas para la grafica de la ecuacion (6): 

y = ~l x do) 

El bisector perpendicular al eje transversal, que se extiende desde un lado de la 
asintota rectangular hasta el otro, se llama eje conjugado de la hiperbola. 

Dada una ecuacion de la forma (5) o (6), ^como se pueden encontrar las coordena- 
das de los focos sin memorizar u observar la relacion b : = c? — a 2 ? Asi como con la 
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elipse, hay una relation geometrica simple en una hiperbola que permite obtener el 
mismo resultado mediante el teorema de Pitagoras. Para ver esta relation, se vuelve a 
escribir b 2 = c 2 - a 2 e n la forma 


c 2 — a 1 + b 1 (11) 

Note en las siguientes figuras del teorema 1, que la distancia desde el centro a un foco 
es la misma que la distancia desde el centro a una esquina del rectangulo de asintota. 
Dicho de otra forma: 

' n circulo, con centro en ef eigen, ^ue pasa pot las enatro esquinas del 
11 > tinguF- de asintota. tambh-n pass por los cuatro tocos de las hiperbola- 
con la-, asinwit:!: cL-t - minadas por las diagonal? 1 del rectangulo. 

Se resumen todos los resultados anteriores en el teorema 1 para una referenda 
adecuada. 


Teorema 1 Ecuaciones estandar de una hiperbola con centro en (0, 0) 


a 2 b 2 

Intersecciones enx: ±a (vertices) 
Intersecciones en y. ninguna 
Focos: F'(-c, 0), F(c, 0) 

c 2 — a 2 + b 2 

Longitud del eje transversal = 2a 
Longitud del eje conjugado = 2b 



i. £-* = 1 

a 2 b 2 

Intersecciones en a:: ninguna 
Intersecciones eny: ±a (vertices) 
Focos: F' (0, —c), F( 0, c) 

c 2 = a 2 + b 2 

Longitud del eje transversal = 2a 
Longitud del eje conjugado = 2b 



[Nota: Ambas graficas son simetricas con respecto al eje x, al ejey y al origen.] 


> / 

EXPL0RACI0N Y ANALISIS 1 La recta que pasa por un foco F de una hiperbola que es perpendicular al eje trans¬ 
versal, intersecta la hiperbola en dos puntos Gy H. Para cada una de las dos ecuaciones 
estandar de una hiperbola con centro (0, 0), encuentre una expresion en terminos de 
ay h para la distancia G a H. 
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Graficacion de hiperbolas 

Trace la grafica de cada ecuacion, encuentre las coordenadas de los focos y tambien las 
longitudes de los ejes transversal y conjugado. 

(A) 9x 2 - 16V 2 = 144 (B) 16/ - 9x? = 144 (C) 2x 2 - y 2 = 10 

Soluciones (A) Primero, escriba la ecuacion en forma estandar dividiendo ambos lados entre 144: 


9X 1 - 16y a = 144 


y 



9x'- - 16/ = 144. 


Localice las intersecciones con el eje x,x= ±4; no hay intersecciones con el eje 
y. Trace las asintotas usando el rectangulo de asintota, despues trace en la hiper- 
bola (figura 5). 


Focos: c 2 = a 2 + b 2 
= 16 + 9 
= 25 
c = 5 

Por consiguiente, los focos son.P(-5, 0) y F(5, 0) 

Longitud de! eje transversal = 2(4) = 8 
Longitud del eje conjugado = 2(3) = 6 


(B) 


16y 2 - 9x 2 = 144 



y 



16/ - 9x 2 = 144. 


’Localice las intersecciones con el ej ey,y = ±3; no hay intersecciones con el eje 
x. Trace las asintotas usando el rectangulo de asintota, despues trace en la hiper- 
bola (fi-gura 6). Esto es importante para notar que el eje transversal y los focos 
estan sobre el ejey. 


Focos: c 2 - a 2 + b 2 
= 16 + 9 
= 25 
c = 5 

De manera que los focos son /'(O, -5) y F(0, 5) 

Longitud del eje transversal = 2(3) = 6 
Longitud del eje conjugado = 2(4) = 8 
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(C) 


lx 2 - y- = 10 



a 1 = 5 y b 1 = 10 



2 x ! -/= 10 . 


Localice las intersecciones con el eje x, x = ± V no hay intersecciones con el 
eje y. Trace las asintotas usando el rectangulo de asintota, despues trace en la 
hiperbola (figura 7). 

Focos: c 2 = a 1 + b 2 
= 5+10 
= 15 
c = Vl5 

De modo que los focos son F' (-Vl5, 0) y F(V15, 0). 

Longitud del eje transversal = 2V 5 « 4.47 
Longitud del eje conjugado = 2V10 = 6.32 


** Comentario. Para graficar la ecuacion 9 y 2 - 16.V 2 = 144 del ejemplo 1(A) en un 
dispositivo de graficaeion, primero se despeja y de la ecuacion, y se obtiene y = 


9x 2 - 144 


-y 


16 


. Despues se grafica cada una de las dos funciones. La grafica de y = 


/ 9x 2 - 144 ! 9x 2 — 144 

-y-—-- es la mitad superior de la hiperbola, y la grafica dey = —. /-—- 

es la mitad inferior. 


Trace la grafica de cada ecuacion, encuentre las coordenadas de los focos, y tambien 
las longitudes de los ejes transversal y conjugado. 

(A) 16y 2 - 25y 2 = 400 (B) 25y- - 16 y 2 = 400 (C) y 2 - 3 y 2 = 12 


Hiperbolas de la forma 


M N 


N M 


M,N > 0 


se Hainan hiperbolas conjugadas. En el ejemplo 1 y en el problema seleccionado 1. las 
hiperbolas en los incisos (A) y (B) son hiperbolas conjugadas (comparten las mismas 
asintotas). 


PRECAUCION Cuando haga un trazo rapido de una parabola, es un error comun tener la hiperbo¬ 
la abriendo hacia arriba y abajo cuando debe abrir a la izquierda y derecha, o 
viceversa. Este error se puede evitar si primero se localizan las intersecciones de 
manera exacta. 
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Determinacion de la ecuacion de una hiperbola 

Encuentre una ecuacion de una hiperbola en la forma 


M 



M, N > 0 


Si el centra esta en el origen, y: 

(A) Longitud del eje transversal es 12 
Longitud del eje conjugado es 20 


(B) Longitud del eje transversal es 6 
La distancia de los focos desde el 
centro es 5 


Soluciones (A) Comience con 


£ 
b 2 


= 1 


y encuentre ay b\ 



y 



10 


Asi que, la ecuacion es 


(B) Comience con 


36 




y encuentre a y b: 


a 



3 


Y 



Para encontrar b, trace el rectangulo de asintota (figura 8), marque las partes 
conocidas y use el teorema de Pitagoras. 


Asi, la ecuacion es 


b 2 = 5 2 - 3 2 
= 16 
b = 4 


f 

9 



Rectangulo asintota. 
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Problems selecciur>i;:o ? 


Encuentre una ecuacion de una hiperbola en la forma 


r_ 

M 



M, N > 0 


Si el centro esta en el origen, y: 

(A) La longitud del eje transversal es 50 
La longitud del eje conjugado es 30 


(B) La longitud del eje transversal es 12 
La distancia de los focos desde el 
centro es 9 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) i,La recta con la ecuacion .y = x intersecta la hiperbola con la ecuacion x 2 — (y 2 / 

4) = 1? Si es asl, encuentre las coordenadas de todos los puntos de intersec- 
ci6n. 

(B) ^La recta con la ecuacion = 3x intersecta la hiperbola con la ecuacion x 2 — 
(yV4) = 1 ? Si es asi, encuentre las coordenadas de todos los puntos de inter¬ 
section. 


(C) ^Para que valores de m la recta con la ecuacion y = mx intersecta la hiperbola 
X 2 V 2 

— — — = 1? Encuentre las coordenadas de todos los puntos de intersection. 
a 1 b 2 


Quiza no se de cuenta de los muchos usos importantes de las formas hiperbolicas. Se 
encuentran en el estudio de cometas; el Sistema Loran de navegacion para cruceros, 
barcos y aviones; movimiento de capilaridad y torres de enfriamiento nuclear, optica y 
radiotelescopios; y estructuras arquitectonicas contemporaneas. El edificio de la com- 
pania de aviacion TWA en el aeropuerto Kennedy es un paraholoide hiperbolico, y el 
planetario de! centro de la ciencia en St Louis, Estados Unidos, es un hiperboloide 
(vease figura 9). 




A 


Cometa alrededor del Sol Navegacion Loran 

(a) (b) 

Usos de formas 


Planetario de St. Louis 
(c) 


hiperbolicas. 


Algunos cometas del espacio extenor ocasionalmente entran al campo gravitacional 
del Sol, siguen una trayectoria hipcrbolica alrededor del Sol (con el Sol en un foco). y 
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despues salen, para no volver a aparecer [figura 9(a)]. En el Sistema Loran de navega¬ 
cion, las estaciones transmiten en tres puntos, S’,, S 2 y S, [figura 9(b)], envian senales 
simultaneamente. Un barco con un receptor registra la diferencia en los tiempos de 
llegada de las senales de y S 2 y tambien registra la diferencia en los tiempos de 11c- 
gada de las senales de S 2 y S,. La diferencia en los tiempos de llegada se puede transfor- 
mar en diferencias de las distancias que el barco esta en 5, y S } y entre S, y S y A1 trazar 
todos los puntos de manera que esas diferencias en distancia permanezcan constantes 
produce dos rarnas p. y p 2 , de una hiperbola con focos y S 2 y dos ramas, c/, y q r de 
una hiperbola con focos S 2 y S y Es facil indicar en cual forma csta el barco al advertir 
los tiempos de llegada de las senales de cada estacion. La interseccion de una rama 
desde cada hiperbola ubica el barco. La mayoria de estos calculos se hacen ahora en 
computadoras a bordo del barco, y se indican las posiciones en longitud v latitud. Este 
sistema de navegacion es ampliamente usado en navegacion costera. Las economicas 
unidades Loran ahora se encuentran en muchos pequenos barcos de diversion. La figu¬ 
ra 9 (c) ilustra un paraboloide usado en arquitectura. Con tales estructuras. cascarones 
delgados de concreto pueden salvar espacios grandes. 


Respuestas a los problemas seleccionados 


i. (A) 



25 16 


Focos: f'(-V'41, 0), F(\ 41, 0) 
Longitud del eje transversal = 10 
Longitud del eje conjugado = 8 
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A_ 


Trace una grafica cie cada ecuacion en los problemas del l al 
8. encuentre las coordenadas de los focos y las longitudes de 
los ejes transversal y conjugado. 



5 . 4.r - r = 16 
7. 9y 2 - 16a- 2 = 144 





6. r 2 - 9y 2 = 9 


8. 4v- - 25.r : = 100 


19. El eje conjugado esta en el eje x 
Longitud del eje conjugado = 14 

Distancia de los focos desde cl ccntro = V 200 

20. El eje conjugado esta en cl eje jc 
L ongitud del eje conjugado = 10 
Distancia de los focos desde el centra = V 70 

(A) ^Cuantas hiperbolas tienen su centra en (0, 0) y su 
foco en (1, 0)? Encuentre sus ecuaciones. 

(B) ^Cuantas elipses tienen su centra cn (0, 0) y su foco 
en (1, 0)? Encuentre sus ecuaciones. 

(C) ^Cuantas parabolas tienen su centra cn (0, 0) y su 
foco en (1, 0)? Encuentre sus ecuaciones. 

^Cuantas hiperbolas tienen las rectas y = ±2x como 
asintotas? Encuentre sus ecuaciones. 


B_ 

Trace una grafica de cada ecuacion en los problemas de! 9 al 
12, encuentre las coordenadas de los focos v las longitudes de 
los ejes transversal y conjugado. 

9. 3,r - 2v 2 =12 10. 3x 2 - 4y 2 = 24 

11. 7y 2 - 4.r = 28 12. 3y 2 - 2x 2 = 24 

En los problemas del 13 al 20. encuentre una ecuacion de una 
hiperbola en la forma 


r En los problemas del 2 3*a l 26, graftque cada sistema de 
ecuaciones en el mismo sistema coordenado rectangular y en¬ 
cuentre las coordenadas de cualquier punto de interseccion. 

Compruebe los problemas del 23 al 26 con un dispositivo de 
graftcacion. 

23. 3y 2 - 4,r 2 = 12 24. y 2 - x 2 = 3 

y 2 + jr 2 = 25 y 2 + x 2 = 5 

25. 2x 2 + y 2 = 24 26. 2x 2 + y 2 = 17 

x 2 -y 2 =-12 ,r-y 2 =-5 


En los problemas de! 27 al 30, encuentre todos los puntos de. 
interseccion para cada sistema de ecuaciones con tres cifras 
decimoles. 



y 2 x 2 

o ~ ~ = 1 M,N>0 

N M 


si el centro esta en el origen, y: 

13. F.1 eje transversal esta en el eje x 
Longitud del eje transversal = 14 
Longitud del eje conjugado = 10 

14. El eje transversal esta en el eje x 
Longitud del eje transversal = 8 
Longitud del eje conjugado = 6 

15. El eje transversal esta en el ejey 
Longitud del eje transversal = 24 
Longitud del eje conjugado = 18 

16. El eje transversal esta cn el eje y 
Longitud del eje transversal = 16 
Longitud del eje conjugado = 22 

17. El eje transversal esta en el eje x 
Longitud del eje transversal = 18 
Distancia de los focos desde el centro = 11 

18. El eje transversal esta en el eje x 
Longitud del eje transversal = 16 
Distancia de los focos desde el centro = 10 


Compruebe los problemas del 27 al 30 con un dispositivo de 
graftcacion. 

27. y 2 - x 2 = 9 28. y 2 - x 2 = 4 

2y - x = 8 y - x = 6 

y > 0 y & 0 

29. y 2 - x 2 = 4 30. y 2 - x3 = 1 

v 2 + 2x 2 = 36 2y a + x 2 = 16 

y £ 0 y > 0 

c_ 

Excentricidad. Los problemas 31 y 32, que se incluyen en se- 
guida, y los problemas 31 y 32 de la seccion de ejercicios 11-2 
estdn relacionados con una propiedad de las conicas llamada 
excentricidad, la cual se denota por un nttmero real positive E. 
Las parabolas, elipses e hiperbolas se pueden defnir en ter- 
minos de E. un punto Jijo llamado foco, y una recta que no 
contiene el foco llamada directriz, como sigue: El conjunto de 
puntos en un piano cada uno con una distancia desde un punto 
fijo es E veces la distancia desde una recta jiju, es una elipse si 
0 < E < l ima parabola si E = 1 y una hiperbola si E > 1. 

31. Encuentre una ecuacion del conjunto de puntos en un pia¬ 
no cuya distancia desde (3, 0) sea tres medios su distancia 
desde la recta x = ,. Identifique la figura geometrica. 
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32. Encuentre una ecuacion del conjunto de puntos en un pia¬ 
no cuya distancia desde (0.4) sea cuatro tercios de la dis- 
tancia desde la recta v = Idcntifique la figura gcometrica. 

En los problemas del 33 a136, use un dispositivo de graftcacion 
para encontrar las coordenadas de todos los puntos de inter- 
seccion con dos cifras decimoles. 


33. lx 2 - 3f = 20. lx + 15y = 10 

34. y 1 — 3a 2 = 8. t 2 = - y - 

35. 24y 2 - 1 8a- 2 = 175, 90.v 2 + 3v 2 - 200 

36. 8,r - ly 2 = 58. 4y 2 - 1 Ur = 45 


API IfAClCpiES ~ 

37. Arquitectura. Un arquitecto esta interesado en el diseno 
de un domo de cascaron delgado en forma de un paraboloi- 
de hiperbolico, como se mucstra en la figura (a). Encuen¬ 
tre la ecuacion de la hiperbola localizada en un sistema 
coordenado [figura (b)] quc satisfaga las condiciones in- 
dicadas. <)A que distancia esta la hiperbola por arriba del 
vertice 6 pies a la derecha del vcrtice? Calcule la respuesta 
con dos cifras decimales. 



Torre de enfriamiento nuclear 

(a) 


y 



(b) 



Hiperbola 


Paraboloide hiperbolico 
(a) 




to 4 


( 8 , 12 ) 


* Parte de la hiperbola del domo 
(b) 


38. Planta de potencia nuclear. Una torre de enfriamiento 
nuclear es un hiperboloide, cs decir, una hiperbola que 
gira alrededor de su eje conjugado como se muestra en la 
figura (a). La ecuacion de la hiperbola en la figura (b) usa- 
da para generar el hiperboloide es 

-£--i 

100 2 150- 


Si la torre tiene una altura de 500 pies, el techo esta a 150 
pies arriba del ccntro de la hiperbola y la base esta a 350 del 
centro, ^,cual es cl radio del techo y de la base? iC ual es el 
radio de la mas pcqueiia seccion transversal circular de la 
torre? Calcule su respuesta con tres digitos significativos. 

39. Ciencia espacial. Para rastrear sondas espaciales en otros 
planetas, la NASA usa grandes reflectores parabolicos con 
diametros igual a dos tercios de la longitud de un campo 
de futbol. No se neccsita mencionar, que muchos proble¬ 
mas de diseno se crcan por el peso de esos reflectores. Un 
problema con el peso se resuelvc usando un reflector de 
forma hiperbolica que comparte cl foco de la parabola para 
reflejar las ondas electromagneticas que llegan al otro foco 
de la hiperbola donde se tiene equipo receptor ya instalado 
(vease la figura). 

Onda 

entrante 
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(b) 


Para la antena de recepcion mostrada en la figura, el foco 
comun esta localizado 120 pies por encima del vertice dc 
la parabola y el foco /-"'(para la hiperbola) esta 20 pies arri- 
ba del vertice. El vertice de la hiperbola reflectora esta a 
110 pies arriba del vertice de la parabola. Se introduce un 
sistema coordenado para usar al cje de la parabola como el 
ejey (positivo hacia arriba), y el eje x pasa por cl centro de 
la hiperbola (positivo hacia la derecha). ^.Cual es la ecua- 
cion dc la hiperbola reflectora? Escriba v en terminos de x. 


SECCIOr< 


11-4 


TYeisiacion de ejes 


Traslacion de ejes 

Ecuaciones estandar de las conicas trasladadas 

Graficacion de ecuaciones de la forma Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Determinacion de las ecuaciones de conicas 


En las ultimas tres secciones se han encontrado ecuaciones estandar para parabolas, 
elipses e hiperbolas cuyos ejes respectivos estan centrados sobre los ejes coordenados y 
centradas con respecto al origen. ^Que pasa si se desplazan las conicas del origen man- 
teniendo sus ejes paralelos a los ejes coordenados? Ahora se mostrara que se pueden 
obtener las nuevas ecuaciones estandar que son casos especiales de la ecuacion Ax 2 + 
Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 donde A y C no son ambas iguales a cero. La herramienta 
matematica basica usada en este intento es la traslacion de ejes. Sin embargo, la utili- 
dad de la traslacion de ejes no se limita a la graficacion de conicas. La traslacion de ejes 
tambien se puede usar muy bien en otras situaciones de graficacion. 


Una traslacion de ejes coordenados ocurre cuando los nuevos ejes coordenados tie- 
nen la misma direccion, es decir, que son paralelos a los ejes coordenados originales. 
Para ver como cambian las coordenadas en el sistema original cuando se mueve al 
sistema trasladado, y viceversa, vease la figura 1. 


Traslacion de ejes 

coordenados. 


y 



► 

t 

Y 


P(x, y) 

, ?(* y 

; 


(0.0) 

1 

(M) 1 


(0,0) 


o 

X 
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Un punto P en el piano tiene dos conjuntos de coordenadas: (x, y) en el siste- 
ma original y (x',y') en el sistema trasladado. Si las coordenadas del origen del sistema 
trasladado son ( h , k), con respecto al sistema original, entonces las viejas y las nuevas 
coordenadas estan relacionadas de acuerdo con el teorema 1. 


Teorema 1 Formulas de traslacion 


1. x = x’ + h 
y = y' + k 


2. x' = x — h 
y'^y-k 


Se puede mostrar que estas formulas para ( h , k ) se localizan en cualquier lugar en 
el sistema coordenado original. 


Ecuador) de una curva en un sistema trasladado. 

Una curva tiene la ecuacion 

(x - 4) 2 + (y + l) 2 = 36 

Si el origen se traslada a (4, -1), encuentre la ecuacion de la curva en el sistema trasla¬ 
dado e identifique la curva. 

Solucion Ya que (ft, k) - (4, -1), usando las formulas de traslacion. 

x'=x — h=x-A 
y'=y-k = y+ 1 


(.v — 4) 2 + (y + 1 ) 2 = 36. 


despues de sustituir. se obtiene 

x' 2 + y' 2 = 36 

Esta es la ecuacion de un circulo de radio 6 con centra en el nuevo origen. Las coorde¬ 
nadas del nuevo origen en el sistema coordenado original son (4, —1) (vease la figura 
2). Observe que este resultado concuerda con el tratamiento general del circulo hecho 
en la seccion 2-1. 
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Una curva tiene la ecuacion O' + 2) 2 = 8(x - 3). Si el origen se traslada a (3, -2) 
encuentrc una ecuacion de la curva en el sistema trasladado e identifique la curva. 


Ahora se procede a encontrar las ecuaciones estandar de conicas trasladadas lejos de su 
origen. Para hacer esto, primero se escriben las ecuaciones estandar encontradas en 
secciones anteriores en el sistema coordenadox'v'con O'en (h, k). Despues se usan las 
ecuaciones de traslacion para encontrar las formas estandares con respecto al sistema 
coordenado original xy. Las ecuaciones de traslacion en todos los casos son 

x' = x - h 

y' = v - k 


Para parabolas se tiene 

x’ 2 = Aay' (x - hf = My ~ k) 

v' 2 = 4ax' (v - kf = 4 a(x - h) 


Para circulos se tiene 

x' 2 + y' 2 = 
En elipses se tiene para a> b> 0 



b 2 a 2 


Para hiperbolas se tiene 



a 2 b 2 


■ 2 (x - h) 1 + (y - kf = r 2 


(x - /i) 2 (y - k) 2 
a 2 h 2 

(x ~ hf (y - kf 

b 2 a 2 


(x - hf (y - kf 

a ' b 2 

(y - kf (x - hf 
a 2 b 2 


La tabla 1 resume estos resultados con las figuras apropiadas y algunas propieda- 
des analizadas anteriormente. 
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TABLA 1 


tcu*cion*i3 festanim • .. ■. • ra5l-;diid.-»; 

Parabolas 


\ 


- h) 2 = 4 a(y - k) 

Vertice (h, k) 

Focos ( h, k + a) 
a > 0 abre hacia arriba 
a < 0 abre hacia abajo 


la 


(y - k) 2 - 4fl(x - h) 



Vertice (h, k) 

Focos (h - a, k) 
a < 0 abre hacia la izquierda 
a > 0 abre hacia la derecha 


Circuios 

(* - h ) 2 + (y - k) 2 = r 2 

y Centro (h, k) 

Radio r 



C(h, k) 


(x - h) 2 (y - kf 
a 2 b 2 


Y Centro ( h, k) 



b 

Eje mayor 2 a 
Eje menor 2b 

a 



(h.k) 

_1- Y 


\ 


Elipses 

a > b > 0 


(x - hf (y - kf 
b 2 ~ a 2 


y Centro (h, k) 



Hiperbolas 


f* - h) 2 (y - k) 2 
a 2 b 1 


(y - kf (x - hf 
a 2 b 2 


Y 



Centro (h, k) 

Eje transversal 2 a 
Eje conjugado 2b 


x 


Y Centro ( h, k) 
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Se puede mostrar que la grafica de 

ecuaciom eft- M 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

. £;• -r • - O 

donde ^yCno son ambas cero, es una conica o una conica degenerada o no es una 
grafica. Si se puede transformar la ecuacion (1) a una de las formas estandar de la tabla 
1, entonces se podra identifiear su grafica y dibujarla rapidamente. El proceso de com- 
pletar el cuadrado analizado en la seccion 1 -6 es la herramienta basica para realizar esta 
transformacion. Un par de ejemplos podrian ayudar a aclarar este proceso. 


Graficacion de una conica trasladada 

Transforme 

y 2 - 6y — 4x + 1 = 0 (2) 

en una de las formas estandares de la tabla 1. Identifique la conica y grafiquela. 

Complete el cuadrado en la ecuacion (2) respecto a cada variable que 
este en el cuadrado, en este caso y: 

y 2 - 6y - 4x + 1 = 0 
y 2 - 6y = — 1 

(3) 

y 2 — 6 y - 1 - 9 = 4x + 8 Sume 9 a ambos lados a comDlet: 

el cuadrado en el lado izquierdo. 

(>• - 3) 2 = 4{x + 2) 


De la tabla 1, se reconoce la ecuacion (3) como una ecuacion de una 
parabola que se abre hacia la derecha con vertice en ( h, k ) = (—2, 3). 

Pasn Encuentre la ecuacion de la parabola en el sistema trasladado con origen 
O'en ( h, k) = (-2, 3). Las ecuaciones de traslacion estan directamente 
indicadas de la ecuacion (3): 


y y 



FIGUR/i ? 

jr - by - 4x + 1 = 0. 


x' = x + 2 

y' = y - 3 

Haciendo estas sustitucioncs en la ecuacion (3) se obtiene 

y' 2 = 4x' (4) 

la ecuacion de la parabola en el sistema x'y'. 

Paso 3. Grafique la ecuacion (4) en el sistema A'V'siguiendo el proceso analiza¬ 
do en la seccion 11 -1. La grafica rcsultante es la grafica de la ecuacion 
original con respecto al sistema coordenado original xy (figura 3). 
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Solucion 


Transforme 


jr + 4* + Ay - 12 = 0 

en una de las formas estandar de la tabla 1. Identifique la conica y grafiquela. 


Grafica de una conica trasladada 

Transforme 


9x 2 _ 4y 2 _ 36a . - 24y - 36 = 0 

en una de las formas estandar de la tabla 1. Identifique la conica y grafiquela. Encuen- 
tre las coordenadas de cualquiera de sus focos con respecto al sistema original. 

Paso /. Complete el cuadrado con respecto ary y. 



9x 7 - 

4y 2 - 

- 36.t - 24y - 36 

= 

0 

9x 2 

- 36„t 


- 4y 2 - 24y 

= 

36 

9(x* 

- 4x 

) 

- 4(y 2 + 6y ) 

= 

36 

9(x 2 

- 4jc 

+ 4) 

- 4(y 2 + 6 y + 9) 

= 

36 + 36 - 36 



9(x - 

- 2) 2 - 4(y + 3) 2 

= 

36 



U 

- 2) 2 (y + 3) 2 


1 


4 9 


De la tabla i reconozca la ultima ecuacion como una ecuacion de una 
hiperbola que abre a la izquierda o a la derccha con centro en ( h , k) = 
(2, -3). 

Paso 2. Encuentre la ecuacion de la hiperbola en el sistema trasladado con el 
origen O'en (h, k ) = (2, —3). Las ecuaciones de traslacion se leen direc- 
tamente de la ultima ecuacion en el paso 1: 

x' = x 2 
y' = y + 3 

Haciendo estas sustituciones, se obtiene 


la ecuacion de la hiperbola en el sistema x’y'. 

Grafique la ecuacion obtcnida en el paso 2 en el sistema x'y' siguiendo 
el proceso analizado en la seccion 11-3. La grafica resultante es la gra¬ 
fica de la ecuacion original respecto al sistema coordenado original xy 
(figura 4). 


Paso 3. 
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F1CU ■' 

9.v 2 - 4v’ - 36a- - 24 1 - 36 = 0. 


y y' 
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\ 

\ * 
\ • 
\ ; 

i 

k 

/ 

fi 

✓ 

/ 

P • 

\ 

* \ 

• \ 

' -r ■ 1 

> l 5 t 
/ 1 f 

-c' • 

. ✓ 
/ 

/_ 

j*\ "l J” 

N 

4 

! 

i \ ■ 

\ 

\\ 

\ 


Paso 4. Encuentre las coordenadas de los focos. Encuentre las coordenadas de 
los focos en el sistema trasladado: 

c'~ = 2 2 + 3 2 = 13 
c' = Vl3 
-c' = -V13 

Asi, las coordenadas en el sistema trasladado son 

f'(-Vl3,0) y F(Vl3,0) 

Ahora. use 

x = x' + h - x' + 2 
y = y'+k — y'~ 3 

para obtener 

F'(-V 13 + 2,-3) y F(Vl3 + 2,-3) 

que son las coordenadas de los focos en el sistema original. 


Transforme 


9x* + 16y 2 + 36a - 32y - 92 = 0 


en una de las formas estandar de la tabla 1. Identifique la conica y grafiqucla. Encuen- 
tre las coordenadas de cualquiera de los focos con respecto al sistema original. 


Comentario. Un dispositivo de graficacion proporciona un enfoque alternative para 
graficar ecuaciones de la forma Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F — 0. Considcrc, por ejem- 
plo, la ecuacion 9a 2 — 4V 2 — 36a - 24y — 36 = 0 del ejemplo 3. Se escribe la ecuacion 
como una ecuacion cuadratica en la variable y: 4y 2 + 24v + (-9.V 2 + 36 a + 36) = 0. 
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Por la formula cuadratica y = — “ 4 ———^, jonde f(x) = — 9x 2 + 36x + 36. 

8 

Despues grafique cada una de las dos funciones en la expresion para y. La grafica de 
y = — 24 + v 24 -I ft/fo) ; es ) a m itad superior de la hiperbola y la grafica de 


y 


- 24 - V24 2 - 16/(x) 
8 


es la mitad inferior. 


D F 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 Si A A 0 y C A 0, muestre que la traslacion de los ejes x' = x H - , y' = y H - 

2/1 2C 

transforma la ecuacion /lx 2 + Cy 2 + Dx + £y + F = 0 en una ecuacion de la forma 
Ax' 2 + Cy' 2 = K. 


Ahora se invertira el probiema: Dada cierta informacion acerca de una conica en un 
sistema coordenado rectangular, encuentre su ecuacion. 


Determinacion de la ecuacion de una conica trasladada 

Encuentre la ecuacion de una hiperbola con vertices en la recta x = -4, el eje conjuga- 
do esta en la recta y = 3. la longitud del eje transversal = 4 y la longitud del eje 
conjugado = 6. 

Localice los vertices, las asintotas rectangulares y las asintotas en el sistema coordenado 
original [figura 5(a)], despues grafique la hiperbola y traslade el origen al centro de la 
hiperbola [figura 5(b)], 


y 



(a) Rectangulo asintota 


■x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

rc 

__1_X, 

g 

-;xr- 

! 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

•y 

■5 

! 

i 

^- 

! / 

1 / 

1/ 

/ - 

l A « 


-5 

y 

s 
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. V . 5 “ 

X 

X 

y 

y 


X 
■ X 


(b) Hiperbola 


Ahora se escribe la ecuacion de la hiperbola en el sistema trasladado: 
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El origen del sistema trasiadado esta en (h, k) = (—4, 3) y las formulas de traslacion 
son 

x'=x-h~x - (-4) = x + 4 
/ = y - k = y - 3 

Por consiguiente, la ecuacion de la hiperbola en el sistema original es 

(y - 3) 2 (x + 4) 2 
4 9 

o, despues simplificando y escribiendo en la forma de la ecuacion (1), 

4* 1 - 9y 2 + 32* + 54>- + 19 = 0 


Encuentre la ecuacion de una elipse con focos sobre la recta* = 4, eje menor sobre la 
rectay = —3, longitud del eje mayor = 8, y longitud del eje menor = 4. 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Use la estrategia de completar el cuadrado para transformar cada ecuacion en una 

ecuacion en un sistema coordenado x'y'. Observe que la ecuacion no esta en una de 
las formas estdndar de la tabla 1; ya sea la ecuacion de una conica degenerada o la 
ecuacion no tiene solucion. Si el conjunto solucidn de la ecuacion no es vacio 
grafiquela e identifique la grafica (un punto, una recta, dos rectas paralelas o dos 
rectas que se intersectan). 

(A) * 2 + 2f - 2x + 16y + 33 = 0 

(B) 4* 2 - y 2 - 24* -2 y + 35 = 0 

(C) / - 2y - 15 = 0 

(D) 5x 2 +f+ 12y + 40 = 0 

(E) * 2 - 18* + 81=0 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. v' 2 = 8.r'; una parabola 

2. (* + 2) 2 = —4() ; — 4): una parabola 


y y 
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lx + 2 ( v - 11 J 

3. ——— +-— = 1: clipse foco: F'(- V7 - 2,1), F(V7 - 2. 1) 

16 9 



(* ~ 4) 2 : (>■ 4- 3) 2 
4 16 


1, o 4* 2 + y 2 - 32 x + 6v + 57 = 0 


EJERCICIO 
A _ 


11-4 


B 


En los problemas del I al 8: 

(At Encuentre las formulas de traslacion que trasladen el ori- 
gen al punto indicado (h, k). 

(B) Escriba la ecuacion de la curva para el sistema traslada- 
do. 

(C) Identifique la curva. 


En los problemas del 15 a! 22, transforme cada ecuacion en 
una de las formas estandarde la tabla 1. Identifique la cunmy 
grafiquela. 

15. 4* 2 + 9y 2 - 16* — 36y +16 = 0 

16. 16* 2 + 9y 2 + 64* + 54y +1=0 


1. (* - 3) 2 + (y — 5) 2 = 81; (3, 5) 

2. (* - 3) 2 = 8(y + 2); (3. -2) 

(* + If (y - 4) 2 
3 - r - + ^ = 1— 7. 4) 

4. (* + 2) 2 + (y + 6) 2 = 36; (-2, -6) 

5. (v + 9) 2 = 16(* - 4); (4.-9) 

(* + 8) 2 (y + 3) 2 
7 - 12 ~ + 8 ^ = 1;( “ 8 ’ _3) 

(* + If (y - 8) 2 

8. „ - ^ „ = 1; (-7,8) 


25 


50 


En los problemas del 9 al 14: 

(A) Escriba cada ecuacion en una de las formas estdndar 
enlistadas en la tabla I. 

(B) Identifique la curva. 

9. 16(* - 3) 2 - 9(y + 2) 2 = 144 

10. (y + 2) 2 - 12(* - 3) = 0 

11. 6(x + 5) 2 + 5(v + 7f = 30 

12. 12(y - 5) 2 - 8(.r - 3) 2 = 24 

13. (* + 6) 2 + 24(y - 4) = 0 

14. 4(x - If + 7(y - 3) 2 = 28 


17. * 2 + 8* + 8y = 0 

18. y 2 + 12* + 4y - 32 = 0 

19. * 2 + y 2 + 12* + lOy + 45 = 0 

20. * 2 + y 2 — 8* - 6y = 0 

21. -9.it 2 + 16y 2 - 72* - 96y - 144 = 0 

22. 16* 2 - 25y 2 - 160* = 0 

Si A + 0, C = 0 y E # 0, encuentre h y k de modo que la 
traslacion dc los ejes* = x' + h,y = y' + A* transforme la 
ecuacion Ax 1 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 en una de las 
formas cstandar de la tabla 1. 

Si A = 0, C =£ 0 y D 4= 0, encuentre h y k de modo que la 
traslacion de los ejes* = x' + h.y * y' + A transforme la 
ecuacion Ax- + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 en una de las 
formas estandar dc la tabla I. 

En los problemas del 25 al 32, use la informacion dada para 
encontrar la ecuacion de cada conica. Exprese la respuesia en 
la forma Ax : — Cy 2 + Dx + Ey + F — 0 con coejicientes 
enteros v A > 0. 

25. Una parabola con vertice en (2, 5), eje en la recta * = 2, y 
que pasa por el punto (-2. 1). 

26. Una parabola con verticc (4, -1), eje en la rectay = — l,y 
que pasa por el punto (2, 3). 

27. Una elipse con su eje mayor en la recta y = —3, su eje 
menor en la recta * = —2, longitud del eje mayor = 8 y 
longitud del eje menor = 4. 
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28. Una elipse eon su eje mayor en la recta x = —4. su eje 
mcnor en la recta v = 1. longitud del eje mayor = 4 y 
longitud del eje menor = 2. 

29. Una elipse con vertices en (4. — 7) y (4,3) y focos (4. -6) 
.v (4, 2). 

30. Una elipse con vertices en ( — 3.1) y (7, 1) v focos (— 1, 1) 
y(5, l). 

31. Una hiperbola con eje transversal sobre la recta x = 2, 
longitud del eje transversal = 4. el eje conjugado sobre la 
recta y = 3 y longitud del eje conjugado = 2. 

32. Una hiperbola con el eje transversal sobre la recta y = -5. 
longitud del eje transversal = 6, el eje conjugado sobre la 
rectar = 2y longitud del eje conjugado = 6. 


c_ 

En los problemas del 33 al 38 encuentre las coordenadas de 
cualquiera de los focos con respecto at sis tenia coordenado 
original. 

33. Problema 15 34. Problema 16 35. Problema 17 

36. Problema 18 37. Problema 21 38. Problema 22 

En los problemas del 39 al 42. use un dispositive) de graficacion 
para encontrar las coordenadas de todos los puntos de inter- 
seccion con dos cifras decimates. 

39. 3.v- - 5y 2 + 7a - 2y + 11 = 0, 6.v + 4v = 15 

40. 8a 2 + 3y 2 - 14a -t- 17y - 39 = 0, 5a - 1 ly = 23 

41. 7a- 2 - 8a + 5y - 25 = 0, a 2 + 4v 2 + 4 a - y - 12 = 0 

42. 4.x 2 - y- - 24a - 2y + 35 = 0. 2a 2 + 6y 2 - 3a - 34 = 0 


11-5 


pat a. 


Ecuaciones parametricas y curvas planas 

Movimiento de proyectiles 

Cicloide 


f rjmet fii 

urvjs pli 


Considere las dos ecuaciones 


a = t + 1 

-3C < t < OS 

y = /- - 2r 


O) 


Cada valor dc t determina un valor dc a y un valor de v, y, en consecuencia, un par 
ordenado (x,y). Para graftcar el conjunto de pares ordenados (x,y) determinado supo- 
niendo que todos los valores de t son reales, construya la tabla 1 enlistando los valores 
seleccionados de t y los valores correspondientes de xy v. Despues se dibujan los pares 
ordenados (a, y) y tinalos con una curva continua, como se muestra en la figura 1. La 
variable t se llama parametro y no aparece en la grafica. Las ecuaciones (I) sc Hainan 
ecuaciones parametricas, ya que ambasAy v sc expresan en terminos del parametro t. 
La grafica de los pares ordenados (x, y) se llama curva plana. 



TABLA 1 


0 

1 

2 

3 

4 

-1 

-2 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

-1 

0 

-1 

0 

3 

8 

3 

8 


En algunos casos es posible eliminar el parametro resolviendo una de las ecuaciones 
para t y sustituyendo en la otra. En el ejemplo que se esta considerando despeje t de la 
primera ecuacion en terminos de x , se tiene 


Grafica dc.v = t 1, 
y = f 2 - 2t, -3= < r < 


t = A - 1 
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DEFINICION 1 


Despues, sustituya el resultado en la segunda ecuacion, se obtiene. 

y = (x ~ l) 2 - 2(x - 1) 

= jr - 4x + 3 


Se reconoce a esta como la ecuacion de una parabola, como se puede observar en la 
figura 1. 

En algunos otros casos, puede no ser facil o posible eliminar el parametro para 
obtener una ecuacion en terminos de xyy. Por ejemplo, para 

x = t + log t 

t> 0 

y = t - <?' 

no es posible despejar a t en ninguna de las ecuaciones en terminos de las funciones que 
se estan considerando. 

£,Hay mas de una representacion parametrica para una curva plana? La respuesta 
cs si. En efecto, hay un numero ilimitado de representaciones parametricas para la mis- 
ma curva plana. Las siguientes son dos representaciones adicionales de la parabola en 
la figura 1. 


x = t+ 3 

y = t 2 + 2 1 

— oc < t < 00 

(2) 

x - t 

y = t 2 - At + 3 

— oo < t < 00 

(3) 


Los conceptos introducidos en el analisis anterior se resumen en la definicion 1. 


Ecuaciones parametricas y curvas planas 

Una curva plana es el conjunto de puntos ( x,y ) determinado por las ecuaciones 
parametricas. 


* =/( 0 


y = g(0 

donde el parametro t varia en el intervalo I y las funciones /y g estan ambas 
definidas en el intervalo /. 


/,Por que se esta intcresado en las representaciones parametricas de las curvas 
planas? Porque el enfoque es mas general que usando ecuaciones con dos variables 
como ya se ha hecho. Ademas, el enfoque se generaliza a curvas en espacios de tres y 
mas dimensiones. Otra razon importante para el uso de representaciones parametricas 
de curvas planas se ilustra en el analisis y ejemplos siguientes. 
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Graficacion de ecuaciones parametricas y elimination del parametro 

Grafique la curva plana dada parametricamente por 
x = 8 cos 0 

— 00 < 0 < oc (4) 

y - 4 sen 0 

Identifique la curva eliminando el parametro 0. 

Solucion Construya una tabla y grafique 


9 

0 

tt/6 

tt/3 

-ir/2 

2 tt/3 

5 tt/6 

IT 

7 tt/6 

4ir/3 

3tt/2 

5 tt/3 

1 ltr/6 

2ir 

X 

8 

4V3 

4 

0 

-4 

-4V3 

-8 

—4V3 

-4 

0 

4 

4V3 

8 

y 

0 

2 

2V3 

4 

2%/3 

2 

0 

-2 

-2V3 

-4 

-2V3 

-2 

0 


Para eliminar el parametro 0, despeje de la primera ecuacion en (4) a cos 0, y de la 
segunda a sen 0, y sustituya en la identidad de Pitagoras cos 2 0 + sen 2 0 = 1 


Y 



x = 8 cos 9, y = 4 sen 9, 

-co < 9 < oe. La grafica es una elipse (figura 2). 


Grafique la curva plana dada parametricamente por x = 4 cos 0 , y — 4 sen 0, 0 a 0. 
Identifique la curva eliminando el parametro 0. 


, 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 Grafique un periodo (0 ^ 0 s 2 ji) para cada una de las tres curvas planas dadas 

parametricamente por 

x t = 5 cos 0 x 2 = 2 cos 0 x 3 = 5 cos 0 

y, = 5 sen 0 y 2 = 2 sen 0 y 3 — 2 sen 0 

Identifique las curvas eliminando el parametro. 
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Soluciones 


hi t =e*h^cos. vi T =i«-t<inCT_ 



T=.‘l 

K=g.SM£BlB Y=1.H£S79S 

- 2 

x = 5 + 4 sec 0, y = 1 + tan 0. 


• Movimicnto de 
proyec tiles 


Ecuaciones parametricas para secciones conicas 

Encuentre las ecuaciones parametricas para la seccion conica con las ecuaciones dadas: 


(A) 25.r 2 + 9>~ - 100a + 54y - 44 = 0 

(B) a j - 16>~ - 10a + 32y -7 = 0 


(a - 2) 2 

(A) AI completar el cuadrado en a y y se obtiene la forma estandar- + 


—-— = 1. De modo que la grafica es una elipse con centro en (2, —3) y e! eje 

25 

mayor sobre la recta a = 2. Ya que cos 2 0 + sen 2 0=1, una representacion pa- 


rametrica con parametro 0 se obtiene al hacer 


a - 2 


A y + 3 a 

cos 0, --= sen 0: 


a = 2 + 3 cos 0 
y = - 3 + 5 sen 0 


-co < 0 < sc 


(B) 


Al completar el cuadrado en a y v se obtiene la forma estandar 


(x - 5) 2 

16 


(y — l) 2 = 1. De manera que la grafica es una hiperbola con centro en (5, 1) y el 
eje transversal en la recta y = 1. Ya que sec 2 0 - tan 2 0 = 1. se obtiene una re- 

x — 5 

presentacion parametrica con parametro 0 haciendo --= sec 0, y — I = 

tan 0: 4 


a = 5 + 4 sec 0 77 

- sc < e < so, 0 * — + kTT, k un entero 
y = 1 + tan 0 2 

^ Observe que cuando las ecuaciones parametricas se grafican en un dispositive de 
graficacion en modo conectado, la grafica parece mostrar las asintotas de la hi¬ 
perbola (vease la figura 3). 


Encuentre las ecuaciones parametricas para la seccion conica con la ecuacion dada: 

(A) 36a 2 + 16y 2 + 504 a - 96y + 1332 = 0 

(B) 16y 2 - 9a 2 - 36a + 128y + 76 = 0 


Las leyes de Newton y las matcmaticas avanzadas se pueden usar para determinar la 
trayectoria de un proyectil. Si v 0 es la velocidad inicial del proyectil con un angulo a 
con respecto a la horizontal (vease la figura 4) y la resistencia del aire se desprecia, 
entonces la trayectoria del proyectil esta dada por 


a = (v 0 cos a )t 
y = (v 0 sena)t - 4.9t 2 


0 <t<b 


( 5 ) 
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Movimiento de un 

proyectil. 


Region alcanzablc 
dc un proyectil. 


* Cicloide 


El parametro t representa el tiempo en segundos, y x y y son distancias medidas en 
metros. A1 despejar t en terminos de x de la primera ecuacion (5), sustituycndo en la 
segunda ecuacion, y simplificando los resultados en la siguientc ecuacion: 


4.9 

y = (tan a).x - - -— x' 

v„ cos- a 


Verifique esta completando los detalles omitidos. 


y 



^0 cos a 


( 6 ) 


Se reconoce la ecuacion (6) como una parabola. Esta ecuacion enxyy describe la 
trayectoria que sigue el proyectil, pero dice un poco mas acerca de su vuelo. Por otra 
parte, las ecuaciones parametricas (5) no solo determinan la trayectoria del proyectil 
sino tambien indican que position tienen en cualquier tiempo t, Ademas, usando con- 
ceptos de fisica y calculo, las ecuaciones parametricas se pueden usar para determinar 
la velocidad y la aceleracion del proyectil en cualquier tiempo t. Esto ilustra otra venta- 
ja del use de las representaciones parametricas de las curvas planas. 

El rango de un proyectil es la distancia del punto de disparo al punto de impacto. 
Si se conserva la velocidad inicial v 0 del proyectil constante y varia el angulo a en la 
figura 4, se obtienen diferentes trayectorias parabolicas seguidas por el proyectil y dife- 
rentes rangos. El maximo rango se obtiene cuando a = 45°. Ademas, suponiendo que 
el proyectil siempre esta en el mismo piano vertical, entonces hay puntos en el aire y en 
la tierra que el proyectil no puede alcanzar, irrespectivamente del angulo a. usado, ()°s; 
ot s 180°. Usando matematicas mas avanzadas, se puede mostrar que la region alcan- 
zable esta separada de la region no alcanzable por una parabola llamada envolvente de 
las otras parabolas (vease la figura 5). 



Ahora se considerara una curva no usual llamada cicloide , lo cual tienc justamente una 
representacion parametrica simple y solamente una muy comphcada representacion en 
terminos de xy y. La trayectoria trazada por un punto sobre el borde de un circulo que 
rueda a lo largo de una recta se llama cicloide. Para deducir las ecuaciones parametricas 
para una cicloide se rueda un circulo de radio a a lo largo del eje x con el punto P 
trazando el borde a partir del origen (vease la figura 6). 


: 
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Cicloide. 


Teorema 1 


y 



Puesto que el circulo rueda a lo largo del eje x sin resbalar (remitase a la figura 6), 
observe que 


d(0, S) = arc PS 

= o0 0 en radianes (7) 

donde S es el punto de contacto entre el circulo y el eje x. Refiriendose al triangulo 
CPQ, se ve que 


d(P, Q) = a sen 0 0 ^ 0 ^ 7t/2 (8) 

d(Q, Q = a cos 0 0 < 0 < n/2 (9) 

Usando estos resultados, se tiene que 

x = d(0, R) 

= d{0 , S ) - d(R, S ) 

= (arc PS) - d(P, Q ) 

= u0 — usen0 Use las ecuadones (7) y (8). 

y = d(R,P) 

= d(S,C) - d(Q,C) 

= a — a cos 0 Use la ecuacion (9) y el hecho de que d(S, Cl = a. 

Aunque 0 en las ecuaciones (8) y (9) esta restringido de modo que Os0s n/2, se 
puede mostrar que las ecuaciones parametricas deducidas generan toda la cicloide para 
—oc < 0 < oc. La grafica especifica una funcion periodica con periodo 2 na. Por consi- 
guiente, en general, se tiene el teorema 1. 


Ecuaciones parametricas para una cicloide 

Para un circulo de radio a rodado a lo largo del eje x, la cicloide resultante gene- 
rada por un punto del borde iniciando en el origen esta dada por 

x = ad — a sen 0 


y = a — a cos 0 


— 00 < 0 < 00 


11-5 Ecuaciones parametricas 
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La cicloide es un buen ejemplo de una curva que es muy dificil de representar sin 
el uso de un parametro. Una cicloide tiene una muy interesante propiedad fisica. Un 
objeto que resbala sin friccion de un punto P a un punto Q mas debajo de P, pcro no en 
la misma recta vertical que P, llegara a Q en un tiempo corto viajando a lo largo dc una 
cicloide que cualquier otra trayectoria (vease la figura 7). 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 (A) Sea Q un punto que esta a b unidades del centro de una rueda de radio a, donde 

0 < b < a. Si la rueda da vueltas a lo largo del eje x, con el punto de trazo Q 
iniciando en (0, a — b) explique por que las ecuaciones parametricas para la 
trayectoria de Q estan dadas por 

x = a0 — b sen 0 
y = a — b cos 0 

(B) Use un dispositivo de graficacion para graficar las trayectorias de un punto en 
el borde de una rueda de radio 1, y un punto a la mitad entre el borde y el 
centro, la rueda hace dos revoluciones completas al rodar a lo largo del eje x. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. at + y 2 = 16; circulo 
V 


-‘I 

2. (A) x = -7 + 4 cos 9, v * 3 + 6sen 9. —« < 9 < * 

(B) x — -2 + 4 tan 0, y = -4 + 3 sec 0, —« < 0 < 0 * + /hr, fees un cntero 



EJERCICIO 


11-5 


A 


B 


En los problemas del 1 al 10 dibuje cada curva plana, median- 
te una tabla de valores (vease el ejemplo I). Obtenga una ecua- 
cion en xyy eliminando el parametro, e identifique la curva. 
En este conjunto de ejercicios, el intervalo para el parametro 
es toda la recta real, a menos que se establezca lo contrario. 


1. x = —t,y = 2t — 2 

3. x= -t 2 ,y = 2t 2 -2 
5. x = 3r,y = -2 1 
7. x = y = t 
9. x = |/ 4 , y = t- 


2. x = t, y = t + 1 
4. x = t 2 ,y - t 2 + I 
6. x = 2 1 , y - t 
8. x -2 t,y = t 1 
10. -r = 2 t 2 ,y = t d 


En los problemas del 11 al 18, obtenga una ecuacion en xyy 
eliminando el parametro. Use la mas simple de las dos formas 
para graficar la curva. Nombre la curva si esta es una curva 
identificada. 

11. x = 3 sen 0, y = 4 cos 0 

12. x = 3 senG, y = 3 cos 0 

13. x = 2 + 2 sen 0. y = 3 + 2 cos 0 

14. x = 3 + 4sen0, y = 2 + 2 cos 0 

15. x = t — 2, >• = —-—: t ^ 2 

2 - t 
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16. x = t — 1, y — - t =£ 1 

17. x = t - l.y = Vf; t £0 

18. ,v = r\y = t 2 + 1 

Si .4 # 0, C = 0 y E 0, cncuentrc las ecuaciones 
parametricas para Ax- -r- Cy : + Da + £y + F = 0. Identi- 
fique la curva. 

Si A = 0, C 0 y D t= 0, encuentre las ecuaciones 
parametricas para Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. Identi- 
fique la curva. 


ecuaciones parametricas para graficar la curva en un disposi¬ 
tive de graficacion. 

33. 25a 2 - 200a - 9y 2 - 18v + 616 = 0 

34. 36a 2 + 360a + 4>' 2 - 8y -t- 760 = 0 

35. 4a 2 - 24a + 49>- 2 + 392y + 624 = 0 

36. 16a- + 32a - 9y 2 - 36y - 164 = 0 


APLICACiONES 


c_ 

En los problemas del 21 at 26, obtenga una ecuacion enxyyeli- 
minando el pardmetro. Use la mas simple de las dos formas para 
dibujar la curva. Nombre la curva si esta esta identificada. 

21. a = r 2 , y = r -2 ; t # 0 22. x = e', y = e~’ 

23. a = cos 20. v = 4 sen 0 24. a = 3 sec 2 0, y = 2 tan 2 0 

8 4f 4/ 4( 2 

25. a = —-y = —-- 26. a = —- y = —-- 

f- + 4 } r + 4 / 2 + 1 • t 2 + 1 

Grafique, usando una calculadora, un periodo (0 <, 0 < 2nj de 
cada cicloide en los problemas 27y 28. 

27. a = 0 - sen 0, y = 1 - cos 0 

28. a = 20 — 2 sen 0, y = 2 - 2 cos 0 

En los problemas del 29 al 32, tise un dispositivo de graficacion 
para graficar las ecuaciones parametricas. Despues elimine el 
pardmetro y encuentre la ecuacion estdndar para la curva. 
Nombre la curva y encuentre su centro. 

29. a = 3 + 6 cos r. y = 2 + 4 sent, 0 s t < 2tt 

„ TT 3-11 TT 

30. a = 1 + 3 sec i, y = — 2 + 2 tan t. - < t < —. f =4 — 

2 2 2 

. , tt 3-rr it 

31. a = - 3 + 2 tan t, v = -1 + 5 sec t, — < i < —. t # — 

2 2 2 

32. a = -4 + 5 cos t,y = 1 +8 sent, 0 s t < 2ir 

En los problemas de133 al 36, encuentre la forma estdndar de 
cada ecuacion. Nombre la curva v encuentre su centro. Use las 


37. Movimicnto en un piano. Un objeto sigue una trayectoria 
dada por 

a = 5 sen6trr 

t S 0 

y = 5 cos 6trf 

dondc t es el tiempo en segundos y x y y son distancias en 
pies. 

(A) <-,Cuales son las coordenadas del objeto cuando t = 
0.1 segundos? Calcule su respuesta con una cifra de¬ 
cimal. 

(B) Elimine el parametro y grafique la ecuacion resultan- 
te cn a y y. Identifique la trayectoria. 

38. Movimicnto en un piano. Repita el problema 37 para 

a = 4semrt 

t > 0 

y = 2 cos irt 

39. Movimiento de proyectiles. Un proycctil se dispara con 
una vclocidad initial de 300 metros por segundo a un an- 
gulo de 45° con respecto a la horizontal. Despreciando la 
resistencia del airc, encuentre: 

(A) El momento del impacto. 

(13) La distancia horizontal cubierta (rango) en metros y 
kilometres en el momento del impacto. 

(C) La maxima altura en metros del proyectil. Calculc 
todas las repuestas con tres cifras decimates usando 
calculadora. 

40. Movimiento de proyectiles. Repita el problema 39 si el 
mismo proyectil sc dispara a 40° con respecto a la hori¬ 
zontal cn lugar dc 45°. 


ACTIVIDADES EN CRUPO DEL CAPITULO 11 Cuerdas focales 

Muchas de las aplicaciones de las secciones conicas estan basadas en sus propiedades de reflexion o focales. Una 
de las mas interesantes propiedades algebraicas de las secciones conicas conciemen a sus cuerdas focales. 

Si una recta que pasa por el foco F contiene los dos puntos G y H de una seccion conica, entonces el 
segmento de recta GH se llama cuerda focal. Sean G (*,, y H ( x 2 , y 2 ) los puntos de la grafica a 2 = 4 ay tal que 
GH es una cuerda focal. Sea que u denote la longitud de GF y la longitud de FH (vease la figura 1). 
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FI CURA 1 Cuerda focal GH 
de la parabola a- 2 = 4 ay. 


\ 

F 

v, H 

c <» 

(2 a, a) 




(A) Use la formula de la distancia para mostrar que u = y ] + a. 

(B) Muestre que Gy H estan sobre la recta y — a = mx, donde m — (y, - y l )/(x 2 — x j). 

(C) Dcspeje x dcy — a = mx y sustituya en a -2 = 4 ay, para obtener una ecuacion cuadratica en y. Explique por 
qu cy,y 2 = a 2 . 

(D) Muestre que — + — = — 

u v a 

(E) Muestre que u + v — 4a = ——Explique por que esto implica que « + vS 4a, la igualdad se cumple 

u - a 

si y solo si u = v = 2a. 

(F) <',Cual es la cuerda focal mas corta? 6 Hay una cuerda focal mas larga? 

(G) «(Es — + — una constante para las cuerdas focales de la elipse? ^Para las cuerdas focales dc la hiperbola? 

u v 

Obtenga evidencias para sus respuestas considerando problcmas especificos. 

(H) La seccion conica con foco en el origen, directriz en la recta x — D > 0 y excentricidad E > 0 tiene la 

ecuacion polar r =-. Explique por que esta ecuacion facilita mostrar que — + — = — para 

1 + E cos 0 a v a 

una parabola. Use la ecuacion polar para determinar la suma — + — para una cuerda focal de una elipse o 

u v 

hiperbola. 


Repaso del capitulo 11 

111 SECCIONES 

Las curvas planas obtenidas por la intersection de un 
cono circular recto con un piano se llaman secciones 
conicas. Si el piano se corta claramente por un sector, 
entonces la curva dc interseccion se llama circulo si el 
piano es perpendicular al eje y elipse si el piano no es 
perpendicular al eje. Si un piano corta solo un sector 
pero no corta claramente al otro, entonces la curva de 
interseccion se llama parabola. Si un piano corta am- 
bos sectores, pero no pasa por el vcrtice, la curva de in¬ 
terseccion rcsultante sc llama hiperbola. Un piano que 
pasa por el vcrtice de un cono produce una conica dege- 
nerada (un punto, una recta o un par dc rectas). La figu¬ 
re ilustra las cuatro conicas no degeneradas. 



Circulo Elipse Parabola Hiperbola 
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La grafica de 

Ax'- + Bxy + Cy 1 + Dx + Ey + F = 0 

donde A, B y C no son todos 0, cs una conica. 

La siguicntc es una definicion libre de coordenadas de una 
parabola: 


Parabola 

Una parabola cs el conjunto de todos los puntos en un 
piano equidistante de un punto fijo F y a una recta fija L 
en el piano. £1 punto fijo se llama foco, y la recta fija se 
llama directrix. Una recta que pasa por el eje perpendi¬ 
cular a la directriz se llama eje, y el punto que esta sobre 
el eje a la mitad entre la directriz y el foco se llama ver- 
tice. 




Directriz 


De la definicion de una parabola, se pucdcn obtener las si- 
guicntes ecuaciones estandar: 

Ecuaciones estandar de una parabola con 
vertice en (0, 0) 

1. y 2 = 4 ax 
Vertice: (0,0) 

Foco:( a, 0) 

Directriz: x = — a 
Simetria con respecto al eje x 
Eje, el eje x 


V Y 



' i'abr« k> 
derecfca) 


2. x 2 = 4 ay 
Vertice: (0, 0) 

Foco: (0, a) 

Directriz: y — — a 
Simetria con respecto al eje y 
Eje, cl ejey 


y mm y ■ 



n 2 timsF 

La siguientc cs una definicion libre de coordenadas de una 
el ipse: 


Elipse 

Una elipse es el conjunto de todos los puntos P en un 
piano tal que la suma de la distancia de P de dos puntos 
fijos en el piano es constante. Cada uno de los pun¬ 
tos fijos F’ y F se llama foco y juntos se llaman focos. 
Refiricndose a la figura. el segmento de recta V’V que 
pasa por los focos es el eje mayor. El bisector perpendi¬ 
cular B 'B del eje mayor cs e) eje menor. Cada uno de los 
puntos del eje mayor, V y V, se llama vertice. El punto 
medio del segmento de recta F’F se llama centro de la 
elipse. 


d, r d 2 Constante 


d, r 


De la definicion de una elipse, se obtienen las siguientes 
ecuaciones estandar: 
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Ecuaciones estandar de una elipse con 
centro en (0, 0) 

r 2 y 2 

1. — +A - 1 a> b> 0 
a 2 b 2 

Intersecciones con el eje x : ±<z (vertices) 
Interseccioncs con el ejey: ±b 
Focos: F'(-c, 0), F(c, 0) 


c 2 = a 2 — b 2 

Longitud del eje mayor = 2a 
Longitud del eje menor = 2b 



T 2 V 2 

2. — + i- = i a> b>0 

b 2 a 2 

Intersecciones con el ejeac: ±b 
Intersecciones con el ejey: la (vertices) 
Focos: _ c), F(0, c) 

c 2 — (F 6 2 


Longitud del eje mayor = 2a 
Longitud del eje menor = 2b 



[Nota: Ambas graficas son simetricas con respecto al 
eje x, al ejey y al origen. Tambien, el eje mayor es siem- 
pre mas grande que el eje menor.] 


11-3 Hlf-CHBOLA 

La siguiente es una definicion libre dc coordcnadas de una hi¬ 
perbola: 


Hiperbola 

Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos P en 
un piano tal que el valor absoluto de la diferencia de las 
distancias de P a los dos puntos fijos en cl piano es una 
constante positiva. Cada uno de los puntos fijos, F'y F 
se llaman foco. Los puntos de intersection V'y V de la 
recta que pasa por los focos y las dos ramas de la hiper¬ 
bola se llaman vertices y cada uno se llama vertice. El 
segmento de recta VV se llama eje transversal. El pun- 
to medio del eje transversal cs el centro de la hip6rbola. 


I d] - d z \ - Constante / 



De la definicion dc una hiperbola. se pueden obtencr las si- 
guientcs ecuaciones estandar: 


Ecuaciones estandar de una hiperbola 
con centro en (0, 0) 

1.^=1 

a 1 b 2 

Intersecciones con el eje x: ±a (vertices) 
Intersecciones con el ejey: ninguna 
Focos: F'(-c, 0), F(c, 0) 

c 2 = a 2 - b 2 

Longitud del eje transversal = 2a 
Longitud del eje conjugado = 2b 
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Interseccioncs con el eje x: ninguna 
Intersecciones con el ejey: ±a (vertices) 
Focos: F'( 0, —c), jE(0, c) 


c 2 = a- + b 2 

Longitud del eje transversal = 2 a 
Longitud del eje conjugado = 2b 





[Nota: Ambas graficas son simetricas con respecto al 
eje x, al eje v y al origen.] 


' I 4 TRASLACION UL LiE* 

En las ultimas tres sccciones se encucntran las ecuacioncs 
estandar para parabolas, clipses e hiperbolas localizadas con 
sus ejcs en los ejes coordcnados y centradas con respecto al 
origen. Ahora se mueve la conica fuera del origen mientras que 
sus ejcs se mantienen paralelos a los ejes coordenados. En cste 
proccso se obtienen a las nuevas ecuaciones estandar que son 
un easo especial dc la ccuacion Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 
0. donde A y C no son ambas cero. La hcrraniienta matcmatica 
basica usada es la traslacion de ejes. 

(Jna traslacion de ejes coordenados ocurre cuando los 
nucvos ejes coordenados tienen la misma direccion y son para- 
lclos a los ejes coordenados originales. Las formulas de tras¬ 
lacion son las siguientes: 


1. x = x' + h 2. x' = x — h 

y = y' + k y' = y - k 

donde ( h, k) son las coordenadas con respecto al origen 0'res¬ 
pecto al sistema original. 


V Y' 



En la tabla 1 se enlistan las ecuaciones estandar para coni- 
cas trasladadas. 


5 ECUAL-ONES P-L / • un» ( AS 

Una curva plana es el conjunto de puntos (.v. v) dado por las 

ecuaciones paramctricas. 


.v =/(/) y x = g(?) 

donde el parametro r varia en cl inlervalo /. 

La traycctoria de un proyectil con una velocidad inicial 
v Q a un angulo a con respecto a la horizontal csta dada por 

,v = (v 0 cos a.)t y y = (v n sen a)i — 4.9 1 2 , 

i)s t < b 

o despues dc eliminar al parametro t, por 

4.9 

y = (tan ot)jr-;-:— .r 

v; cos* a 

donde t es el tiempo en segundos y ,r y y son las distancias en 
metros. El rango de un proyectil es la distancia del punto dc 
disparo al punto de impacto. Si la velocidad inicial v () se man- 
tiene constante y cl angulo a varia. entonces la region alcanza- 
ble del proyectil csta separada de la region no alcanzable por 
una parabola llamada envolvente de las posibles trayectorias 
parabolicas del proyectil. 

La traycctoria trazada por un punto en el borde de un circu- 
lo de radio a que rueda a lo largo de una linea recta se llama 
cicloide y esta dada por 

x = aB — a sen 0 y y = a — a cos 0, 

— r s- < 0 < x 
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TABLA 1 Ecuaciones estandar 

Parabolas 


(i - h )* = 4a(y - k) 

Vertice (h, k ) 

Focos (b, k + a) 
a > 0 abre hacla arriba 
a < 0 abre hacla abajo 


(y ~ k) 1 = 4a(z - h) 


——a 


Vertice (b , k) 

Focos (h + o, k) 
a < 0 abre hacla la izquierda 
a > 0 abre hacia la derecha 


Circulos 

(i - h) 1 + (y - Jt)‘ = r 4 

y Centro (b, k) 

Radio r 


fx - hf (y - *;■ 


Centro (b, It) 



b' 

i 

—^ t 

a 


i 

(b, k) 




Klipses 
a>b> 0 


fx ~ h)' (y - fc;* 



Centro ( h, k) 
Eje mayor 2a 
Eje menor 2b 


(x - h)‘ (y- kf 


Hiperbolas 


(y ~ kf (x-hi 


Centro (b, k) 

, Eje transversal 2a 
** Eje conjugado 2b 


j»~ 7*- •» - - 


I sO / I 
I ' ) * ) 


top}yj'y 


Centro (b, k) 

Eje transversal 2a 
Eje conjugado 2b 
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Ejercicio de repaso del capitulo 11 


Al resolver losproblemas de este capitulo revisey compruebe 
sus respuestas con las que se dan alfinal del lihro. Ahi estdn 
todas las respuestas a los problemas de repaso seguidas por 
un ntimero en tipo itdlico que indica la seccion a la que corres- 
ponde el problema que se estd anali:ando. Si se le presentan 
dudas repase las secciones correspondientes en el texto. 

A 

En los problemas de! I al 3. grafique cada ecuacion y encuen- 
Ire los focos. Ubique la directri: para cualquier parabola. En- 
cuentre las longitudes de los ejes mayor, menor, transversal y 
conjugado donde sea aplicable. 

1. 9x 2 + 25/ = 225 

2. x 2 = —\2y 

3. 25/ -9x 2 = 225 

En los problemas del 4 al 6: 

(A) Escriba cada ecuacion en una de las formas estdndar 
enlistadas en la tabla I del repaso. 

(Bj Identi/ique la curva. 

4. 4(y + 2) 2 - 25(x — 4) 2 = 100 

5. (x + 5) 2 + 12(y + 4) = 0 

6. 16(x - 6) 2 + 9 (y - 4) 2 = 144 

B 

7. Encuentre la ecuacion de la parabola que tiene su vertice 
cn el origen. su eje en el eje .v y pasa por el punto (-4, 
- 2 ). 

8. Encuentre una ecuacion de una elipse de la forma 

x 1 v 2 

— + — « I M,N> 0 
M N 

si el centra esta cn el origen. el eje mayor esta en cl eje r. la 
longitud del eje menor en 6 y la distancia dc los focos des- 
de el centra es 4. 

9. Encuentre una ecuacion de una hiperbola de la forma 

v 2 Jt 2 

---=1 M . N > 0 

si cl centra esta cn cl origen. la longitud del eje conjugado 
es 8, y los focos estan a 5 unidades del centra. 

10. Grafique la curva dada parametricamcnte por 


Obtenga una ecuacion en .v y v eliminando el parametro, e 
identifique la curva. 

En los problemas del 11 a I 13. grafique cada sistema de 
ecuaciones en el mismo sistema coordenado y encuentre las 
coordenadas de cualquiera de los pantos de interseccidn. 

11. x 2 + 4y 2 = 32 

x + 2y = 0 

12. 16X 2 + 25/ = 400 
16X 2 - 45y = 0 

13. x 2 + / = 10 
16X 2 +/ = 25 

En los problemas de! 14 al 16. trans forme cada ecuacion a una 
de las formas estdndar de la tabla / del repaso. Identi/ique la 
curva y grafiquela. 

14. ltxr 2 + 4/ + 96x - 16y + 96 = 0 

15. x 2 - 4x - 8y - 20 = 0 

16. 4x*’ - 9/ + 24x - 36y - 36 = 0 

17. Dadas las ecuaciones paramctricas de una curva plana, x 
= -2 + 2 sen 0 y _v = 3 + 4 cos 0, obtenga una ecuacion 
en x y en v eliminando el parametro. Use la mas simple de 
las dos formas para graficar la curva. identifique la curva. 

Use un dispositivo de graficacion para graficarx 2 = y y ./ 
= 50v en la misma ventana de vision -10 £ x. y ^ 10. 
Encuentre m dc tal modo que la grafica de r = v en la 
misma ventana de vision — m ■£. x,y s m. tenga la nnsma 
apariencia que la grafica dex 2 = 50r en — 10 ^ x.y £ 10. 
Explique. 

c_ 

Use la definicion de una parabola y la formula de la dis¬ 
tancia para encontrar la ecuacion de una parabola con di- 
rectriz x = 6 y foco en (2, 4). 

Encuentre una ecuacion de los conjuntos de puntos en un 
piano cuya distancia desde (4.0) es el doble dc la distancia 
de la recta x = 1. Identifique la figura geometrica. 

Encuentre una ecuacion de los conjuntos de puntos en un 
piano cuya distancia desde (4. 0) es de dos tcrcios de la 
distancia de la recta x = 9. Identifique la figura geometrica. 

En los pmblemas del 22 al 24. encuentre las coordenadas de 
cualquiera de los Jocos con respecto al sistema coordenado 
original. 

22. Problema 14 23. Problema 15 24. Problema 16 

25. Dadas las ecuaciones parametricas de una curva plana 


x = -f 
>■ = -if 2 + 1 


x = 2' 
y = 2" 
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obtenga una ecuacion cn.vy en y eliminando el parametro. 
Use la mas simple de las dos formas para graficar la curva. 
Identifiquc la curva. 

26. Use un dispositive de graficacion para encontrar. con dos 
cifras decimales las coordenadas de todos los puntos de 
interseccion de .r - 3r + 9.v + 7v — 22 = 0 y 4.r + 5.r 
+ lOy - 53 = 0. 


APLICACIONES ** 

27. Comunicaciones. Una antena parabolica para transmisio- 
nes via satelitc tiene un diametro de 8 pies y I pie de pro- 
fundidad. ,',A que distancia del vertice esta el foco? 

28. lngenieria. Un equipo eliptico tiene sus focos separados 
por 8 centimetros y un eje mayor de 10 centimetros de 


largo. Suponga que el eje mayor esta sobre el eje x (hacia 
la derecha positivo) y el eje menor esta sobre el eje y (ha¬ 
cia arriba positivo), escriba la ecuacion de la elipse en la 
forma estandar. 


29. Ciencia espacial. Un reflector hiperbolico para un 
radiotelcscopio (como el que se ilustra en el problema 39, 
ejercicio 11-3) tiene la ecuacion 

40 ; 30 2 

Si el reflector tiene un diametro de 30 pies, ^que profundi- 
dad tendra? Calcule la respuesta con tres digitos significa- 
tivos. 


Ejercicio de repaso acumulativo 
de los capitulos 10 y 11 


Trabaje en todos los problemas de este repaso acumulativo y 
compruebe las respuestas con las indicadas al final del libro. 
Las respuestas a todos los problemas de repaso estdn alii, y 
despues de cada respuesta esta un numero en tipo itdlico que 
indica la seccion a la cual pertenece el problema que se esta 
analizando. Si los ejercicios le dan muclio tmhajo. repase las 
secciones adecuadas en el texto. 

A 

1. Determine si cada uno de los siguientes pueden ser los pri- 
meros tres terminos de una sucesion aritmetica, una suce¬ 
sion geometrica o ninguna. 

(A) 20, 15, 10,... (B) 5, 25,125,... 

(C) 5, 25. 50,... (D) 27, -9, 3,... 

(E) -9. -6, -3,... 

En los problemas del 2 al 4: 

(A) Escriba los primems cuairo terminos de cada sucesion. 
<B) Encuentre a H . (C) Encuentte S r 

2. = 2 • 5" 

3. a„ = 3n — 1 

4. a, = 100; a„ = a„_, - 6, n > 2 


En los problemas del 7 al 9. grafique cada ecuacion y encuen¬ 
tre los locos. Encuentre la directriz para cualquier parabola. 
Encuentre las longitudes de los ejes mayor, menor. transversal 
y conjugado donde sea aplicable. 

1. 25r - 36/ = 900 

8. 25^ + 36/ = 900 

9. 25^ - 36y = 0 

10. Una moneda se lanza tres veces. ^.Cuantos resultadoscom- 
binados son posibles? Resuelva: 

(A) Usando un diagrama de arbol. 

(B) Usando el principio de multiplicacion. 

11. <,De cuantas maneras se pueden acomodar cuatro libros 
distintos en un estante? Resuelva: 

(A) Usando el principio de multiplicacion. 

(B) Usando permutaciones o combinaciones. si alguna de 
estas cs aplicable. 

12. Grafique la curva parametrica dada por 

x = It + 3 
y = 4r + 5 


5. Evalue cada una de las expresiones siguientes: 

(A,8! <B ’I <c >5i^ 

6. Evalue cada una de las expresiones siguientes: 

h\ 

(A) ',1 (B) C 72 (C ) P, : 


Obtenga una ecuacion en x y y eliminando el parametro e 
identifique la curva. 

Compruebe los problemas 13 y 14 para n - /, 2 y 3. 

13. Py. 1 + 5 + 9 + • • • + (4w - 3) = n(2n - I) 

14. P\ n : + n + 2 es divisible entre 2 
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11 Temas adicionales en geometria analftica 


En los problemas IS y 16 escriba P t y P kt . r 

15. Para P n en el problema 13. 

16. Para P n en el problema 14. 


B 


27. Desarrolle (a + bf usando la formula binomial. 

28. Encuentre el quinto y el octavo terminos en el desarrollo 
de (3.v - y) 10 . 

Estahlezca coda enunciado en los problemas 29 y 30 para to- 
dos los en terns positives usando induction matemdtica. 


17. Encuentre la ccuacion de la parabola que ticnc su vertice 
en el origcn. su eje en el cjey y (2, —8) en su grafica. 

18. Encuentre una ccuacion de una elipse de la forma 


tc / 

— + - = 1 M,N> 0 
M N 


si cl centro esta en el origen, el eje mayor esta en el cje.v. la 
longitud del eje mayor es 10 y la distancia de los focos al 
centro es 3. 

19. Encuentre una ccuacion de una hiperbola de la forma 


— - - = 1 M.N>0 

M N 


si cl centro esta en el origen, la longitud del eje transversal 
es 16. y la distancia de los focos desde el centro es V89. 

j 

20. Escriba ^ k 1 sin la notacion de sumatoria y encuentre la 
suma. ' ' 

2 2 : 2’ 2 J 2 5 2” 

21. Escriba la serie — — — + — — + — - — usando 

2! 3! 4! 5! 6! 7! 

notacion de sumatoria con cl indice de sumatoria k ini- 
ciando en k = 1. 

22. Encuentre para la serie geometrica 108 — 36 + 12 -4 


23. ^Cuantas palabras en codigo de cuatro letras son posibles 
usando las primeras seis letras del alfabeto si las letras no 
se pueden repetir? ^Si las letras se pueden repetir? ,',Si las 
letras advacentes no pueden ser iguales? 

24. Sea a n = 100(0.9)'' y b n = 10 + 0.03 n. Encuentre el entcro 
positivo n mas pequeno tal que a n < b n graficando las suce- 
sioncs {a,} y !^„1 conun dispositivo de graficacion. Com- 
pruebc sus respuestas usando un dispositivo de graficacion 
para mostrar ambas sucesiones en forma de tabla. 

25. Dadas las ecuacioncs paramctricas de una curva plana 

.V = 2 + 7 cos 0 
y = —3 + 5 sen 0 

obtenga una ccuacion cn.vy eny eliminando el parametro. 
Use la mas simple de las dos formas para graficar la curva. 
Identifique la curva. 

26. Evalue cada una de las sinuientes: 

(A ) P t (B) C(25.5) (C) Qq) 


P n en el problema 13. 

P n en el problema 14. 

31. Encuentre la suma de todos los enteros impares entre 50 y 
500. 

32. Use la formula para la suma de una serie geometrica infi- 
nita para escribir 2.45 = 2.454 545 • • • como el cociente 
de dos enteros. 

33. Sea a k = | j (0.1)-'" * (0.9)' para k = 0, 1.30. Use 

un dispositivo de graficacion para encontrarel termino mas 
grande de la sucesion {a.} y el numero de terminos que 
son mas grandes que 0.01. 

En los problemas del 34 al 36. use una tmslacibn de coordena- 
das para transformar cada ecuacion en una eeuacidn estdndar 
para una conica no degenerada. Identifique la curva y 
grajiquela. 

34. 4jt + 4y — f + 8 = 0 

35. x 1 + 2x — Ay 2 - 16y + 1 = 0 

36. 4.r - 1 6x + 9 y 2 + 54v + 61=0 

37. {‘.Cuanlos codigos postales son posibles con nueve digitos? 
(.Cuantos de estos no tienen digitos repetidos? 

^ 38. Use un dispositivo de graficacion para encontrar. con dos 
cifras decimales. las coordenadas de todos los puntos de 
interseccion de 5.r + 2i— 7.v + 8y — 48 = 0 y e' — e 
- 2 y = 0. 

39. Use induccion matematica para probar que los siguientes 
enunciados valen para todos los enteros positivos. 


Py 


1 1 1 
• 3 + 3 ■ 5 5-7 


1 


(In - l)(2n + I) 2/i + 1 


40. Use la formula binomial para desarrollar (v — 2/T donde / 
es la unidad imaginaria. 

41. Use la definicion de una parabola y la formula de la dis¬ 
tancia para encontrar la ecuacion de una parabola con di- 
rectriz y = 3 y foco (6. 1). 

42. Una elipse tiene vertices (±4.0)y focos (±2,0). Encuen¬ 
tre las interseccioncs con el ejey. 
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43. Una hiperbola ticne vertices en (2. ±3) y focos (2, ±5). 
Encuentre la longitud de los ejes conjugados. 

44. Se seleccionan siete puntos distintos de la circunferencia 
de un circulo. ^Cuantos triangulos se pueden formar usan- 
do cstos siete puntos como vertices? 

45. Dadas las ecuaciones paranietricas de una curva plana 

x = e* - 4 
y = 1 - e' 

obtenga una ecuacion en x y en v eliminando el paramctro. 
Use la mas simple de las dos formas para graficar la curva. 
Identifique la curva. 

Use induccion matcmatica para probar que 2" < «! para 
todos los cnteros n > 3. 

Use induccion matematica para mostrarque \aj = {6J. 
donde a { — 3. a n = 2ti n , — 1 para n > 1 y b n = 2" + 1, n 
S 1. 

48. Encuentre una ecuacion del conjunto de puntos en el pia¬ 
no cuya distancia desde (I. 4) es tres veces su distancia 
desde el eje x. Escriba la ecuacion en la forma A. r 2 + 

+ Dx + Ey + F = 0, e identifique la curva. 


APLICACIONES * 

49. Economia. El gobierno. mcdiante un programa de subsi- 
dio, distribuye S2 000 000. Si se supone quc cada indivi- 


duo o agencia gasta el 75% de lo que recibe. y el 75% de 
esto se gasta. y asi sucesivamente, ^,a cuanto ascicndc el 
total del gasto resultante de esta accion del gobierno? 

50. Ingenieria. Una luz en el techo de un automovil ticne 
un reflector parabolico con un diametro de 8 pulgadas. 
Si la fucnte de luz se localiza en el foco, el cual esta a 
una pulgada de su vertice. /,que profundidad tiene el re¬ 
flector? 

51. Arquitcctura. Un sonido en voz baja en un foco de una 
camara de sonido puede ser facilmente escuchado en el 
otro foco. Suponga que una seccion transversal de esta 
camara es un arco semieliptico quc tiene 80 pies de ancho 
y 24 de altura (vease la figura). que distancia esta cada 
foco del centro del arco? altura tiene el arco arriba 
de cada foco? 
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Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


A menudo se hace referenda al algebra como una “matematica generalizada’*. En 
aritmdica se trabaja con las operaciones basicas de suma, resta. niultiplicaci6n y 
division realizadas con numeros especificos. En algebra se continua usando todo 
lo que se conoce en la aritmetica, pero ademas. se razona y trabaja con simbolos 
que representan uno o mas numeros. En este apendice se repasan algunas opera¬ 
ciones algebraicas basicas que por lo general ya se estudiaron en cursos anteriores. 
El material se puede estudiar sistematicamente antes de iniciar con el resto del 
libro, o repasar conforme sea necesario. 


seccion A-1 Algebra y numeros reales 

Conjuntos 

El conjunto de numeros reales 

La recta numerica real 

Propiedades basicas de los numeros reales 

Otras propiedades 

Propiedades de las fracciones 

Las rcglas para manipular y razonar con simbolos en algebra dependen, en gran medi- 
da. de las importantes propiedades de los numeros reales. En esta seccion se analizaran 
algunas de ellas. De manera simultanea al analisis y donde sea necesario ser mas claros 
y precisos, se introduciran primero algunos conceptos utiles de conjuntos. 

Georg Cantor (1845-1918) dcsarrollo la teoria de conjuntos como un gran resultado de 
sus estudios acerca del infinito. Su trabajo ha sido la piedra angular en el desarrollo de 
las matematicas. 

El uso de la palabra "conjunto” no difiere apreciablemente de la manera en que se 
usa en el lenguaje cotidiano. Palabras tales como “conjunto”. “coleccion”, “grupo” y 
“congregacion” tienen el mismo significado. Asi, se piensa en un conjunto como una 
coleccion de objetos con la importante propiedad de poder determinar si un objeto 
dado esta o no en el conjunto. 

Cada objeto de un conjunto se llama elemento o miembro del conjunto. Simboli- 
camente. 


significa “a es un elemento del conjunto A ” 

significa “a no es un elemento del conjunto A" 2 e ( 1 , 3, 5) 

Con frecuencia se usan las letras niayusculas para representar conjuntos y las letras 
minusculas para representar elementos de un conjunto. 

Un conjunto es finito si el numero de elementos del conjunto se puede contar e 
infinito si el numero de elementos no tiene fin. Un conjunto es vacio si no contiene 
elementos. El conjunto vacio se llama tambien conjunto nulo y se denota por 0. Es 
importante observar que el conjunto vacio no se escribe como {0}. 

Un conjunto se describe usualmente en una de las dos formas siguientes: haciendo 
una lista de los elementos entre Haves, { }, o encerrando entre Haves una regia que 
determina los elementos. Por ejcmplo, si D es el conjunto de todos los numeros x tales 
que x 2 = 4. entonces usando el metodo de la lista se escribe 


D= {—2,2} Metodo de lista 
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o, usando el metodo de regia se escribe 

D = {.v I .v 2 = 4 \ Metodo de regia 

Observe que en el metodo de la regia, la barra vertical ] representa “tal que”, y la for¬ 
ma simbolica completa {.r | .r = 4} se lee como: “El conjunto de todas las .y tales que 
.r = 4.” 

La literal y introducida en el metodo de la regia es una variable. En general, una 
variable es un simbolo que se usa como un compartimento para los elementos de un 
conjunto con dos o mas elementos. Este conjunto se llama conjunto de reempla/.os 
para las variables. Una constante. por otra parte, es un simbolo que nombra exacta- 
mente un objeto. El simbolo “8” es una constante, ya que siempre designa al numero 
ocho. 

Si cada elemento del conjunto A es tambien un elemento del conjunto B. se dice 
que A es un subconjunto del conjunto B y se escribe 

L {1, 5) C (1, 3, 5} 

Note que la definicion de un subconjunto permite a un conjunto ser un subconjunto de 
si mismo. 

Ya que el conjunto vacio 0 no tiene elementos. cada elemento de 0 es tambien un 
elemento de cualquier conjunto dado. Asi, el conjunto vacio es un subconjunto de cada 
conjunto. Por ejemplo, 

0 C (1, 3, 5} y 0 C (2, 4. 6} 

Si dos conjuntos A y B tienen exactamentc los mismos elementos, se dice que los 
conjuntos son iguales y se escribe 

I! (4, 2, 6) = {6, 4, 2) 

Observe que el orden en que se enlistan los elementos en un conjunto no es importante. 

Ahora se puede iniciar el analisis del sistema de los numeros reales. Otros concep- 
tos de conjuntos se introduciran conforme se necesiten. 

El sistema de numeros reales es el sistema numerico que se usara con mayor frecuencia 
en la vida. Informalmente, un numero real es cualquier numero que tenga una repre- 
sentacion decimal. La tabla 1 describe el conjunto de los numeros reales y algunos de 
sus subconjuntos importantes. La figura I ilustra como estos conjuntos de numeros se 
relacionan entre si. 


Los numeros reales 
y subconjuntos importantes. 



NcZC Qc P. 
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TABLA 1 


Simbolo Nombre 


Descripcion 


Ejemplos 


N 

Ntimeros naturalcs 

Numero para contar (tambien llamados enteros 
positivos) 

1,2,3,... 

Z 

Enteros 

Ntimeros naturalcs. sus negativos. y 0 

.... -2, -1,0, 1,2, 

Q 

Ntimeros racionalcs 

Ntimeros que se pueden representar como a/h 
donde ay b son enteros y h 0; las 
rcpresentacioncs decimales son repetitivas 
o terminan. 

-4,0, 1, 25, Tp. §, 3.6’ 
5.272727 

i 

Ntimeros irracionalcs 

Ntimeros que se pueden representar como 
ntimeros decimales no repetitivos o no 
terminados. 

V2. tr.^7. 1.414213. 
2.71828182... 

R 

Niimetos reales 

Ntimeros racionales e irracionaies 



•La barra sobre el numero (o bloquc de ntimeros) indica que este se repite indefimdamcnte. 


Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de ntimeros reales y el conjunto 
de puntos sobre la recta. Es decir. a cada numero real le corresponde exactamente un 
punto, y a cada punto le corresponde exactamente un numero real. Una recta que asocia 
un numero real con cada punto, y viceversa como se muestra en la figura 2, se llama 
recta numerica real, o simplemente recta real. Cada numero asociado con un punto se 
llama coordenada del punto. El punto con coordenada 0 se llama origen. La flecha en 
el lado derecho de la recta indica direccion positiva. Las coordenadas de todos los 
puntos a la derecha del origen se Hainan ntimeros reales positivos. y aquellos a la 
izquierda del origen se llaman ntimeros reales negativos. El numero real 0 no es ni 
positivo ni negativo. 


Recta numerica real. -V27 “I ® n 9 en w 7 64 

—t-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-H 

-to -5 o s 10 


Ahora se analizaran algunas de las propiedades basicas de ntimeros reales. (Vease el 
cuadro siguiente.) 

Una vez revisado el cuadro ya se esta familiarizado con las propiedades 
conmutativas para la suma y la multiplicacion. Estas indican que el orden en el que se 
realice la suma o multiplicacion de dos ntimeros no es importante. Por ejemplo. 


4 + 5 = 5 + 4 y 4 • 5 = 5 • 4 


^Hay una propiedad conmutativa con respecto de la resta o la division? ^Es decir. x - y 
= y — x o x -r- y = y -*■ x para todos los ntimeros reales x y y (la division entre 0 se 
excluye)? La respuesta es no, ya que, por ejemplo 


7 - 5 * 5 - 7 


y 


6 - 3 * 3 + 6 
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Propiedades basicas del conjunto de numeros reales 

Sea R el conjunto de numeros reales, y sea x,yyz elementos arbitrarios de R. 
Propiedades de la suma 

Cerradura: x + y es un elemento unico en R. 

Asociativa: 

Conmutativa: 

Identidad: 

Inversa: 

Propiedades de la multiplicacidn 

Cerradura: aj es un elemento unico en R. 

Asociativa: (xy): = x(yz) 

Conmutativa: xy = yx 

identidad: I es la identidad multiplicativa; es decir, para x en R 

(I jr = a(1 ) = x, y I es el unico elemento en R que 
tiene esta propiedad. 

inversa: Para cada x en R, x # 0, \/x es el unico inverso 

multiplicative; es decir, *(1 lx) = (l/*)x = 1, y 1 lx es 
el unico elemento en R respecto a x, que tiene esta 
propiedad. 

Propiedad combinada 

Distributiva: x(y + z) = xy + xz (x + v)z = xz + yz 

Cuando calcule 

2 + 5 + 3 o 2-5-3 

i,Por que no es necesario el parentesis para indicar cuales de los dos numeros se suman 
o multiplican priniero? La respuesta se encucntra en las propiedades asociativas. Es- 
tas propiedades permiten escribir 

(2 + 5) + 3 = 2 + (5 + 3) y (2 • 5) • 3 = 2 • (5 • 3) 

sin que importe como se agruparon los numeros relacionados con cada operacion. ^Hay 
una propiedad asociativa para la resta o la division? La respuesta es no, ya que, por 
ejemplo. 


(x + y) + z = x + (y + z) 
x + y = y + x 

0 es la identidad aditiva; es decir, 0+a = a + 0 = a 
para toda x en R, y 0 es el unico elemento en R que 
tiene esta propiedad. 

Para cada x en R. —x es el unico inverso aditivo; es 
decir. x + (—jc) = (—jc) + x = 0, y -x es el unico 
elemento en R respecto a x. con esta propiedad. 



A-6 Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


(8 - 4) - 2 * 8 - (4 - 2) y (8 h- 4) 2 ^ 8 v (4 -r 2) 

Evaluando ambos lados de estas ecuaciones se ve por que. 


Conclusion 

Respecto de la suma, la conmutatividad y la asociatividad permite cambiar el 
orden de la suma e insertar o eliminar parentesis como se quiera. Lo mismo es 
cierto para la multiplicacion, pero no para la resta y division. 


iQ\xt numero se debe sumar a un numero dado para obtener cl mismo numero? 
^.Cuantas veces el numero de un numero dado dara el mismo numero? Las respuestas 
son 0 y I . respectivamente. Ya que 0 y I se llaman elementos identidad para los nume- 
ros reales. Asi, para cualesquiera numeros reales x yy, 

7 + 0 = 7 0 + (j: + y)=j: + y Oesla identidad aditiva. 

1*6 = 6 l(x + y) = x + y 1 es la identidad multiplicativa 

Ahora se considerara a las inversas. Para cada numero real .r, hay un numero real 
unico -x tal que x + (— jc) = 0. El numero —x se llama inverso aditivo de .v, o el 
negativo de x. Por ejemplo, el inverso aditivo de 4 es -4, ya que 4 + (-4) = 0. 
El inverso aditivo de -4 es -(-4) = 4, ya que -4 + [-(-4)] = 0. Es importante 
recordar: 

\ no es nccesariamente un numero ttcgntivn; este es pusitiso si v t - ncga 
tivo v negatiso si x es positiso. 


Para cada numero real.t diferente de cero hay un numero real unico I Cv tal que.v( 1 
x) = 1. El numero l/.r se llama inverso multiplicative de x, o el reciproco de v. Por 
ejemplo. el inverso multiplicativo de 7 es ya que 7(\)= I.Tambien observe que 7 es 
el inverso multiplicativo de El numero 0 no tiene inverso multiplicativo. 

Ahora se veran las propiedades de los numeros reales que implican tanto a la 
multiplicacion como a la suma. Se consideran los dos calculos. 


3(4 + 2) = 3(6) = 18 
3(4) + 3(2) = 12 + 6 = 18 


3(4 + 2) = 3(4) + 3(2) 


se dice que la multiplicacion por 3 distribuye sobre la suma (4 + 2). En general, la 
multiplicacion distribuye sobre la suma en el sistema de numeros reales. A continua- 
cion se incluyen dos ejemplos: 


2(x + y) = 2x + 2y (3 + 5)* = 3x + 5x 




k propiedades 


DEFINICION 1 
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Uso de las propiedades de los numeros reales 

^Cuales propiedades de los numeros reales justifican el enunciado indicado? 


Enunciado 

(A) (7.v)v = 7(.vv) 

(B) a(b + c) = (b + c)a 

(C) (2r + 3v) + 5y = 2v + (3v + 5 y) 

(D) (.v + y)(a + b) = (.v + v)a + (a - + y)b 

(E) Si a + b = 0, entonces b = -a. 


Propiedad ilustrada 

Asociativa (•) 
Conmutativa (*) 
Asociativa ( + ) 
Distributiva 
Inversa (+ ) 


(,Cual propiedad de los numeros reales justifica el enunciado indicado? 

(A) 4 + (2 + a) = (4 + 2) + a (B) (a + b) + c = c + (a + b) 
(C) 3a + 7a = (3 + l)x (D) (2a + 3y) + 0 = 2 a + 3y 

(E) Si ab = 1 y a =A 0, entonces b = 1 la. 


La resta y la division se pueden dcfinir en terminos de la suma y multiplicacion respec 
tivamente: 


Resta y division 

Para todos los numeros reales ay b: 


Resta: a - b = a + (-b) 


Division: 



b * 0 



Asi. para restar b de a. sume el negativo de b a a. Para dividir a entre b. multipliquc a 
por el reciproco de b. Observe que la division entre 0 no esta definida. ya que 0 no tiene 
un reciproco. Es importante recordar: 




Las siguientes propiedades de los negativos se pueden probar usando las anterio- 
res propiedades y definiciones. 
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Teorema 1 


Teorema 2 


Propiedades de los negativos 

Para todos los numeros reales ay b: 

1. ~(~a) = a 

2. (-a)b = -(ab) = a(-b) = -ab 

3. (—«)(—/)) = ab 

4. (-l)a=-a 

5. — = - — = — h± 0 

b b -b 

6. Jl£_ = - JIfL = - _JL_ = JL A#0 

-b b -b b 


Ahora se cstablece un teorema importante que implica al 0. 


Propiedades del cero 

Para todos los numeros reales ay b. 

1. <3-0 = 0 

2. ab = 0 si y solo si a = 0o6 = Oo ambos 


Uso de las propiedades de los negativos y del cero 

^,Cual propiedad o definicion de los numeros reales justifica cada enunciado? 


Enunciado 


(A) 3 - (-2) = 3 + [-(—2)] = 5 

(B) -(-2) = 2 



(E) Si (x — 3)(.v + 5) = 0, entonces, ya sea 
x - 3 = 0 o .v + 5 = 0. 


Propiedad o definicion ilustrada 

Resta (definicion 1 y teorema 1, 
parte 1) 

Negativos (teorema I. parte 1) 
Negativos (teorema 1, parte 6) 

Negativos (teorema 1, parte 5) 
Cero (teorema 2, parte 2) 



EXPLORACION Y ANALISIS 1 
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i,Cual propiedad o definicion de los numeros reales justifica cada enunciado? 


(A) y- = 3^-j-j (B) (-5)(2)= -(5-2) (C) (-1)3 = -3 

(D) —— = —^-(E) Si .t + 5 = 0, entonces (.t - 3)(.v + 5) = 0. 

9 9 


En general, un conjunto de numeros se cierra bajo una operacidn si al realizar las 
operaciones sobre los numeros en el conjunto siempre se produce otro numero en el 
conjunto. Por ejemplo, los numeros reales se cierran bajo la suma, multiplicacion, 
resta y divisidn, excluyendo la divisidn entre 0. Reemplace cada ? en las siguientes 
tablas con V (verdadero) o F (falso), e ilustre cada enunciado falso con un ejemplo. 
(V6ase la tabla 1 para las definiciones de los conjuntos N, Z, /, Q y R.) 



Cerrado bajo la suma 

Cerrado bajo la multiplicacidn 

N 

? 

? 

Z 

? 

? 

Q 

? 

7 

i 

? 

? 

R 

T 

T 



Cerrado bajo la resta 

Cerrado bajo la divisidn* 

N 

? 

7 

Z 

7 

? 

Q 

7 

? 

i 

7 

? 

R 

T 

T 


•Excepto la division enire 0. 


Recuerde que el cociente a + b, h * 0, cscrito en la forma a/b se llama fraccion A la 
cantidad a se le llama numerador y a la cantidad b denominador. 


A-10 ApendiceA Operaciones algebraicas basicas 


Teorema 3 


Propiedades de las fracciones 

Para todos los numeros reales, a, b , c, d y k (la division entre 0 se excluye): 


I. 


si y solo si ad — be 


4 

6 


<6 

9 


ya que 4 • 9 = 6 • 6 


ka _ a 
kb b 

7 • 3 2 
7 • 5 5 

a c _ a + c 

b b b 

3 5 3 + 5 

6 6 6 


3 a . JL = ac 

b ~d~~bd 

2 Z = 3 • 7 

5 8 5-8 

6 — a ~ c 

b b b 

7 3 7 -3 

8 8 8 


a c _ a d 

b d b c 

2_ , _5 _2 2 

3 7 3 5 

a c _ ab + be 

b d bd 

2 Z_ 2- 5+3-3 

3 5 3-5 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1, (A) Asociativa ( + ) (B) Conmuialiva (+) (C) Distributive (D) Idcntidad (+) 

(E) In versa (•) 

2. (A) Division (definition I) (B) Ncgativos (teorema 1. pane 2) 

(C) Negativos (teorema I, pane 4) (D) Negatives (teorema 1, pane 5) 

(E) Cero (teorema 2. parte 1) 


ElERCK.a 



Todas las variables representan numeros reales. 


12. Propiedad asociativa (+ ): 3 + (7 + y) = ? 


13. Propiedad identidad ( + ): 0 + 9m = ? 

14. Propiedad identidad (•): 1 (w + v) = ? 


En los problemas del I al <V, indique si la respuesta es verdade- 
ra (V) o falsa (F). 

1. 46 {3.4,51 


En los problemas del 15 al 26. cada enunciado ilustra el uso 
de una de las siguientes pmpiedades o definicioncs. Indique 
eudl de esias. 


3 . 36 (3.4,5) 

5 . (1,2) C (1,3,5) 

7 . (7.3,5) C (3,5,7) 


2 , 66 (2,4,6) 

4 . 7 € (2,4,6) 

6. (2.6) C (2,4,6) 

8. (7,3,5) = (3,5,7) 


Conmuialiva (+. •) 
Asociativa (+, •) 
Distributive 
Identidad (+, •) 

Inversa (+, •) 

15. x + ym = x + my 

17. 7u 4- 9u = (7 + 9)u 

19. (-2X^5)= 1 
21. w + (-w) = 0 


Resta 

Division 

Negativos (teorema 1) 
Cero (teorema 2) 


16 . 7(3m) = (7 • 3)m 



— v v 


20 . 8 - 12 = 8 + (- 12 ) 
22. 5 (-6) = 5(rg) 


En los problemas del 9 al 14. reemplace el signo de inregra- 
cion con una expresidn apmpiada que ilustre el uso de la pro¬ 
piedad de los numeros reales indicada. 

9. Propiedad conmuialiva (+): x + 7 = ? 

10. Propiedad conmutativa (■): uv = ? 

11. Propiedad asociativa (•): .v(vz) = ? 



A-l Algebra y numeros reales 


A-11 


23 . 3(ry + z) + 0 = 3(jcy + z) 

24 . abfc + d) = abc + abd 

25 . — - - 26 . (* + v) • 0 = 0 

-y y 

B 

Escriba cuda conjunto en los problemas del 27 al 32. usando 
el metodo de listado. esto es. la lisia de los elementos entre las 
Haves. Si el conjunto es vacio. escriba 0. 

27. {.v | x es un entero impar entre -3 y 51 

28. {.v | x es un entero par entre -4 y 6} 

29. |.v | x es una lctra cn "status''} 

30. j.v | x es una letra en “consensus”} 

31. {.v | x es un mes que empieza con B} 

32. j.r | .v es un mes con 32 dias} 

En los problemas del 33 al 40. cada enunciudo ilustra el uso 
de una de las siguientes propiedudes o de/iniciones, indique 
cudl es en cada caso. 

Conmuiativa (+, •) Resta 

Asociativa (+. •) Division 

Distributed Negativos fteorema I) 

Identidud (+, •) Cwv fteorema 2) 

Inverse (+, •) 

33 . (3x + 5) + 7 = 7 + (3x + 5) 

34. (5x)(7y) = 5[*(7y)] 

35 . (3x + 2) + (jc + 5) = 3* + [2 + (x + 5)] 

36 . (x + 3)(jc + 5) = (x + 3)x + (x + 3)5 

37 . x(x - y) + y(x - y) = (x + y)(x - y) 



— (m — n) m — n 


39. (2r - 3) (x + 5) = 0 si y solo si 2v - 3 = 0 o .v + 5 = 0. 

40. Si .v(3.v - 7) = 0. entonces. ya sea.v = 0 o 3.v — 7 = 0. 

Si ah = 0. ip o b deben de ser 0? 

Si ab — 0 i.a o b deben de ser I ? 

Indique cuales de los siguientes cnunciados son verdade- 
ros: 

(A) Todos los numeros naturales son enteros. 

(B) Todos los numeros reales son irracionalcs. 

(C) Todos los numeros racionales son numeros reales. 

Indique cuales de los siguientes cnunciados son verdade- 
ros: 

(A) Todos los enteros son numeros naturales. 

(B) Todos los numeros racionales son numeros reales. 

(C) Todos los numeros naturales son numeros racionales. 


De un ejcmplo de un ntimero raeional que no sea un ente¬ 
ro. 

De un ejemplo de un numero real que no sea un ntimero 
raeional. 

47. Dados los conjuntos de numeros A'lntimeros naturales), Z 
(enteros), O (numeros racionales) y R (numeros reales), 
indique a cual(cs) conjunto(s) pertenece cada uno de los 
siguientes numeros: 

(A) -3 (B) 3.14 (C) it (D) § 

48. Dados los conjuntos de numeros N. Z. Q v R (vease el pro- 
blema 47), indique a cual(es) conjunto(s) pertenece cada 
uno de los siguientes numeros: 

(A) 8 (B) V2 (C) -1.414 (D) ^ 

En los problemas 49 y 50 use una calculadora para expresar 
cada ntimero como una fraccidn decimal a la capacidad de su 
calculadora (use el manual del usuario para su calculadora). 
Observe la representation decimal repetitive de los numeros 
racionales y la representation decimal no repetitive de los 
numeros irracionales. 

49. (A) § (B) f (C) V5 (D) V 

50. (A) £ (B) \ 2l (C) £ (D) ft 

Indique verdadero (V) o falso (F), y para cada enuneiado 
(also, eneuentre todos los reemplazos de los numeros rea¬ 
les para a y h que proporeionen un contraejemnlo, Para 
todos los numeros reales a y b: 

(A > a b = b + a (B) a - b = b — a 

(C) ab = ha (D) a + b = b + a 

Indique verdadero (V) o falso (F), y para cada enuneiado 
falso eneuentre todos los numeros reales que reemplacen a 
a. b y c y proporeionen un contraejemplo. Para todos los 
numeros reales a, b y c: 

(A) (a + b) + c = a + (b + c) 

(B) (a - b) - c = a - (b - c) 

(C) a(bc) = (ab)c 

(D) (a -!■/>)-!- c = a -i- (b + c) 

c 

53. Si A = {1.2. 3,4} y B = {2.4.6} eneuentre: 

(A) <.v | -V G A o.v G B\ 

(B) {.v | ,v G A yx G fif 

54. Si F = (-2. 0. 2} y G = { — 1,0, 1.2}. eneuentre: 

(A) {.v | .v GFo.rGG} 

(B) {x | .V GFy.vG G} 

55. Si c- = 0.151515..., entonces 100r =15.1515...0 y 

100c -c = 15.1515...-0.151515... 

99c = 15 
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Procediendo de manera similar, convierta la repeticion de¬ 
cimal 0 090909. . . en una fraccion. (Todos los decimales 
repctitivos son numeros racionales, y todos los numeros 
racionales tienen representaciones decimales repetitivas.) 

56. Rcpita el problema 55 para 0.181818... 

Para ver como la propicdad distributiva esta detras del 
mecanismo dc la multiplicacion larga. calcule cada una de 
las siguientes multiplicaciones y compare: 


58. Para a y h numeros reales, justifique cada paso usando una 
propiedad de esta seccion. 


Enunciado 

Razon 

1. (a + b) + (— a) = ( — a) + (a + b) 

I. 

2. = [(-a) + a] + b 

2. 

3. =0 + 6 

3. 

4. =b 

4. 


Multiplicacion 

Uso de la propiedad 

larga 

distributiva 

23 

23- 12 

x 12 

= 23(2 + 10) 


= 23-2 + 23-10 


A-2 


Numeros naturales como exponentes 
Polinomios 

C'ombinacion de terminos semejantes 

Suma y resta 

Multiplicacion 

Operaciones combinadas 

Aplicacion 


En esta seccion se repasan las operaciones basicas con polinomios , una forma matema- 
tica que se encuentra frecuentemente en matematicas. El analisis se inicia con un breve 
repaso de los numeros naturales como exponentes. Los exponentes enteros y racionales 
y sus propiedades se analizaran en detalle en las secciones siguientes. 


En seguida se define lo que es un niimero natural como exponente. 


DEFINICION 1 Numero natural como exponente 

Para n un numero natural y a para cualquier numero real: 


a" = a • a 


• a 


2 * 2 • 2 • 2 - 2 


n factores de a 


4 factores de 2 
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Teorema 1 


* Polinomio;. 


Tambien, la primera propiedad de los exponentes se enuncia de la manera siguiente: 


Primera propiedad de los exponentes 

Para cualesquiera numeros naturales m y n, y cualquier numero real a: 

i -' 

a m a" = a m + " (3x J )(2x’), (3 • 2)x> '' - 6x'- 

....... I 


Las expresiones algebraicas se forman usando constantes y variables y las operacio¬ 
nes algebraicas de suma. resta, multiplicacion. division, elevacion a potencias y locali- 
zacion de raices. Algunos ejemplos son 

^FT3 5jc 4 + 2r - 7 

x + y - 7 (2x — y) 2 

x - 5 f 1 

-- 1 +- 

x 2 + 2x-5 1 

1 + - 
x 


Una expresion algebraica implica solo las operaciones de suma, resta. multiplica¬ 
cion y elevacion de numeros naturales a potencias en las variables y constantes se llama 
polinomio. Algunos ejemplos son 

lx - 3 4X 2 - 3x + 7 

x-2y 5x> - Zx 2 - 7 jc + 9 
5 x 2 -3xy + 4y 2 

0 x 3 - 3x*y + xy 2 + 2y 7 


En un polinomio. una variable no puede estar en un denominador, como un exponente. 
o dentro de un radical. De acuerdo con esto, un polinomio de una variable x se cons- 
truye al sumar o restar constantes y terminos de la forma ax", donde a es un numero real 
y n es un numero natural. Un polinomio con dos variables x y .v se construye sumando 
y restando constantes y terminos de la forma ax m y n , donde a es un numero real y my n 
son numeros naturales. Los polinomios en tres o mas variables se definen de manera 
similar. 

Los polinomios se pueden clasificar de acuerdo con su graiio. Si un termino en un 
polinomio tiene solo una variable como factor, entonces el grado de ese termino es la 
potencia de la variable. Si dos o mas variables estan presentes en un termino como 
factores, entonces el grado del termino es la suma de las potencias de las variables. El 
grado de un polinomio es el grado del termino diferente de cero con el grado mas alto 
en el polinomio. Cualquier constante diferente de cero se define como un polinomio 
de grado cero. El numero 0 es tambien un polinomio pero no tiene grado asignado. 
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Polinomios y no polinomios 

(A) Polinomios en una variable: 

x 2 - 3x + 2 6x* - V2x - | 

(B) Polinomios en varias variables: 

ix 2 -2xy + y 2 4xY - V3xy¥ 

(C) No polinomios 

r— 3 , x 2 - 3x + 2 / — t — -- 

V2x - - + 5 - Vx 2 - 3 jc + 1 

x x — 3 

(D) El grado del primer termino en 6x 3 - Vlv -1 es 3. el grado del segundo termino 
es 1, el grado del tercer termino es 0. y cl grado del polinomio completo es 3. 

(E) El grado del primer termino en 4.v , y 2 - V3.vv“ es 5. el grado del segundo termino 
es 3, y el grado de todo el polinomio es 5. 


(A) ^Cuales de las siguientes expresiones son polinomios? 

X — 1 

3X 2 - 2x + 1 Vx - 3 x 2 - 2xy + y 2 ^ ^ ^ 

(B) Dado el polinomio 3x 5 - 6x 3 + 5, ^,cual es el grado del primer termino? ^El del 
segundo termino? ^,E1 del polinomio completo? 

(C) Dado el polinomio 6xV - 3xy\ ^.cual es el grado del primer termino? ^.El del 
segundo termino? ^E1 del polinomio completo? 


Ademas de clasificar los polinomios por grados. tambien se le llama monomio a 
un polinomio de un solo termino, a un polinomio de dos terminos binomio, y a un 
polinomio de tres terminos trinomio. 

fx 2 }” 3 Monomio 

x 3 + 4.7 

x 4 — V2X 2 + 9 Trinomio 


Se inicia con una palabra acerca de los coeficientes. Una constante en un termino de un 
polinomio, incluyendo el signo que precede a estc, se llama coeficiente numerico. o 
simpiemente, coeficiente, del termino. Si no se tiene una constante, o solo tiene un 
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signo +, se entiende que el coeficiente es 1. Si solo tiene un signo —, se entiende que el 
coeficiente es — 1. Por consiguiente. dado el polinomio 

2x 4 -4jr ! +jr 2 -x + 5 

el coeficiente del primer termino es 2. el coeficiente del segundo termino es —4. el 
coeficiente del tercer termino es 1, el coeficiente del cuarto termino es - I. y el coefi¬ 
ciente del ultimo termino es 5. 

En este punto, es util establecer otras dos propiedades distributivas. de los nu- 
meros reales que se deducen de las propiedades distributivas establecidas en la seccion 
A-l. 


Otras propiedades distributivas 


1. a(b — c) = (b — c)a = ab — ac 


2. a(b + c+ -- -+ /) = ab + ac + -- -+af 



Dos terminos en un polinomio se llaman terminos semejantes si tienen exac- 
tamente los mismos factores variables a las mismas potencias. Los coeficientes nume- 
ricos pueden o no pueden ser los mismos. Debido a que los terminos constantes no 
implican variables, todos los terminos constantes son terminos semejantes. Si un 
polinomio contiene dos o mas terminos semejantes, estos terminos se pueden combi- 
nar en un solo termino usando las propiedades distributivas. Considere el siguiente 
ejemplo: 


5x 3 y - 2x>- - x i y — 2x 2 y 


= 5x*.v - x*y - 2x 3 y - 2xy 
= (5 - -2 )-2xy 

= (5 - 1 - 2) - 2xy 


= 2r’y - 2ry 


Es clara la libertad con que se han usado las propiedades de los numeros reales, 
antes analizadas. Los pasos marcados en el cuadro punteado se hacen por lo general 
mentalmente y el proceso se mecaniza en forma rapida de la manera siguiente: 


1 


Simplificacion de polinomios 


Elimine los parentesis y combine terminos semejantes: 

(A) 2(3x 2 - lx + 5) + (xr + 3x - 7) j = 2(3 jt - 2x + 5) + l(j^ + 3* - 7) 

I__ _1 

= 6jr-4x+10 + x- + 3x - 7 
= lx 2 - x + 3 










Problema seieccionar Elimine los parentesis y combine los terminos semejantes: 

(A) 3(w 2 - 2V 2 ) + (u 2 + 5V 2 ) 

(B) (m 3 - 3 m 2 + m - 1) - (2m 3 — m + 3) 

(C) (X s -2) - [2r 3 - (3* + 4)] 


• Suma v resta La suma y resta de polinomios se puede pensar en terminos de eliminacion de parente¬ 
sis y combinacion de terminos semejantes, como se ilustra en el ejemplo 2. Los arre- 
glos horizontal y vertical se ilustran en los siguientes dos cjemplos. Usted podra trabajar 
de cualquier mancra. permitiendo que la situacion determine la eleccion. 

Suma de polinomios 

Sume: x* - 3x' + x~, —.v 3 - 2x 2 + 3.v y 3x* — 4.v - 5 
Sume horizontalmente: 

(X 1 - 3x 3 + x 2 ) + (-x* - lx 1 + 3x) + Ox 2 - Ax - 5) 

= X 4 - 3r> + x 2 - x 3 - lx 2 + 3x + 3X 2 - 4x - 5 
= X 1 - 4jt 3 + 2x 2 - x — 5 

O verticalmente, alineando los terminos semejantes y sumando sus coeficientes: 

x* — 3-r 3 + x 2 
- x 2 - 2x 2 + 3x 

_ 3x 2 - 4jt - 5 

jf 4 — 4jr' + 2 at — x - 5 
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Prob!err.a select io i■■ 


EjLMF C 4 


Solucion 


Pn:L-;i ma • • . h t 


Sume horizontal y verticalmente: 



UJ 

\ 

1 

K 

1 

£ 

1 

K 

1 

L* 

y 

a 2 + 7a - 2 


Resta de polinomios 

Reste: 4.r - 3.v + 5 de .v 2 - 8 

(jr - 8) - (4 a 2 - 3a + 5) o a 2 - 8 


= a 2 - 8 - 4a 2 + 3a - 5 

-4a 2 + 3a - 5 

*- Cambie de sicinu v suma. 

= —3a 2 + 3a — 13 

-3a 2 + 3a - 13 



Reste: lx 2 - 5.v + 4 

de 5a 2 — 6 



Cuando use un arreglo horizontal para restar un polinomio con mas de un ter- 
mino, debe encerrar al polinomio entre parentesis. En consecuencia, para restar 
2x + 5 de Ax — 11, se debe escribir 

Ax - 11 - (2a + 5) y no 4.v — 11 — lx + 5 


La multiplicacion de expresiones algebraicas implica el uso extensivo de las propieda- 
des distributivas de los numeros reales, tan bien como otras propiedades de los nume- 
ros reales. 


Multiplicacion de polinomios 

Multiplique: (2x 7 3J(3jt - lx + 3) 


(2a - 3)(3x 2 - 2x + 3) ! = 2x(3;r - 2x + 3) - 30a 2 - 2x + 3) ! 


= 6r* - 4x 2 + 6x - 9a 2 + 6a - 9 
= 6a 3 - 13a 2 + 12a - 9 


O, usando un arreglo vertical, 

3a 2 - 2x + 3 

2x - 3 _ 

6a 3 — 4X 2 + 6x 

- 9a 2 + 6a -9 


6a 3 - 13a 2 + 12jc - 9 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Multiplique: (2v — 3)(2r + 3 a - 2) 


Asi. para multiplicar los dos polinomios. multiplique cada termino de uno por 
cada termino de los otros. y combine los terminos semejantes. 

Los productos de ciertos factores binomiales ocurren con tanta frecuencia que 
es util desarrollar procedimientos que permitan escribir sus productos por inspeccion. 
Para encontrar el producto (2.v - I) (3.v + 2) se usa el popular metodo PEIU. Se mul¬ 
tiplica cada termino de un factor por cada termino de los otros factores de la manera 
siguiente: 


P E l 

Primer Producto Producto 

producto externo interno 

4* J' 'I - 


u 

Ultimo 

producto 

4 


(2v - 1 )(3.v + 2) = 6a : + 4a — 3a — 2 


Los productos internos y externos son terminos semejantes y. por lo tanto. se combinan 
en un solo termino. De manera que. 


(2a - l)(3x + 2) = 6a 2 + a - 2 

Para acelerar el proceso, se combinan los productos internos y externos mentalmente. 

Los productos de ciertos factores binomiales ocurren con tanta frecuencia que es 
util recordar sus formulas. Las siguientes formulas se verifican facilmente al multipli¬ 
car los factores del lado izquierdo usando el metodo PEIU: 


Productos especiales 

1. (a — b)(a + b) = a 2 — tr 

2. (fir + b ) 2 = ar + lab + b 2 

3. (a — b) 2 = ar — lab + b 2 


(A) Explique la relacion entre la formula del producto especial 1 y las areas de los 
rectangulos en las figuras. 

(a — b)(a + b) = a 2 — b 2 


a + b 


a - b 


a b 


b 


a 


a 


b 


(B) Construya figuras similares para proporcionar interpretaciones geometricas 
para los productos especiales 2 y 3. 
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PRECAUCION 


Multiplication de binomios 

Muitiplique: 


(A) (2jc - 3y)(5.r + 2y) I = Kk 2 + 4xv — 15jn — 6v 2 ! = lOx — ! larv — 6V 2 

I-‘__J 

(B) (3a - 2b)(3a + 2b) F= (3a) 2 - (2 b) 2 ] = 9 a 2 - 4b 2 

i_i 

(C) (5x - 3) 2 F = (5*) 2 - 2(Sx)(3) + 3 2 1 = 25.x 2 - 30x + 9 

i_i 


(D) (m + In) 1 = m 2 + 4 mn + 4n 2 


Muitiplique: 

(A) (4m - 3v)(2m + v) (B) (2rv + 3)(2jry - 3) 

(C) (m + 4n)(m - 4n) (D) (2m - 3v ) 2 (E) (6.x + y) 2 


Recuerde incluir la suma de los terminos internos y externos cuando use el meto- 
do PEIU para elevar al cuadrado un binomio. Esto es. 

(x + 3 ) 2 # Jr 2 + 9 (x ~ 3 ) 2 jc 2 6 x - 9 


Se consideraran varios ejemplos en los que se usan todas las operaciones ya analizadas. 
Antes de considerar estos ejemplos, es util resumir las convenciones del orden de las 
operaciones pertenecientes a los exponentes. la multiplicacion y division, y la suma y 
resta. 


Orden de las operaciones 

1. Primero agrupe simplificando el parentesis mas interno, despues el siguiente 
parentesis mas interno y asl sucesivamente. 

2[3 — (jc — 4)] = 2[3 - .r + 4] 

= 2(7 - .v) = 14 - lx 

2. A menos que los simbolos de agrupamiento indiquen otra cosa. aplique los 
exponentes antes de realizar la multiplicacion o la division. 

2(x - 2) J = 2(a j - 4.v + 4) = 2x 2 - 8.v + 8 

3. A menos que los simbolos de agrupamiento indiquen otra cosa, realice la 
multiplicacion y divisidn antes de la suma y la resta. En cualquier otro caso, 
proceda de izquierda a derecha. 

5 - 2(x - 3) = 5 - 2x + 6 = 11 - 2a- 
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Operaciones combinadas 

Realice las operaciones indicadas y simplifique: 

(A) 3x — {5 — 3[— x(3 — .v)]} = 3 jc — {5 — 3[jc — 3* + jr 2 ]} 

= 3x - {5 - 3[-2* + x 2 ]} 

= 3* - {5 + 6 jc - lx 1 ) 

= 3.r - 5 — 6x + 3jt 
= 3.r - 3* - 5 

(B) (x - 2 y)(2x + 3y) - (2* + y ) 2 = 2jc + 3xy- 4*y - by 2 - (4jr + 4xy + y 2 ) 

= lx 1 - xy - by 1 - Ax 2 - Axy - y 2 
= -lx 1 - 5xy - ly 2 

(C) (2m + 3n ) 3 = (2m + 3n)(2m + 3 n) 2 

= (2m + 3n)(4m 2 + 12mn + 9n z ) 

= 8 m' + 2Am 2 n + 18mn 2 + 12m 2 n + 36mn 2 + 27« 3 
= 8 m + 3bm 2 n + 54mn 2 + 27 n 3 


Realice las operaciones indicadas y simplifique: 

(A) 2r — {7 — 2[r - r(4 + /)]} (B) (m - 3v) 2 - (2m - v)(2 u + v) 

(C) (4* - y) 3 


• Aplicacion 


EJEMPLO 8 Volumen de un cascaron cilindrico 

j * Un tubo de plastico para agua con un hoyo en el centra tiene 100 pulgadas de largo, una 
pulgada de grueso, y un radio interno de* pulgadas (vease figura). Escriba una expre- 
sion algebraica en terminos de * que represente el volumen del plastico usado para 
construir el tubo. Simplifique la expresion. [Recuerde: El volumen V de un cilindro 
circular recto de radio r y altura h esta dado por V — 
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Solucton 



Un cilindro circular recto con un hoyo en el centra se llama cascaron cilindrico. El 
volumen del cascaron es igual al volumen del cilindro menos el volumen del hoyo. 
Debido a que el radio del hoyo es .v pulgadas y el tubo tiene un espesor de una pulgada. 
el radio del cilindro es x + 1 pulgadas. De modo que se tiene 


i Volumen del 1 
l cascaron I 


I Volumen \ 
\del cilindro/ 


j Volumen^ 
'■ del hoyo / 


Volumen = rt(.v + 1 ) 2 100 — 7Lv : 100 


= 1007t(.r + 2.V + 1) — 1 OOJLr 


= 1 OOjlv* + 2007tv + 1 OOjt - 1 00tl\~ 


= 200jlv + IOOjc 


Un tubo de plastico para agua tiene 200 pulgadas de largo, 2 pulgadas de espesor, y 
tiene un radio externo de.v pulgadas. Escriba una expresion algebraica en terminos de x 
que represente el volumen del plastico usado para construir el tubo. Simplifique la 
expresion. 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 3rr - 2x + 1. jc 3 - 2x> + y 2 (B) 5. 3. 5 (C) 6. 4. 6 

2. (A) 4m- - v 2 (B) -m’ - 3m 2 + 2m - 4 (C) -x* + lx + 2 

3. 3x* - ** - + 2x - 2 4. 3^ + 5* — 10 5. 4X 5 - 13* + 6 

6. (A) 8m 2 - 2uv - 3 m 1 (B) 4jry - 9 (C) m 2 - 16n 2 (D) 4 m 2 - 12uv + 9 m 2 

(E) 36X 2 + 12xy + y 3 

7. (A) -V - 4/ - 7 (B) -3m 2 - 6mv + 10m 2 (C) 64r’ - 48*^ + \2xy* - y 3 

8. Volumen = 200ir.r 3 - 200 tt(jc - 2) 2 = 800™ - 800ir 


EJERfiCS* 
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A _____ 

Los problemas del I al 8 se refieivn a los siguientes polinomios: 
(a) lx 3 - 3X 2 + x + 5 (b) 2x* + x - \ (c) 3x - 2 

1. i,Cual es el grado de (a)? 2. <.Cual es el grado de (B)? 

3. Sume (a) y (b). 4. Sume (b) y (c). 

5. Reste (b) de (a). 6. Reste (c) de (b). 

7, Multipliquc (a) y (c). 8. Multiplique (b) y (c). 


En los problemas del V a I 28. realice las operaciones indica- 
Jas y simplifique: 

9. 2(x - 1) + 3(2x - 3) - (4* - 5) 


10. 2 (u - 1) - (3m + 2) - 2(2 u - 3) 

11. 2y - 3y[4 - 2(y - 1)] 

12. 4a - 2a[5 - 3 (a + 2)] 

13. (m — n){m + n) 

14. (a + b)(a — b) 

15. (4; - 3)(f - 2) 

16. (3* - 5)(2x + 1) 

17. (3x + 2y)(x - iy) 

18. (2x — 3y)(x + 2y) 

19. (2m - 7)(2 m + 7) 
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20. (3y + 2)(3y - 2) 

21. 

(6x - 4y)(5x + 3y) 

22. (3m + 7n)(2m — 5n) 

23. 

(3x - 2y)(3x + 2y) 

24. C4m + 3n)(4m — 3n) 

25. 

<4x - y) 2 

26. (3 u + 4v) 2 

27. 

(a + b)(a- — ab + b 2 ) 

28. (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 




B 

En los pmblemas del 29 ul 42. malice las operaciones indica- 
das v simplifique. 

29. 2x-3|jt+2[x-(x + 5)] + 1) 

30. m — [m — [m — (m — 1)]) 

31. 2{3 [a - 4(1 - a)] - (5 - a)) 

32. 5b - 3{- [2 - 4(2* - 1)] + 2(2 - 3*)) 

33. (lx 2 + x - 2KX 2 - 3x + 5) 

34. (x 2 - 2xy + /X* 2 + 2xy + y 2 ) 

35. ( h 2 + hk + JPX/i 2 ~ hk +Id) 

36. (n 2 + 2 n+ l)(n 2 - 4n - 3) 

37. (2* - l) 2 — (3x + 2)(3x - 2) 

38. (3a - b)(3a + b) - (2a - 3b) 1 

39. (m — 3 n)(m + 8 n) + (m + 6 n)(m + 4 n) 

40. (y - 2)(y + 1) + (y - 3)(y + 4) 

41. (2m - n) 3 42. (3a + 2b) 3 

Los pmblemas del 43 al 50 estan relacionadas con el calculo. 
Realice las operaciones indicadas v simplifique: 

43. 5(x + h) — 4 — (5* - 4) 

44. 6(x + h)+ 2-(6x + 2) 

45. 3(x + h) 2 + 2(x + h) - (3JC 2 + 2x) 

46. 4(x + h) 2 - 5(x + h) - ( 4X 2 - 5x) 

47. -2(x + h) 2 - 3(x + h) + 7 - (-lx 2 - 3x + 7) 

48. -(x + h) 2 + 4(x + h) - 9 - (-x 2 + 4x - 9) 

49. (x + h) 3 - x 3 

50. 2(x + hf + 3(x + h)-(2x 2 + 3x) 

51. Rcste la suma de los primeros dos polinomios de la suma 
de los dos ultimos: 3 nr — 2m + 5. 4 nr — m. 3nr — 3m 

- 2 . m 3 + m + 2 

52. Restc la suma de los ultimos dos polinomios de la suma de 
los dos primeros: 2x — 4.vv + v 2 ,3.vv — r..r — 2vr — r, 
-r t- 3.vr - 2r 


c_ 

En los pmblemas del 53 al 56 realice las operaciones indica¬ 
das v simplifique. 

53. 2(x - 2) 3 (x - 2) 2 - 3(x - 2) -- 4 

54. (2x - l) 3 - 2(2x - l) 2 + 3(2x - 1) + 7 

55. -3x)x[x - x(2 - x)) - (x + 2)(x 2 - 3)} 

56. 2{(x - 3)^ - 2x + 1) - x[3 - x(x - 2)]} 

Muestrc por ejemplo que. en general, (a + b) : a 2 + b 2 . 
Analice las posiblcs condieiones de a y b que hacen de 
csta una ccuacion valida. 

Muestre por ejemplo que, en general, (a — b )’ a 2 — h 1 . 
Analice las posiblcs condieiones de a y b que hacen de 
csta una ecuacion valida. 

Si a usted le dan dos polinomios. uno de grado m y otro dc 
grado n. m > n. (,cual es el grado de la suma? 

<jCual cs cl grado del producto de dos polinomios en el 
problema 59? 

( r ,Como cambia la respucsta del problema 59 si los dos 
polinomios pueden tener cl mismo grado? 

(.Como cambia la respucsta del problema 60 si los dos 
polinomios pueden tener el mismo grado? 


63. Geometria. El ancho de un rectangulo es 5 centimetres 
mcnor que su largo. Si .v representa el largo, escriba una 
cxpresion algebraica en terminos de x que representa el 
pcrimetro del rectangulo. Simplifique la cxpresion. 

64. Geometria. El largo de un rectangulo es 8 metros mayor 
que su ancho. Si x representa el ancho del rectangulo escri¬ 
ba una expresion algebraica en terminos de.v que represen¬ 
ta su area. Cambic la expresion a una forma sin parentesis. 

65. Problema de monedas. Un parquimetro contiene mone- 
das de 5 £, 10 y 25 c. Hay cinco monedas de 10 e menos 
que de 5 e y 2 de 25 c mas que de 10 c, si x representa el 
numero dc monedas de 5 c. escriba una expresion algebraica 
en terminos de x que represente el valor de todas las mone¬ 
das en el parquimetro en centavos. Simplifique la expre- 
sion. 

66. Problema de monedas. Una maquina vendedora contiene 
monedas de 10 <t y de 25 c solamente. Hay cuatro monedas 
de 10c mas que de 25e. Si x representa el numero de mone¬ 
das de 25 £, escriba una expresion algebraica en terminos 
de x que represente el valor de todas las monedas en la 
maquina vendedora en centavos. Simplifique la expresion. 

67. Empacado. Un recipiente plastico esferico para relnjes de 
pulso tienc un radio interno de .v centimetres (veasc la fi- 
gura). Si el cascaron plastico tienc 3 centimetres de espe- 
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sor. escriba una expresion algebraica cn terminos de .t que 
represente el volumen del plastico usado para construir el 
recipiente. Simplifique la expresion. [Sugerencia: El vo¬ 
lumen V de una esfera de radio r esta dado por V = 3 nr'.] 

68. Empacado. Un recipiente cubico para los componcntes 
de una computadora barata se forma cubricndo un molde 
de metal de poliestireno. Si el molde de metal es un cubo 
con lados de x centimetros de largo y la cubierta de 
poliestireno tiene 2 centimetros de espesor, cscriba una 
expresion algebraica en terminos de x que represente el 
volumen del poliestireno usado para construir el recipien¬ 
te. Simplifique la expresion. [Si/gerenc/a: El volumen V 
de un cubo con lados de largo t esta dado por V — r 3 .] 



SECCION 


A-3 


Pviinomios: Factorizacion 



Factorizacion. <,que significa? 

Factores comunes y factorizacion por agrupanriento 
Factorizacion de polinomios de segundo grado 
Mas acerca de factorizacion 


Un factor de un numero es uno de dos o mas numeros cuyo producto es el numero 
dado. De manera similar, los factores de una expresion algebraica son una de dos o 
mas expresiones algebratcas cuyo producto es la expresion algebraica dada. Por ejem- 
plo, 


30 = 2 • 3 • 5 

.r 2 — 4 = (.r — 2)(x + 2) 

A1 proceso de escribir un numero de expresiones algebraicas como el producto de otros 
numeros o expresiones algebraicas se llama factorizacion. Se inicia el analisis de 
factorizacion con los enteros positivos. 

Un entero tal como el 30 se puede representar en una forma factorizada de varias 
maneras. Los productos 

6-5 ( 3 XIOK 6 ) 15-2 2-3-5 

dan como resultado 30. Una forma particularmente util de factorizar enteros positivos 
mayores que I es en terminos de numeros primos. 


DEFINICION 1 Numeros primos y compuestos 

Un entero mayor que 1 es primo si este solo tiene como factores enteros a el 
mismo y al 1. Un entero mayor que 1 que no es primo se llama numero compues- 
to. El entero 1 no es ni primo ni compuesto. 


5. '.’1.13 


Ejemplos de numeros primos: 
Ejempto? de numeros compuestos: 


4. 6. S 6 if), 12 
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EXPLORACION Y ANALISIS 1 


Solucion 


En el siguiente arreglo, cruce todos los multiplos de 2, excepto al 2. Despues cruce 
todos los multiplos de 3. excepto al 3, Repita esto para cada entero en el arreglo que 
no haya sido ya cruzado. Describa el conjunto de numeros que permanecen cuando 
se completa el proceso. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99100 

Este proceso se llama criba de Erat6stenes. (Eratostenes fue un matematico y as- 
tronomo griego contemporaneo de Arquimedes, aproximadamente 200 a.C.) 


Sc dice que un numero compuesto esta completamente factorizado si se repre- 
senta como un producto de factores primos. La unica factorizacion de 30, de las antes 
dadas. que cumple esta condicion es 30 = 2 • 3 • 5. 


Factorizacion de un numero compuesto 

Escriba 60 en una forma completamente factorizada. 

60 = 6 • 10 = 2 • 3 • 2 • 5 = 2 2 • 3 • 5 
o 

60 = 5- 12 = 5 - 4 - 3 = 2 2 - 3 - 5 

o 

60 = 2 • 30 = 2 • 2 • 15 = 2 2 = 2 2 • 3 • 5 


Escriba 180 en forma completamente factorizada. 


Observe en el ejemplo 1 que se termina con los mismos factores primos para 60 
sin tomar en cuenta el proceso de factorizacion. Esto ilustra una importante propiedad 
de los enteros: 


El teorema fundamental de la aritmetica 

Cada entero mayor que 1 puede ser primo o puede ser expresado de manera unica, 
excepto por el orden de los factores, como un producto de factores primos. 


Teorema 1 
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DEFINICION 2 


• Factored comunci 
y factorizacion 
por agrupamiento 


EJtMPt.0 2 


Soluciones 


Los polinomios tambien se pueden escribir en forma completamente factorizada. 
Un polinomio tal como 2x 2 - x - 6 se puede escribir en forma factorizada de varias 
maneras. Los productos 

(2* + 3)(* - 2) 2(.r 2 - |x — 3) 2(* + §)(* - 2) 

El resultado de todos es Zx 2 — x — 6. Una forma particularmente util de factorizar 
polinomios es en terminos de polinomios primos. 


Polinomios primos 

Un polinomio de grado mayor que 0 se dice que es primo respecto a un conjunto 
dado de numeros si: (l) todos sus coeficientes son parte del conjunto de numeros, 
y (2) no se puede escribir como el producto de 2 polinomios, excluyendo al 1 y a 
el mismo, con coeficientes del conjunto de numeros. 

Respecto al conjunto de enteros: 

x 1 - 2 es primo 

*•' - 9 no es primo, ya que x ! 9 = (x 3)(x + 3) 

[A lota: El conjunto de numeros mas frecuentemente usado en la factorizacion de 
polinomios es el conjunto de enteros.] 


Un polinomio no primo se dice que esta completamente factorizado con respec¬ 
to a un conjunto dado de numeros si esta escrito como un producto de polinomios 
primos respecto al conjunto de numeros. 

Nuestro objetivo en esta seccion es repasar algunas de las tecnicas de factorizacion 
estandar para polinomios con coeficientes enteros. En el capitulo 3 se trata en forma 
detallada el tema de la factorizacion de polinomios de mas alto grado con coeficientes 
arbitrarios. 


El siguiente ejemplo ilustra el uso de las propiedades distributivas en la factorizacion. 


Factorizacion de factores comunes 

Factorice. respecto a los enteros, todos los factores comunes de todos los terminos: 
(A) 2x J y - 8*V - 6xy- (B) 2v(3jc - 2) - 7(3* - 2) 


(A) Ir’v - 8xV - 6xv’ 1 = ■*- - 4*v - 3\~ 

i_;_’_i_ j 

= i (jt - 4*y - 3y 2 ) 

(B) 2*(3x - 2) - 7(3* - 2) =2*. .1) - 7 

i_i 
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Problema selecci 


Factorice. con respecto a los enteros, todos los factores comunes de todos Ios terminos: 
(A) 3x>y - 6xy - 3xy> (B) 3y(2y + 5) + 2(2y + 5) 


Factorice todos los factores comunes 

j Factorice completamente con respecto a los enteros: 

4(2* + 7)(x - 3) 2 + 2(2* + 7) 2 (* - 3) 

Soluc.on 4(2* + 7)(* - 3) 2 + 2(2* + 7) 2 (* - 3) 

= 2(2* + 7)(* - 3)[2(x - 3) + (2* + 7)] 
= 2(2* + 7)(* - 3)(2x - 6 + 2* + 7) 

= 2(2* + 7)(* - 3)(4* + 1) 


r rubier 


Factorice completamente respecto a los enteros: 

4(2* + 5)(3x + l) 2 + 6(2* + 5) 2 (3* + 1) 


Algunos polinomios se pueden factorizar agrupando primero los terminos de tal 
manera que se obtenga una expresion algebraica parccida a la del ejemplo 2(B). Se 
puede entonces terminar la factorizacion por el metodo usado en ese ejemplo. 


Factorizacion por agrupamiento 

Factorice completamente. respecto a los enteros. por agrupamiento: 


(A) 3X 1 — 6* + 4* — 8 (B) 

(C) 3ac + bd — 3ad — be 

Soluciones (A) 3* 1 — 6* + 4* — 8 

= (3.x 2 - 6*) + (4* - 8) 

= 3* +4 

= (3* + 4) 

(B) w\ + wz - 2xv - 2xz 

= (vvy + wz) - (2*v + 2*z) 
= w - 2* 


wv + wz — 2xy — 2*z 

Agrupe los primeros dos y los uliimos dos terminos 
Elimine los liiciorcs rum 1 • • • i 

Factorice el (actor comun 2 

Agrupe los dos primeros y los dos liltimos terminos. 
sea cuidado □ 

Elimine los factores i orn j < lecuUg 


= (w " 2*) 


Factorice el factor comui 
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(C) 3 ac + bd — 3ad - be 

En los incisos (A) y (B) los polinomios estan arreglados de tal manera que agrupando 
los primeros dos primeros lerminos y los ultimos dos terminos se conduce a factores 
comunes. En este problema ni los primeros dos terminos. ni los ultimos dos terminos 
tienen un factor comun. A veces reacomodando terminos se puede llegara la factorizacidn 
por agrupamiento. En este caso se intercambian el segundo y cuarto terminos para 
obtener un problema comparable con el inciso (B), el cual se puede factorizar como 
sigue: 


3 ac - be - 3 ad + bd = (3ac - be) - (3 ad - bd) 
= c - d 

= (c - d) 


Factorice completamente. respecto a los enteros. por agrupamiento: 

(A) 2.x 2 + 6.t + 5* + 15 (B) 2 pr + ps — 6 qr — 3qs 

(C) 6wy — xz — 2xy + 3 wz 


Ahora se abordara la factorizacion de polinomios de segundo grado de la forma 

2ar - 5.v - 3 y lx 2 + 3xy - 2f 

como el producto de dos polinomios de primer grado con coeficientes enteros. El si- 
guiente ejemplo ilustra un enfoque del problema. 


Factorizacion de polinomios de segundo grado 

Factorice cada polinomio, si es posible. usando coeficientes enteros: 

(A) lx 2 + 3xy - 2r (B) - 3x + 4 (C) 6.^ + 5at - 4 f 

Soluciones (A) 2a~ + 3.ry - 2y 2 = (2jr + y){x - y) Ponga en que se conoce. Los signos de- 

| <[. ben ser opuestos. (Se puede invertiresta 

eleccion si se obtiene - 3xy en lugar de 
- 3 xy para el termino de enmedio.) 

Ahora. <,cuales son los factores de 2 (el coeficiente de y 2 )? 

2 

i-1 

1-2 (* 2y) - 2x Ixy 2y | 

i i 

2*1 ! (2x i- 2y)( a y) 2x? 2y 


El resultado de la primera eleccibn es —3.vv para el termino medio (que se acerca. 
pero no es) asi que se invierte la eleccion de signos para obtener 

2^ + 3xy - 2f = (2v - y)(x + 2y) 


J 
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(B) a* - 3a + 4 = (a - )(a 

4 

— ) Los signos deben ser los mismos, ya que el 

tercer termino es positivo y debe ser negativo. 
ya que el termino medio es negativo. 

2 • 2 

| (a - 2)(x - 2) = x 2 - 4x * 4 j 

1 • 4 

| (x - l)(x - 4) = x 1 - 5x *• 4 [ 

4 • 1 

! (x 4)(x - l) = x J - Sx + 4 | 


j 


Ninguna de las elecciones produce el termino medio; asi que .r - 3.v + 4 no es 
factorizable usando coeficientes enteros. 

(C) (ur + 5xy - 4y* = ( x + y)( x - y) 

T T T T 

? ? ? ? 


Los signos deben ser opuestos en los factores, ya que el tercer termino es negativo. 
Se puede invertir la eleccion de signos si es necesario. Ahora se escriben todos los 
factores de 6 y de 4: 


6 4 

2- 3 2-2 

3- 2 1-4 

1-6 4-1 

6 • 1 


y se prueba con cada una de las elecciones de la izquierda con cada una de las de la 
derecha, un total de 12 combinaciones que den el primero y ultimo terminos del 
polinomio 6.v : + 5.n> — 4V 2 . La pregunta es: ^Puede alguna combinacion dar tam- 
bien el termino de enmedio, 5av? Despues de prueba y error y, quiza. de alguna 
educacion para suponer entre las opciones, se encuentra que 3 • 2 se acopla con 
4 • 1 da el termino medio correcto de enmedio. Por consiguiente, 

6jt + 5 Ay - 4y 2 = (3* + 4v)(2a - y) 


Si ninguna de las 24 combinaciones (incluyendo la inversion de signos) producen 
el termino de enmedio, se concluye entonces que el polinomio no es factorizable 
usando coeficientes enteros. 


Factorice cada polinomio, si es posible, usando coeficientes enteros: 

(A) a 2 - 8a + 12 (B) a 2 + 2x + 5 

(C) 2a j + Ixy - 4y 2 (D) 4a 2 - 15Ay - 4y 2 
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• Mas acerca de 
factorizacion 


PRECAUCION 


EJEMPLO 6 


Soluciones 


Las formulas de factorizacion que cn seguida se numeran nos capacitan para factorizar 
ciertos polinomios que ocurren con frecuencia. 


Formulas de factorizacion especial 


1. 

u- + 2«v -i- v 2 = (w + v) 2 

Cuadrado perfecto 

2. 

u : — luv + v 2 = (it - v) 2 

Cuadrado perfecto 

3. 

ir - v 3 = (m - v)(u + v) 

Diferencia de cuadrados 

4. 

m 3 — v 3 = (m — v)(u 2 + uv + v 2 ) 

Diferencia de cubos 

5. 

M 3 + V 1 = (U + \')(u - UV -F V 2 ) 

Suma de cubos 


Las formulas en el cuadro se pueden establecer multiplicando los factores de la 
derecha. 


Observe que no se ha listado una formula de factorizacion especial para la suma 
de los dos cuadrados. En general, 

ir + v 2 ¥= (an + bv)(cu + dv) 

para cualquier cleccion dc coeficientes de numeros reales, a.h.c y d. Pero u : + v 2 
se pueden factorizar usando numeros complejos (seccion 1-5). 


Uso de las formulas de factorizacion 

Factorice completamente respecto de los enteros: 


(A) a 2 + 6xy + 9y 2 (B) 9a 2 - 4>- 2 (C) 8w 3 - 1 (D) a 3 + y } z } 

I -1 

(A) a 2 + 6xy + 9v 2 !_ = .v 2 + 2(.v)(3>') + (3.v) 2 j = (x + 3v) 2 

(B) 9.r - 4,y 2 [ = (3.r) 2 - (2y) 2 j = (3a - 2>-)(3.v + 2y) 

(C) 8#»• - 1 [ = (2 mY - l 3 

i 

! = (2 m - l)[(2m) 2 + (2m)(l) + l 2 ] ! 
i-- 

= (2m - 1 )(4m 2 + 2m + 1) 
r -, 


(D) .r 3 + ^z 3 j_= -v 3 + (yz) 3 j 
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ema 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


t, L'viPi O 


VriilCtoni 


Factorice completamente respecto de los enteros: 

(A) Am 2 - 12 mn + 9n 2 (B) .i 2 - 16v 2 (C) z 3 - 1 (D) m s + « 3 


(A) Verifique las siguientes formulas de factorizacion para u A — v*\ 

u* — f = (u - v)(w + v)(m 2 4- v 2 ) 

= (u - v)(h 3 + trv + uf + v 3 ) 

(B) Analice los patrones en las siguientes formulas: 

u 2 — v 2 = (u — v)(w + v) 

u 3 — v 3 = (u — v)(w 2 + uv + v 2 ) 

u* — v 4 = (m - v)(m 3 + m 2 v + uv 2 + v 3 ) 

(C) Use el patron que descubrio en el inciso (B) para escribir las formulas simila- 
res para u s — v 5 y u 6 - v 6 . Verifique sus formulas por multiplication. 


Se termina esta section considerando los factores que implican combinaciones de 
las tecnicas anteriores tan bien como algunas otras. Generalmente hablando: 

t uandc • ■ p».- iMint'i lim i ... i m • . m Kimaron 

till' . I ..I to • vinilicv « * •) ' '■ > ' 'll, I .. <1 j) IV,.:- nit". 

\ despit \ se pi*.',. ,ii i.'iniin antis hasia ;;m- luilur 1<> taiiori- stun pri¬ 
mus. 


Combination de tecnicas de factorizacion 

Factorice completamente respecto de los enteros: 

(A) 18x* - 8 .i (B) x 2 - 6.x + 9 - y 2 (C) 4 m*n - 2rrrn 2 + 2m/i 3 

(D) 2r‘ - 16/ (E) If - 5y 2 - 12 

(A) 18jt 3 - 8a = 21(9.1- - 4) 

= 2i(3.i - 2)(3x + 2) 

(B) ar 2 — 6.1 + 9 — y 2 

= (x 2 — 6i + 9 ) — y 2 primeros tres terminos. 

= (.1 — 3) 2 — y 2 Factor- 6* + 9. 

= [(.i - 3) - ylfCi - 3) + v] 

= (.i - 3 - y)(x - 3 + y) 


Dil'-rencia de c u adrados 
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(C) 4m 3 n ~ 2m 2 n 2 + 2mn 3 ■ 2mn(2m 2 — mn + n 2 ) 

(D) 2 1* - 16 t = 2t(t 3 - 8) 

= 2r(t - 2 )(r 2 + 2/ + 4) 

(E) 2/ - 5/ - 12 = (2/ + 3)(y 2 - 4) 

= (2y 2 + 3)(>- - 2)(y + 2) 


Factorice completamente con respecto de los enteros: 

(A) 3/ - 48* (B) x 2 - f - 4y - 4 

(C) 3u 4 - 3u 3 v - 9«V (D) 3 m* - 24 mn 3 

(E) 3x* - Sx 2 + 2 


Respuestas a los problemas seleccionados 

•• 2 J • i 2 ■ 5 2. (A) 3*y (x 2 - 2xy - y 2 ) (B) (3 y + 2)(2 y + 5) 

3. 2(2* + 5)<3jt + 1)(12* + 17) 

4. (A) (lx + 5)(x + 3) (B) ( p - 3<?)(2r + s) (C) (3h> - x)(2y + z) 

5. (A) (x - 2)(.t - 6) (B) No es factorizablc usando enteros (C) (2i - v)(jt + 4 y) 

<D) (4jr + y)(x - 4y) 

6. (A) (2m - 3n) J (B) (x - 4 y)(x + 4 y) (C) (: - IKr 3 + z + I) 

(D) (m + n)(m 3 - mn + n ! ) 

7. (A) 3x(x - 4)(jr + 4) (B) (x - y - 2)(x + y + 2) (C) 3u 3 (u ! - uv - 3»4) 

(D) 3 m(m - 2 n)(nr + 2 mn + 4n : ) (E) (3-r 2 - 2 )(j - l)(.t + 1) 


EJERCICIO 


A-3 


A 


En los problemas del i at 8. factorice. con respecto de los en 
terns, todos los factores comunes de todos los terminos. 


1. 6x J - 8.v' - 2r 
3. lO.r’y + 20** y 2 - 15*y 1 
5. 5*(* + 1) - 3(* + 1) 

7. 2w(y - 2z) - *(>• - 2 z) 


2. 6m' — 9m' — 3m 2 
4. Su 3 v — 6u 2 v 2 + 4uv' 

6. 7m(2m - 3) + 5(2m - 3) 
8. a(3c + d) - 4b(3c + d) 


En los problemas del 9 a 116. factorice completamente con res¬ 
pecto de los enteros. 

9. x 2 - 2* + 3* - 6 

10. 2/ - 6y + 5y - 15 

11. 6m 2 + 10m — 3m — 5 

12. S* 2 — 40* - * + 8 

13. 2-r 2 - 4*y - 3*y + 

14. 3a 2 — 1 lab — lab + 8 b 2 


15. 8ac + 3 bd — 6bc - 4 ad 

16. 3 pr - Iqs - qr + 6 ps 

En los problemas del 17 al 28. factorice completamente con 
respecto de los enteros. Si un polinomio es primo con relacion 


a los enteros. indiquelo. 

17. lx 2 + 5* - 3 
19. x 2 — 4*y — 12 y 2 
21. * 2 +*-4 
23. 25m 2 - 16n 2 
25. .r 2 + 10*y + 25/ 

27. u 2 + 81 

B _ 


18. 3/ — y - 2 
20. u 2 - 2 uv - lSv 2 
22. m 2 - 6m - 3 
24. vv 2 * 2 — y 2 
26. 9m 2 — 6 mn + n 2 
28. >- + 16 


En los problemas del 29 al 44, factorice completamente con 
relacion a los enteros. Si nn polinomio es primo respecto de 
los enteros, indiquelo. 

29. 6X 2 + 48* + 72 


30. 4z 2 - 28z + 48 
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31. 2y - 22; y 2 + 48v 
33. 16 a — 8xv + y 

35. 6r + 7 si — 3/’ 

37. ,r'>’ - 9xy 3 
39. 3iw 3 - 6m 2 + 15/n 
41. m 3 + n 3 
43. c 3 - 1 


32. 2x 4 - 24a' + 40.r 
34. 4.rv 2 — 12xy + 9a 
36. 6 nr — mn — 12 n 2 
38. 4 u'v - »«v’ 

40. 2v 3 - lx- + 8 a 
42. r' - i 3 
44. a 3 + 1 


67. m 2 + 2m n + ir — m — n 

68. v 2 - 2n- + .x- 2 - v + a 

69. 18<j’ - 8a(x* + 8.v + 16) 

70. 25(4.x— I2vv + 9y 2 ) - 9a-b- 

71. a 4 + 2v 2 + 1 - .r 

72. a A + 2 a-b- + b A - a 2 h- 


Los problemas del 45 al 50 estdn relacionados con el calcttlo. 
Factorice completamente con respecto de los enteros. 

45. 6(3.v - 5)(2 a - 3) 2 + 4(3a - 5) 2 (2a - 3) 

46. 2(a - 3)(4a + 7) 2 + 8(v - 3) 2 (4r + 7) 

47. 5.V(9 - a) j - 4.r'(9 - a) 

48. 3.r(r - 7) 2 + 4» j (a — l ) 3 

49. 2(a + 1)(a 2 - 5) : + 4a(.v + 1 ) 2 (.r - 5) 

50. 4(.r - 3) J (.r + 2)’ + 6a(.v - 3) 4 (.r + 2) 2 


/ APLICACIONES 

73. Construction. Una caja rectangular destapadase constru- 
ye de una hoja dclgada de carton cortando cuadrados de x 
pulgadas cn cada una de las csquinas y doblando los lados 
hacia arriba como se indica en la figura. Exprese cada una 
de las siguientes cantidades como un polinomio en forma 
factorizada v desarrollada. 

(A) El area de carton despucs de que sc ban cortado las 
csquinas. 

(B) El volumen de la caja. 


En los pmhlemas del 51 a! 56. factorice completamente con 
relacidn a los enteros. Como primer paso. en los polinomios 
que tengan mas de ires terminus se prueba agruptmdo los ter¬ 
minus en varias combinaciones. Si un polinomio es primo con 
relacidn a los enteros. indiquelo. 

51. (a - b) 2 - 4(c - d) 2 52. (a + 2) 2 - 9v 2 

53. 2 am - han + 2 hm - 3hn 

54. 15ao - 20 ad + 3 be — 4bd 

55. 3.r — 2ry — 4v 2 56. 5 u 2 + 4 uv - 2v~ 


20 pulgs. 


7T 


20 pulgs. 


c 

En los prvblemas del 57 al 72. factorice completamente con 
respecto a los enteros. Como primer paso en los polinomios 
que implican mas de tres terminos. intente agrupar los termi- 
nos en varias combinaciones. Si un polinomio es primo con 
respecto a los enteros. indiquelo. 

57. a 3 - 3a 2 - 9a + 27 

58. x 3 - a 2 - a + 1 

59. a 1 -2a 2 -a + 2 

60. r 3 - 2r + t - 2 

61. 4(4 + B)'- - 5(4 + B) 

62. 6(a — >’) 2 + 23(a - y) 

63. m J - n* 

65. s*r* - 8 st 



74. Construction. Una caja rectangular destapada se constru- 
ye con una hoja dclgada de carton de 9 por 16 pulgadas 
cortando cuadrados de a pulgadas en cada esquina y do¬ 
blando los lados hacia arriba. Exprese cada una de las si¬ 
guientes cantidades como un polinomio en forma 
I'actorizada y desarrollada. 

(A) El area del carton despues de que sc cortaron las 
csquinas. 

(B) El volumen de la caja. 


- 6 
- 4 

64. y* — 3y* - 4 
66. 27 a 2 + a'b' 
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seccion A-4 Expresiones racionales: Operaciones basicas 

Reduccion a terminos mas simples 
Multiplicacion y division 
Sunia y resta 
Fracciones compuestas 

Ahora la atencion se centrara en las formas fraccionarias. A1 cocicnte de dos expresio¬ 
nes algebraicas. la division enire cero se excluyc. se llama expresion fraccionaria. Si 
el numerador y el denominador de una expresion fraccionaria son polinomios, la expre¬ 
sion fraccionaria se llama expresion rational. Algunos ejemplos de las expresiones 
racionales son las siguientes (recuerde, una constante diferente de cero es un polinomio 
de grado 0): 

■v - 2 1 3 x 2 + 3.v - 5 

2r - 3.v + 5 .v 4 - 1 .v 1 

En esta seccion se analizan operaciones basicas de las expresiones racionales. inclu- 
yendo multiplicacion. division, suma y resta. 

Debido a que las variables representan numeros reales cn las expresiones raciona¬ 
les, se van a considerar las propiedades de las fracciones de los numeros reales resurni- 
dos en la seccion A-l desempenan un papel central en gran parte del trabajo que se 
hara. 

Aunque no siempre ;e cstablccc explicit;!monte, siempre se supone que 
las variables estiin restringidas de modo que la division entre 0 se exelu- 
ve. 

Se inicia este analisis establccicndo la propiedad fundamental de fracciones (a partir 
del teorema 3 de la seccion A-l): 

mas simples 


Propiedad fundamental de fracciones 

Si a, b y k son numeros reales con b, k # 0. entonces 

ka _ a 
kb b 

x * 0, x <r 3 

___I 

Al usar esta propiedad de izquierda a derecha para eliminar todos los factores 
comunes el numerador y el denominador de una fraccion dada se llama reduccion de 
fracciones terminos mas simples. Realmente se divide al numerador y al denomina¬ 
dor entre el mismo factor comun diferente de cero. 

Usando esta propiedad de derecha a izquierda. es decir. multiplicando el numera¬ 
dor y el denominador por el mismo factor diferente de cero se esta expresando una 
fraccion cn terminos mas complicados. Esta propiedad se usara en ambos sentidos en 
el material que sigue. 
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Se dice que una expresion racional esta reducida a terminos mas simples si el 
numerador y el denominador no tienen factores en comun. A menos que se establezca 
lo contrario. se factoriza con respecto de los enteros. 


Reduccion de expresiones racionales 

Reduzca cada expresion racional a terminos mas simples. 


.r - 6.v + 9 _ (x - 3) 2 
x 2 - 9 (.v - 3)(x + 3) 


■v - 3 
x + 3 


Factorice el numerador y el denominador 
completamente. Divida el numerador y el 
denominador entre (x - 3); esta es una operacion 
valida tanto como x * 3 y x * -3. 


I 

x -3 _ I (v ~ I || v + v + 1) Divida el numerador y el denominador entre (x - 1). 

(B) --= *—-1.-:- sepuedeindicardibujandotineasenambosfx 1j . 

x-1 1 1 ~ 1)(.v+ I) escribiendoelcocienteresultantecomo 1. 


r +■ x + I 
x + 1 


x * - 1 y x * 1 


Reduzca cada expresion racional a terminos mas simples. 


(A) 


6.r + x - 2 
2r + x - \ 


(B) 


x J - 8x 
3 a j - 2r - 8x 


Reduccion a una expresion racional 

Reduzca la siguiente expresion racional a terminos mas simples. 

6a-V + 2 ) J - + 2? 2vV + 2) 2 [3at - Kx 2 + 2)] 

.t* x* 

1 

_ 2x 3 (x 2 + 2)V - 4) 

x* 

x s 

2(r + 2) 2 (.v - 2)(x + 2) 

A 5 


Reduzca la siguiente expresion racional a terminos mas simples. 

6a 4 (a^ + l) 2 - 3x 2 (.r 2 + l) 3 
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PRECAUCION Recuerde factorizar siempre al numerador y denominador primero. despues divi- 
da cualesquiera de los factores comunes. No elimine en forma indiscriminada 
terminos que esten en el numerador y en el denominador. Por ejemplo, 

^ V , ^+r =2r»+| 

y y 

1 

Debido a que el termino y 2 no es un factor del numerador. no se puede eliminar. 
De hecho, ( 2x* + y 2 )/y* ya esta reducido a los terminos m4s simples. 


Como se est&n restringiendo los reemplazos de la variable a los numeros reales, la 
multiplicacion y division de expresiones racionales siguen las reglas para la multiplica- 
cion y division de fracciones de numeros reales (teorema 3 en la section A-l). 



EXPLORACION Y ANALISIS1 Escriba una description verbal del proceso de multiplicacion de dos fracciones. Haga 

lo mismo para el cociente de dos fracciones. 


•IEMPLO 


Multiplicacion y division de expresiones racionales 


Realice las operaciones indicadas y reduzca a terminos mas simples. 


1 Ox J v x 2 -9 IftfV 

3xv + 9v 4.V 2 — \2x 

'3-1 


1 . l Factorice los numeradores 

—3) y denominadores, 

- despues divida cualquier 

"3) numerador y cualquier 

•2 * 1 denominador con un 

mismo factor comun. 


4 — lx 

(B ) 4 - ( X - 2) 

4 


- 2) ~ x) • — _ 

4 x-2 

2 


x - 2 es el mismo que 
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Problema seleccionado 3 


• Suma y resta 


-1 


2- x _ — (x-^-2) 
2(x -2) 2(x^2) 


b a - -(a b), 

un util eambio en 
algunos problemas. 


= - 

2 

It- - Ixy + 2jt;r ^ + y 

x’.v - .tv 3 x 2 + 2xy + y 2 

2 1 1 
= . (x 

xflx^J)(x - y) (x^y)(xl^-xy^Tf) 
y 1 11 

2 

}ix - y) 


Realice las operaciones indicadas y reduzca los terminos semejantes. 


12r/ y 2 + 6y + 9 
(A) 2xf~+~6xy ' 

m 3 + n 3 m 3 n — m 2 n 2 + mu' 

2 m 2 + mn - n 2 2m 3 n 2 - m 2 n 3 


(B) 


(4 — x) -5- 


x 2 — 16 
5 


Nuevamente. debido a que se restringen los reemplazos de las variables a los niimeros 
reales, la suma y resta de las expresiones racionales se deducen de las reglas para la 
suma y resta de fracciones numericas reales (teorema 3 en la section A-l). 


Suma y resta 


Para a. by c niimeros reales con b i=- 0: 

1 

1 a ( c _ a + c 
b b b 


, a c _ a — c 

b b b 2v. 

.J 


Por consiguiente. se suman las expresiones racionales con los mismos denomina- 
dores sumando o restando sus numeradores y colocando el resultado sobre el comun 
denominador. Si el denominador no es el mismo. las fracciones se expresan en termi¬ 
nos mas complicados, usando la propiedad fundamental de las fracciones para obtener 
denominadores comunes y despues se procede como se ha descrito. 
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EJEMPLO 4 


Soluciones 


Aun cuando cualquier denominador comun funciona, el trabajo se simplificara si 
se usa el minimo comun denominador (MCD). Frecuentemente, el MCD es obvio. pero 
si no es asi, los pasos del cuadro describen como encontrarlo. 


El minimo comun denominador (MCD) 

El MCD de dos o mis expresiones racionales se encuentra como sigue: 

1. Factorice cada denominador completamente. 

2. Identifique cada factor primo diferente dc todos los denominadores. 

3. Forme un producto usando cada factor diferente a la mis alta potencia que 
aparece en cualquiera de los denominadores. Este producto es el MCD. 


Suma y resta de expresiones racionales 

Combine en una sola fraccion y reduzca a terminos mis simples. 


10 6 45 




(C) 


x + 3 

x 2 - 6x + 9 


x 4- 2 _5_ 

x 2 - 9 3 - x 


(A) Para encontrar al MCD, factorice cada denominador completamente: 


10 = 2 • 5 I 


6 = 2-3 
45 = 3 2 • 5.| 


LCD = 2 • 3 2 


5 = 90 


Ahora use la propiedad fundamental de las fracciones para hacer cada denomina¬ 
dor de 90: 


3 5 fl_ !i = Hl_ + 11 1± _ _J1 

+ .u - ~ 45 9-10 15-6 -45 

r = 27 75 22 "l 

! 90 + 90 90 ! 

i-1 

27 + 75 — 22 _ 80 _ 8 

90 _ 90 _ 9 


(B) 


9x = 3 J x 
6/ = 2 • 3y* 


LCD = 2 • 3 V = 18xy 


_ 5x _ 2 '. -4 _ » , ■ 5x _ 

9x 6/ 2v ■ 9x 3,i- • 6/ I8i . 


8/ - 15X 2 + 18xy ; 
18xy 2 
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Problema seleccionado 4 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 


x + 3 x + 2 5 _ x + 3 x + 2 5 

( } x 2 - 6x + 9 " x 2 - 9 “ 3 - x ~ (x - 3) 2 ~ (x - 3)(x + 3) + x - 3 


5 ] 


Nota- 


3 — x —(x — 3) i-3 i 


Nuevamente se usa el hecho de 
que a - b = —(b - a). 


El MCD = (x - 3) 2 (x + 3) Por consiguiente. 


(x + 3) 2 _ (x - 3)(x + 2) 5(x - 3Xx + 3) 

(x - 3) 2 (x + 3) (x - 3) 2 (x + 3) + (x - 3) 2 (x + 3) 


(x 2 + 6x + 9) - (x 2 - x - 6) 4- S(x 2 - 9) 
(x - 3) 2 (x + 3) 

x 2 + 6x + 9—x 2 + x + 6 + Sx 2 — 45 
(x - 3) 2 (x + 3) 


Aquf se debe tener 
cuidado con los 
errores de signo 


Sx 2 + 7x - 30 
(x - 3) 2 (x + 3) 


Combine una sola fraccion y reduzca a terminos mas simples. 


,.. 5 1 6 

(A)-+ — 

28 10 35 


(C) 


■V-3 
/ - 4 


y + i 

y 2 - 4y + 4 


2 

2-y 



2x + 1 
3X 3 


3 

+ - 

12x 


16 

^,Cual es el valor de 4 ? 

T 

^Cual es el resultado de introducir 16 -=■ 4 ~ 2 en una calculadora? 

(,Cual es la diferencia entre 16 4- (4 -r 2) y (16 4- 4) 4- 2? 

i,C6mo podria usar las barras de fraccidn para distinguir entre estos dos casos cuando 
16 

se escribe 4 ? 

T 


» Fracciones Una expresion fraccional con fracciones en su numerador. denominador, o ambos, se 
compuestas llama fraccion compuesta. Con frecuencia es necesario representar una fraccion com- 
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puesta como una fraccion simple, esto es (en todos los casos que se consideraran), 
como el cociente de dos poiinomios. El proceso no implica ningun concepto nuevo. Es 
importante aplicar los viejos conceptos y realizar el proceso en la secuencia correcta. 
Ahora se ilustraran dos enfoques al problema, cada uno con sus propios meritos, de- 
pendiendo del problema en particular que se este considerando. 


Simplification de fracciones compuestas 

Exprese como una fraccion simple reducida a los terminos minimos: 

2-1 

x 

4 


Solucion Metodo 1. Multiplique al numerador y al denominador por el MCD de todas las 
fracciones en el numerador y denominador, en este caso x 2 . (Ahora multiplique por 1 = 
rVx 2 .) 


1 

lx - x 2 _ x(2 -'x) 

4 - jr 2 “ (2 + x)(2 .-Or) 
l 


x 

2 + x 

Metodo 2. Escriba el numerador y el denominador como fracciones simples. Despues 
trate como un cociente. 

2 - x 

- i *■% 

x _ 2 - x ^ 4 - jr _ 2-— x xr 

4 - x 2 x x 2 x (2 - x)(2 + .r) 

— ! ! 




.v 

2+x 


Exprese como una simple fraccion reducida a los terminos mas simples. Use los dos 
metodos descritos en el ejemplo 5. 



x 


1 

x - 

X 
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EJEMPLO 6 Simplification de fracciones compuestas 

Exprese como una fraction simple al reducir a los terminos mas simples: 

y_ _ £ 

A^_/ 

y _ £ 

a: y 

Solucion Usando el primer metodo descrito en el ejemplo 5, se tiene 


r---““I 



y x 
S f 

IL: 

y 

1 x 

7 

_ y 3 -^ 3 . 

(y^c)(y 2 + xy + x 2 ) 


H 

i 

i 

i 

i 

y _ 

X 

X 

r \- 

y 

i 

u 

1 

1 

xy{y - x){y + x) 

1 


t-» 


y 2 + xy + x 2 
ry(y + x) 


Problema seleccionado 6 Exprese como una simple fraction reducida a los terminos mas simples. Use el primer 

metodo descrito en el ejemplo 5. 


a b 


b a 


a b 

- + 2 + - 
b a 


Respuestas a los problemas seleccionados 


3j + 2 


5. 


■ + 

SI x 

< 

1 

(A) 2x 

(B) 

(A) j 

(B) 

1 

x - 1 

6. - 
a 


(B) 

-5 


x 1 + 2x + 4 
3jc + 4 

(C) mn 


x + 4 
3^ - 5* - 4 


Hr 3 


(C) 


3(^ + lftc + 1 )(j - 1) 


2/ — 9y - 6 
(y - 2)\y + 2) 


a - b 
a + b 


EJERCICIO 


A-4 


A_ 

En los problemas del I a! 20, realice las operaciones indica- 
das y reduzca las respuestas a los terminos mas simples. Re¬ 
presente cualquier fraccinn compuesta como fracciones simples 
reducidas a los terminos mas simples. 


i. (*+£.).«- 
\3 a 6a 2 - 4 d y 

3 _ Zi _ X 

18 28 42 


J 

J 
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5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

15. 

17. 

18. 

19. 


3x + 8 lx — 1 5 / 

4xr x 1 8x 

4m — 3 3 2m - 1 

-:— +--— 

18m 4m 6m 2 

2X 2 + lx + 3 


Ax 2 - 1 

x 1 - 9 


■ + (Jt + 3) 


m + n m 2 — mn 

m 2 - n 2 m 2 - 2m/i + n 2 

x 2 - 6x + 9 x 2 + 2x - 15 
x 2 - x — 6 x 2 + 2x 

1 1 


a 2 — b 2 

a 2 + 2ab + ti 2 



3 

2 



x 2 - 1 

x 2 - 2x + 1 



m — 3 - 

m - 1 

m - 2 

14. 

x + 1 

X - 1 

5 

4 . 

16. 

3 

x- 3 

3 -x 

a — 1 

2 

• , 2 >' 

/ 


y + 3 

y - 3 y 2 - 9 


2x 

1 1 



x 2 -/ 

x + y x-y 



. / 



i + l 

A* 

9 

x - 

' X 2 

1-* 

/ 

20. 


- 1 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


6xV + 2) 2 - 2 x(jc 2 + 2) 3 
x 4 

4xV + 3) - 3xV + 3) 2 
x 6 

2x(l - 3x) J + 9x 2 (l - 3x) J 
(1 - 3x) 6 

2xjlr + 3) 4 - 8x^(2r + 3) ] 

(2r + 3)’ 

2x(x + 4) 1 - 3(3 - x 2 )(x + 4) 2 
(x + 4) 6 


_ 3x 2 fx + l) 3 — 3(x s + 4)(x + l) 2 
xo. --- 

(x + l) 6 

En los problemas del 2 7 a140, realice las operaciones indica- 
das y reduzca las respuestas a los terminos mas simples. Re¬ 
presente cualquier fraccion compuesta como frucciones simples 
reducidas a los terminos mas simples. 


27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36 


1 


y 2 - y - 2 y 2 + 5y - 14 y 2 + 8y + 7 


x 2 + 2x+ l 
9 - m 2 


x - 1 
3x + 3 

m + 2 


m 2 + 5m + 6 m — 3 

2 - x x 2 + 4x + 4 
2x + x 2 x 2 - 4 

x + 7 y + 9 
ax - bx by — ay 

c + 2 c - 2 c 
5c — 5 3c — 3 1 - c 

x 2 — 16 x 2 — 13x + 36 


2X 2 + lOx + 8 


x> + 1 


l x' - y' y \ x 2 + xy + y 2 

l y x-y) f 

x 2 -xy / x 2 — y 2 


: *( 


xy + y 2 \x 2 + 2xy + y 3 


. x 2 - 2xy + y 2 
x*y + xy 2 

2 — y 2 \ x 1 — 2xy + y 2 


) 


/ x 2 - xy _ x 2 - y 2 \ __ 

\xy + y 2 x 2 + 2xy + y 2 / x*y + xy 2 

37 ^ x _ 1 \ ^ 4 

' Vx 2 - 16 x + 4/ ' x + 4 

“ I- 3 


_1 \ . x + 4 

\x — 2 x + \ ] x - 2 


B 


f Los problemas del 21 al 26 estan relacionados con calculo. 
* Reduzca cada fraccion a los terminos mas simples. 


39. 


, 2 15 

1 +-r 

x x 2 

77ITJ 

X XT 


40. 


x . y 
- - 2 + - 
x 

x y 

y x 


f Los problemas del 41 al 44 se relacionan con el calculo. Rea- 
1 lice las operaciones indicadas y reduzca las respuestas a los 
terminos mas bajos. Represente cualquierfraccion compuesta 
como fraccion simple reducida a sus terminos mas simples. 


1 


41. 


x + h 


1 

x 


1 


h 

(x + h) 2 


42. 


(x + h) 2 


_1 

x 2 


43. 


x + A + 2 x + 2 


44. 


2x + 2h + 3 2x + 3 
x + h x 
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En los problemas del 45 al 52, imagine que las "soluciones " 
indicadas le fueron dadas por un estudiante a quien esta ase- 
sorando en su clase. 

(A) lEs la solucion correcta? Si considera que la solueion 
es incorrecta explique por que y como se puede 
corregir. 

(B) Muestre una solucion correcta para cada solucion 
incorrecta. 


46. 


47. 


id + 5x + 4 _ x* + 5x 
x + 4 x 

x 2 - 2x- 3 x 2 - lx 
x - 3 x 

(x + h) 2 - x 2 


= x + 5 


= x-2 


= (X + l) 2 - x 2 = 2x + 1 


,x. ^ — ft- -— ^ = (x + I) 3 — x 3 = 3X 2 + 3x + I 


x 2 -2x „ x 2 — 2x + x — 2 

J "7^7 T2* x - 2m J-.-l =l 

2 x + 3 2x + 2 — x - 3 1 


.'ti. 


51. 


x - 1 x 2 -! x 2 -! x + 1 

2X 2 _x__ 2X 2 - x 2 - 2x _ x 

x 2 — 4 x - 2 x 2 - 4 x + 2 

x- 2 x + x- 2 2 


x + 


x 2 - 3x + 2 x 2 - 3x + 2 x - 2 


En los problemas del 53 al 56, realice las operaciones indica¬ 
das y reduzca las respuestas a los terminos mas simples. Re¬ 
presente cualquier fraccion compuesta comofracciones simples 
reducidas a los terminos mas simples. 


y ~ 


53. 


y-* 


54. 


s — t 


- s 


1 + 


55. 2 - 


y 2 — x 2 

1 


s - t 


+ t 


56. 1 - 


1 - 


a + 2 


1 - 


1 - - 
x 


En los problemas 57 y 58. a, b. cyd representan los numeros 
reales. 

57. (A) Pruebe que die es el inverso multiplicative de cld (c, 
d* 0). 

(B) Use el inciso (A) para probar que 


a m c _ a d 
b d b c 


b.c.d* 0 


58. Pruebe que 


a c a + c , 

rr— b *° 


seccion A-5 Exponentes enteros 

Exponentes enteros 
Notacion cientifica 


Al matematico y filosofo frances Rene Descartes (1596-1650) generalmente se le atri- 
buye la introduccion de la muy util notacion de exponentes ‘V”. Esta notacion, asi 
como otros avances en algebra se encontraron en su libro Geometria, publicado en 
1637. 

En la seccion A-2 se introducen los numeros naturales como exponentes para es- 
cribir de manera mas corta un producto que involucre los mismos factores. En esta 
seccion se desarrollara el significado de exponente para incluir a todos los enteros de 
tal manera que las formas exponenciales de los siguientes tipos tengan significado: 

T 5~* 3.14° 

La definicion 1 generaliza la notacion de exponentes para incluir al 0 y a los exponen¬ 
tes enteros negativos. 
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DEFINICION 1 


EJEMPLO 1 


Problems seleccionado 1 


a", n un entero y a un numero real. 

1. Para n un entero positivo: 

a" = a- a . a 3 5 = 3 • 3 ■ 3 • 3 • 3 

n factores de a 

2. Para n = 0: 

a 0 = 1 a* 0 132° = 1 

0° no est4 definida 

3. Para n un entero negativo: 

i-1 

a " = —^— a =£ 0 7 ‘ [ = —-— ! = — 

a -« , 7 J 

Nota: En general, se puede mostrar que para todos los enteros n 

a * » _L o < » = _L 

0 s O'* 



Uso de la definicion de los enteros positivos 


Escriba cada inciso como una fraccion decimal o usando exponentes positivos. 


(A) (mV) 0 =1 u * 0, v # 0 

(O ! 


(B) 10“ 3 = -^7 = = 0.001 


10 3 1 000 


X 3 

(D) — 

y 


J_ = i / 

r 5 jr 3 i 


JC 3 


Escriba los incisos (A)-(D) como fracciones decimales y los incisos (E) y (F) con expo¬ 
nentes positivos. 


(A) 636° 
1 


(D) 


10 ' 


(B) (^)° 



x * 0 


(C) 10' 5 



Las propiedades basicas de los exponentes enteros se resumen en el teorema 1. 
La prueba de este teorema implica induction matematica , la cual se analiza en el capi- 
tulo 10. 
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Teorema 1 Propiedades de los exponentes enteros 

Para ny m enteros y ay b numeros reales: 


I. 

a m a" = 

cT* n 

da' 1 \ = , = O 3 

2. 

(a")” = 

or 

(«*)-» J =a< J » !-o-‘ 

3. 

I 

II 

: cFtf" 

(ob) 1 = dd 

4. 


- — b* 0 

( o V d 
- | - — 


w 

hr 

\b) d 




o’ 



a m ~ n 

— = o“ 21 = d 

5. 

<r 

1 a # 0 

o~ 2 




or 

jt~ m 

d 1 1 



o' 2 o' 2 ' 3 cr s 


EXPLORACION Y ANALISIS 1 La propiedad 1 del teorema 1 se puede expresar verbalmente de la siguiente manera: 

Para encontrar el producto de las dos formas exponenciales con la misma base, sume 
los exponentes y use la misma base. 

Exprese las otras propiedades en el teorema 1 verbalmente. Decida cu&I encuentra 
mas facil de recordar. una formula o una descripcibn verbal. 


EJEMPLO 2 Uso de las propiedades de los exponentes 

Simplifique usando las propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usando 
solo exponentes positivos.* 

(A) (3a 5 )(2a -3 ) [= (3 • 2)(a i <r 3 )] =6 a 2 


(B) 


6x -2 f 3jc~ 2-<-5) 1 

- I = - I 


8x~ s ! 4 

i_____i 


3/ 

4 


(C) -4/ - (—4y) 3 = -4/ - (-4) 3 / T= -4/ - (-64)/] 


= -4/ + 64/ = 60/ 


* La palabra "simplificar” significa que se eliminan los faclores comunes de los numeradores y denomina- 
dores y sc reduce al minimo el numero de veces que la consiante dada o la variable aparcce en una expre- 
sidn. Se pide que las respuestas se expresen empleando exponentes positivos solo en orden para tener una 
forma definitiva de una respuesta. Posteriormente en esta seccion se enumeraran las situaciones dondc se 
rcquieren los exponentes negativos en la respuesta final. 
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Problema io Simplifique usando propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usando 

solo exponentes positivos. 

(A) (5x- 3 )(3^) (B) (C) Zx 4 - (~2x ) 4 

6 y 


' j 

PRECAUCION Tenga cuidado cuando use la relacion a~ n = —: 

a" 

ab~ l # —— ab 1 = — y (ab) ’ = — 

ab b ab 

- — ¥= a* 1 + b 1 —!— = (a + b) - ' y — + — = a 1 + b 1 

a + b a + b a b 

No confunda las propiedades 1 y 2 en el teorema 1: 

a?a* # a 3 • * a'a* o 5 4 o' propiedad 1, teorema 1 

(a 3 ) 4 ^=a 3+4 (o’) 4 o 1 -' o ,J propiedad 2, teorema 1 

De la definicion de exponentes negativos y de las cinco propiedades de los expo¬ 
nentes, se puede establecer ftcilmente las propiedades siguientes, que se usan a menu- 
do cuando se trabaja con formas exponenciales. 


Teorema 2 Propiedades adicionales de los exponentes 


Para ay b, cualesquiera numeros reales ym,nyp cualesquiera numeros enteros 
(se excluye la division entre 0): 



Prueba Se prueban las propiedades 1 y 4 del teorema 2 y las pruebas de las propiedades 2 y 3 se 
dejan como ejercicio. 

1. ( a m b") p — ( a m ) p (b") p propiedad 3, teorema 1 

= a pm b p " propiedad 2, teorema 1 
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EJEMPLO 3 


Problema seleccionado 3 


EJEMPLO 4 


4. 



a* 




propiedad 4, teorema 1 


propiedad 3, teorema 2 


propiedad 4, teorema 1 


Uso de las propiedades de los exponentes 


Simpiifique mediante las propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usan- 
do solo exponentes positivos. 



(E) (x + >-)'’ = 


1 


(x + y ) 3 


1 


Simpiifique mediante propiedades de los exponentes, exprese las respuestas usando 
solo exponentes positivos. 



(C) 


6 m V 
l5mV 


A1 simplificar formas con exponentes hay a menudo mas de una secuencia de 
pasos que le conduciran al mismo resultado (vease ejemplo 3(B)). Use la secuencia 
de pasos que considere mas adecuada. 


Simplification de una fraccion compuesta 


Exprese como una simple fraccion reducida con los terminos simplificados al minimo: 
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Problema seteccionado 4 


• Notacion cientifiea 


EJEMPLO 5 


r-“i 



j 


1 

_ r - r _ O' - *)(^+-*) 

xy 2 + jry x>'(y -=Hr) 

1 

= Z ~ r 
xy 


Exprese como una simple fraccion reducida a los terminos mas simples: 


x - x 


-I 


l - .r 2 


El trabajo cientifico a menudo implica el uso de cantidades muy grandes o muy peque- 
fias. Por ejemplo, una celula promedio contiene alrededor de 200 000 000 000 000 
moleculas, y el diametro de un electron es de alrededor de 0.000 000 000 0004 centi- 
metros. Esto por io general causa problemas al escribir y trabajar con cantidades de este 
tipo en forma decimal est^ndar. No se pueden introducir las cantidades anteriores en la 
mayoria de las calculadoras. Con exponentes ya definidos para todos los enteros. es 
posible expresar cualquier forma decimal como el producto de un numero entre 1 y 10 
y con una potencia entera de 10, es decir, en la forma 

a X 10” 1 ^ a < 10, n es un entero. a esta en forma decimal 

Un numero que se expresa en esta forma se dice que esta en notacidn cientifiea. 


Notacion cientifiea 

Cada numero esta escrito en notacion cientifiea. 


7 = 7X10° 
720 = 7.2 X 10 2 
6 430 = 6.43 X 10’ 
5 350 000 = 5.35 X 10 ft 


0.5 = 5 X IO' 1 
0.08 = 8 X 10~ 2 
0.000 32 = 3.2 X 10'" 
0.000 000 0738 = 7.38 X 10'" 


(,Se puede descubrir una regia que relacione el numero de cifras decimales y la 
posicion del punto decimal con la potencia de 10 que se esti usando? 
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Problema seleccionado 5 


EJEMPLO 6 


7 320 000 


I-“-- 

| = 7.320 000. X 10 s - 
■6 lugares a la izquierda 
| Exponente positivo 


= 7.32 X 10 6 


0.000 000 54 


= 0.000 000 5.4 X 10- 7 *, 
7 lugares a la derecha 
Exponente negativo 


= 5.4 X 10‘ 7 


(A) Escriba cada numero en notacibn cientifica: 430; 23 000; 345 000 000; 0.3; 0.0031; 
0.000 000 683 

(B) Escriba en notation decimal estandar: 4 x 10 3 ; 5.3 x 10 5 ; 2.53 X 10 2 ; 7.42 
x 10' 6 


En la mayoria de las calculadoras se expresan numeros muy grandes y muy peque- 
nos en notacion cientifica. (En cualquier parte en este libro encontrara ejercicios opcio- 
nales que requieren una calculadora griifica. Si tiene una calculadora, seguramente la 
usara aqui. Por otra parte, cualquier calculadora cientifica sera suficiente para resolver 
los problemas de este repaso.) Consulte el manual de su calculadora para ver como se 
introducen en eila los numeros en notacibn cientifica. Algunos metodos comunes para 
desplegar notacion cientifica en una calculadora se muestran a continuation. 


Representacibn 

numbrica 

5.427 493 X 10" 17 
2.359 779 X 10 12 


Despliegue de 
una calculadora 
cientifica tipica 

'5.427493 -17 

(2.359779 I2J 


Despliegue de 
una calculadora 
grbfica tipica 

[ 5.427 493E—17] 

]2.359779e12( 


Uso de la notacion cientifica en una calculadora 


Escriba cada numero en notacion cientifica; despues realice los calculos usando su 
calculadora. (Refierase al manual del usuario de su calculadora para el procedimiento.) 
Exprese la respuesta con tres digitos significativos* en notacion cientifica. 


325 100 000 000 
0.000 000 000 000 0871 


3.251 X 10 11 
“ 8.71 X 10“ 14 

= 13.732491389E24 

= 3.73 X 10 24 


Despliegue de calculadora 
Con tres digitos significativos 


* Para quienes no estin familiarizados con el significado de digitos significativos, vease el Apendice B en 
donde se analiza brevemcnte este concepto. 
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<3.251e11>/<8.71 
e-14) 

3.732491389e24 
325100000000/.00 
00000000000871 
3.732491389e24 


FIGURA 1 


La figura 1 muestra dos soluciones a este problema en una calculadora graficadora. En 
la primera solucion se introducen los numeros en notacion cientifica, y en la segunda se 
utiliza una notacion decimal estandar. Aunque la linea multiple desplegada en pantalla 
de una calculadora grafica permite introducir numeros decimales estandar muy gran- 
des, usualmente la notacion cientifica es mas eficiente y menos propensa a errores en la 
introduccion de datos. Ademas, como se muestra en la figura 1, la calculadora usa 
notacion cientifica para desplegar la respuesta. prescindiendo de la forma en que se 
introducen los numeros. 


Problema seleccio" Repita el ejemplo 6 para: 


0.000 000 006 932 
62 600 000 000 


Medicion del tiempo con un reloj atomico 

Un reloj atomico que cuenta las emisiones radiactivas del cesio se usa para proporcio- 
nar la definicion de un segundo. Un segundo es definido como el tiempo que le toma 
al cesio emitir 9 192 631 770 ciclos de radiacion. ^Cuantos de estos ciclos pueden ocu- 
rnren una hora? Exprese la respuesta con cinco digitos significativos en notacion cien¬ 
tifica. 

Solucion (9 192 631 770)(60 2 ) = 

= 3.3093 X 10 13 


Problema seleccionado 7 Refierase al ejemplo 7. ^Cuantos de estos ciclos pueden ocurrir en un ano? Exprese el 

resultado con cinco digitos significativos en notacion cientifica. 


Respuestas a los probiemas seleccionados 

1. (A) I (B) 1 (C) 0.000 01 (D) 1000 (E) x 4 (F) vV 

2. (A) I5x (B) 3/(2> J ) (C) -14./ 

3. (A) yW) (B) >”/** (C) 2n’/(5m) (D) x 9 (E) (a - h) 1 

4. x 

5. (A) 4.3 X 10*: 2.3 x 10 4 ; 3.45 X 10": 3 X 10 3.1 x 10~ 3 ; 6.83 X I0* 7 

(B) 4 000; 530 000; 0.0253: 0.000 007 42 

6. 1.11 X lO-'" 7. 2.8990 X I0 17 


EJERCICIO 


A-5 


Las variables esian restringidas para evitar la division entre 0. 

A _ 

Simplifique los probiemas del 1 al lby escriba las respuestas 
usando solo exponentes positivos. 


1. y-y 

2. x>x 3 

3. (2r ! )(3x’)(x 4 ) 

4. (2x 5 )(3x 7 )(4x 2 ) 

5. Ox’y- 2 ) 2 

6. (2 cdT 3 

7 . (2gy 

8 . 

10 25 • 10'" 

\cd) 

W) 

10' 3 • 10 2 
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1 q-<’. |o J 4v"S ,_s f L° s problemas del 49 al 54son calculos relacionados. Escriba 

IQ' 10~ 21 10 * * 1- 1 ' cadaproblemaen la forma ax p + bx5 oax? + bx* + ex', donde a, 

bye son numeros reales y p, qv r son en terns. Por ejemplo, 

— r -I 

\ n ~ 2 ) IP - 3-r + 1 j _ 2^ _ 3^ 1_ ! 

8X10’ 2x' \~ IP IP * 2 p \ 

- i_i 

2 x 1(T S 


18 x 10'- 
,6 ‘ 6 X 10- 4 

Escriba los niimems de los problemas del 17 al 22 en notacion 

49. 

4.r - 12 

Zx 

J , 1 , 

* X - X 4- X 3 

2 2 

„„ dr' + 9x 

5 °- 3.r' 

cientifica. 

17. 32 250 000 

18. 4 930 

51. 

5x* ~ 2 

3.r 

52 

4x’ 

19. 0.085 

20. 0.017 

53. 

IP -3 .r +x 

3a 4 - 4x3 - 1 

21. 0.000 000 0729 

22. 0.000 592 

2P 

54 ‘ 4.r' 


12. 

2a 6 b' 2 

16u V 

13. 

14. 


15. 


En los problemas del 23 al 28, escriba cada numero en forma 
decimal estandar. 

23. 5 X 10 3 24. 4 X 10 4 25. 2.69 X 10’ 

26. 6.5 X 10 y 27. 5.9 X 10‘ 10 28. 6.3 X 10’ 4 

B _ 


Simplifique los problemas del 29 al 42. y escriba las respues- 
tas utilizando solo exponentes positivos. Escriba las fraccio- 
nes compuestas como Junciones simples. 



43. -3 (jp + iy'O.P) 

44. ~2(P + 3x) -3 (2x + 3) 


t,Cual es el resultado de introducir 2 3: en una calculadora? 

Refierase al problema 45. £Cual es la diferencia entre 2 <,;> 
y (2 3 ) 2 ? ^Cuales concuerdan con el valor de 2 3 "’ obtenido 
cn la calculadora? 

Si n = 0, entonces la propiedad 1 en el teorema 1 implica 
que a m a “ = a"* a = a". Explique como esto ayuda a obte- 
ner la definicion de a". 

Si m = -n, entonces la propiedad 1 en el teorema 1 impli¬ 
ca que a "a" = a“ = 1. Explique como esto ayuda a obte- 
ner la definicion de a'". 


Resuelva los problemas del 55 al 58 con ires digitos significa- 
tivos. utilizando notacion cienti/ica donde sea apropiadoy una 
calculadora. 

(32.7XO.OOO 000 008 42) 

' (0.0513X80 700 000 000) 

(4 320X0.000 000 000 704) 

(835)(635 000 000 000) 

(5 760 000 000) 

7 ‘ (527XO.OOO 007 09) 

0.000 000 007 23 
(0.0933X43 700 000 000) 

En los problemas del 59 al 64. utilice una calculadora para 
evaluar cada uno de los siguientes problemas para cinco digitos 
significativos. (Lea el manual de instrucciones que acompana 
a su calculadora). 

59. (23.8) 8 60. (-302) 7 

61. (-302)" 7 62. (23.8)-* 

63. (9 820 000 000) 3 64. (0.000 000 000 482)- 4 

c 

Simplifique los problemas del 65 al 70. y escriba las respues- 
tas utilizando solo exponentes positivos. Escriba fracciones 
compuestas como fracciones simples. 

„ 12(a 4- 26)- J 4(x - 3)~ 4 

' 6(a + 2b)-‘ 6 ‘ 8Ct - 3)‘ 2 
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APLICACIONES ~ 

71. Ciencias de la Tierra. Si la masa de laTierra es de aproxi- 
madamente 6.1 X 10 27 gramos y cada gramo es de 2.2 X 
10 3 libras, <,cual es la masa de la Tierra en libras? 

72. Biologia. En 1929 Vernadsky, un biologo, estimo que todo 
el oxigeno libre de la Tierra pesa 1.5 X 10 21 gramos y que 
este es producido solo por la vida. Si I gramo es aproxi- 
madamente 2.2 X 10 3 libras, £cual es el peso del oxigeno 
libre en libras? 

73. Ciencias de la computacidn. Si una computadora puede 
efectuar una sola operacion en 10" 10 segundos, ^.cuantas 
operaciones puede efectuar en I segundo? ^En 1 minuto? 
Calcule las respuestas con ties digitos significativos. 

74. Ciencias de la computacidn. Si la electricidad viaja a la 
velocidad de la luz (1.86 X 10’ millas por segundo), ^que 


distancia viajara la electricidad en el superconductor de la 
computadora (vease problema 73) en el tiempo que le toma 
rcalizar una operacion? (El tamafio de los circuitos es un 
problema critico en el diseno de computadoras.) De el re- 
sultado en millas. pies y pulgadas (1 milla = S 280 pies). 
Calcule la respuesta con dos digitos significativos. 

75. Economia. Si en 1986 el contribuyente de Estados Uni- 
dos pagaba alrededor de S349 000 000 000 por concepto 
del impuesto sobre la renta federal y la poblacion era de 
aproximadamente 242 000 000, calcule con tres digitos sig¬ 
nificativos el porcentaje de impuesto que paga cada con¬ 
tribuyente. Escriba la respuesta en notacion cientifica y en 
la forma decimal estandar. 

76. Economia. Si el producto nacional bruto (PNB) de Esta¬ 
dos Unidos en 1986 fue de S4 240 000 000 000 y la pobla¬ 
cion era de aproximadamente 242 000 000. estime con tres 
digitos significativos el PNB por persona. Escriba la res¬ 
puesta en notacion cientifica y en forma decimal estandar. 


SECCION 


A-6 


Exponentes racionales 


Raices de numeros reales 
Exponentes racionales 


Se conoce ya el significado de simbolos como 3 5 , 2’ 3 y 7°; es decir. ya se definio a". 
donde n es cualquier entero y a es un numero real. Pero. ^que significan simbolos como 
41/2 y -7209 j: n esta secc i 5 n se amplia la definition de exponente a los numeros raciona¬ 
les. Se pudo hacer esto antes, sin embargo, es necesario un conocimiento exacto del 
significado de “raiz de un numero”. 


Tal vez recuerde que una raiz cuadrada de un numero b es un numero c, tal que cr = b , 
y una raiz ciibica de un numero b es un numero d tal que cP = h. 

^Cuales son las raices cuadradas de 9? 

3 es una raiz cuadrada de 9, ya que 3 2 = 9. 

—3 es una raiz cuadrada de 9, ya que (—3 ) 2 = 9. 

Por consiguiente, 9 tiene dos raices cuadradas reales, una es el negativo de la otra. 
(.Cuales son las raices cubicas de 8 ? 

2 es una raiz cuadrada de 8 , ya que 2 3 = 8 . 

Y 2 es el unico numero real con esta propiedad. En general: 
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Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


DEFINICION 1 Definicion de una raiz nesima 

Para un numero natural n, y a y b numeros reales: 
a es una raiz nesima de b si a" = b 3 es una raiz cuarta de 81, ya que 3' 81 


EXPLORACION Y ANALI5IS 1 <,Es -4 una raiz cubica de -64? 

t,Es 8 o - 8 una raiz cuadrada de —64? 

(,Puede encontrar cualquier numero real b con la propiedad de que tr = 64? [Si/ge- 
rertcicr. Considere el signo de b 2 para b > 0 y b < 0.] 


^Cuantas raices cuadradas reales de 4 existen? <;,De 5? (,De -9? ^Cuantas raices 
cuartas reales de 5 existen? ^De -5? ^Cuantas raices cubicas reales de 27 estan presen- 
tes? i,De -27? El siguiente teorema importante (establecido sin prueba) responde estas 
preguntas. 


Teorema 1 Numero de raices reales nesimas de un numero real b* 



n par 

n impar 

b positivo 

Dos raices reales nesimas 

Una raiz real ndsima 


-3 y 3 son las dos raices 
cuartas de 81 

2 es la unica raiz cubica real de 8 

b negativo 

Raices nesimas no reales 

Una raiz real nesima 


-9 no tiene raices cuadradas 
no reales 

-2 es la unica raiz cubica real de -8 


En consecuencia, 4 y 5 tienen dos raices cuadradas reales cada uno, y — 9 ninguna. 
Hay dos raices cuartas reales de 5 y ninguna para —5. Y 27 y —27 tienen una raiz 
cubica real cada una. ^Que simbolos se utilizan para representar estas raices? En segui- 
da se vuelve a esta pregunta. 

Si todas las propiedades de los exponentes se van a mantener constantes aunque algu- 
racionales nos de los exponentes sean numeros racionales, entonces 

( 5 W)3 = 5 3/.1 = 5 y (71/2)2 = 7 2/2 = 7 

Debido a que el teorema 1 establece que el numero 5 tiene una raiz cubica real, parece 
preferible usar el simbolo 5 1/3 para representar esta raiz. Por otra parte, el teorema 1 
establece que 7 tiene dos raices cuadradas reales. ^Que raiz cuadrada real de 7 repre- 
senta 7 ,/2 ? La respuesta a la pregunta se da en la siguiente definicion. 

*En esta seccion se limita cl anAlisis a las raices reales dc los numeros reales. Dcspues de que los numeros 
reales se extienden a los numeros complejos (vease seccidn I -5), las raices adicionales se deben de conside- 
rar. Por ejemplo. aparece que I nene tres raices cubicas: ademas del numero real I, hay otras dos raices 
cubicas de I en el sistema de numeros complejos 







A-6 Exponentes racionales 


A-53 


DEFINICION 2 b Vn raiz principal nesima 

Para n un numero natural y b un numero real, 

b Un es la raiz principal ndsima de b 

definida como: 

1. Si n es par y b es positivo, entonces b v " representa la raiz positiva nesima 
deb. 

16 ,rt = 4 no -4 y 4. 

-16 ,n = -4 -16 I/J y (-16) ,/J no son iguales. 

2. Si n es par y b es negativo, la b'" no representa un numero real. (Posterior- 
mente se profundizara en este caso.) 

(-16) ,,J no es real. 

3. Si n es impar, entonces b Vn representa la raiz real nesima de b (solo hay 
una). 

32 ,/s = 2 (-32)’'*=-2 

4. 0 1 '" = 0 0'" = 0 0 1 ' 6 = 0 


EJEMPLO 1 Raices principales nesimas 

(A) 9' n = 3 

(B) — 9 m = — 3 Compare los incisos (B) y (C). 

(C) no es un numero real. (D) 27 l/3 = 3 

(E) (-27) 1/3 = -3 (F) 0 ,/7 = 0 

Problema seieccionado 1 Encuentre cada una de las expresiones siguientes: 

(A) 4 W (B) —4 I/J (C) (-4)'« 

(D) 8 ,/3 (E) (-8) 1/3 (F) 0 ,/8 

i,Como se define el simbolo 7 2/3 ? Si las propiedades de los exponentes son validas 
para exponentes racionales, entonces 7 2/3 = (7 13 ) 2 ; es decir, debe representar el 
cuadrado de la raiz cubica de 7. Esto conduce a la siguiente definicion general: 

DEFINICION 3 b m/n y br m/n , numero racional como exponente 

Para my n numeros naturales y b cualquier numero real (excepto b que no puede 
ser negativo cuando n es par): 

ff'" = (£)'*yn y fj-mln — _L_ 

b-nln 

4 VJ = (4W2)3 = 2’ = 8 4- J,J = — = — (-4) 3 ' 2 no es real 

4 WJ 8 

(-32) ),s =f(-32) 1/s ] 3 = (-2) 5 = -8 
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Ahora que se ha analizado b m 1 para todos los numeros racionales mm y numeros 
reales b. Se puede mostrar. aunque no se hara aqui, que las cinco propiedades de los 
exponentes enlistados en el teorema 1 de la section A-5 continuan siendo validas para 
los exponentes racionales en tanto se eviten las raices pares de numeros negativos. En 
efecto, con esta ultima restriction la siguiente relation util es una consecuencia inme- 
diata de las propiedades de los exponentes: 


Teorema 2 Propiedad de los exponentes racionales 

Para my n numeros naturales y b cualquier numero real (excepto b que no puede 
ser negativo cuando n es par): 


IT ■" 


(b Un ) m 82(J = f(8'T 
(b m )' ,n \(8 2 )’ » 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Encuentre la contradiction en la siguiente cadena de ecuaciones: 

-1 = (-l ) 2/2 = [(-l) 2 ] l,2 = l ia = 1 ( 1 ) 

|,En donde se intento usar el teorema 2? ,,Por que esto no fue correcto? 


Las tres formas exponenciales en el teorema 2 son iguales siempre que solo se 
impliquen numeros reales. Pero si b es negativo y n es par, entonces b'" no es un nume¬ 
ro real y el teorema 2 no necesariamente se cumple, como se ilustra en el apartado de 
exploracion y analisis 2. Una manera de evitar esta dificultad es suponer que m y n no 
tienen factores comunes. 


EJEMPLO 2 Uso de los exponentes racionales 

Simplifique y exprese las respuestas usando solo exponentes positivos. Todas las litera- 
les representan numeros reales positivos. 


(A) 

8 W = ( 8 ,/3 ) 3 

= 2 2 = 

4 

or 

= 

( 82 )i« = 541/3 = 4 

(B) 

II 

c 

00 

1 

’•w* 

1 

00 

'w' 

^5 

= (- 

2) 5 = 

-32 


(C) 

(3* ,/ 3 )(2x ,/J ) 

= 6x' n + 

1/2 — 

6x s/6 



(D) 

/4jc ,/3 \' /2 

^ 1 / 2 ^ 1 /tt 

2 


2 


l ) 

x Ui 

x 1/4 - 




(E) 

(u' n - 2v l/ 2 )(3 u' n + 

v'«) 

= 3u 

- 5 u' n v 

'« - 2 v 
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Problema seleccionado 2 


EJEMPLO 3 


Soluciones 


Problema seleccionado 3 


EJEMPLO 4 

| 


Solution 


Simplifique y exprese las respuestas usando solo exponentes positivos. Todas las litera- 
les representan numeros reales positivos. 


(A) 

£3/2 

(B) 

{— 2 iy n 

(C) 

(5y 3/4 )(2y 1/3 ) 

(D) (2x" 3/4 y ,/4 ) 4 


(Sx m \ m 






(E) 

\x 

(F) 

(2x in + y m )(x' n - 

- 3y' n ) 



Evaluation de formas exponenciales racionales con calculadora 

Evalue con cuatro digitos significativos usando calculadora. (Refierase al manual de 
instrucciones de su calculadora para ver como se evaluan las formas exponenciales.) 

(A) IP 4 (B) 3.I046- 2 " (C) (0.000 000 008 437) 3 '" 

(A) Primero cambie , a la forma decimal estandar de 0.75; despues evalue 1 1 075 me- 
diante una calculadora. 

11 3/4 = 6.040 

(B) 3.1046" 2/3 = 0.4699 

(C) (0.000 000 008 437) 3/ " = C8.437 X 10" 9 ) 3 ' 11 

= 0.006 281 


Evalue con cuatro digitos significativos usando calculadora. 
(A) 2 3/ * (B) 57.28 5/6 (C) (83 240 000 000) 5/3 


Simplification de fracciones que implican exponentes racionales 

Escriba la expresion siguiente como una fraccion simple reducida a los terminos mas 
simples y sin exponentes negativos: 

(1 + x t )' ,2 (2x) - ^Kl + x 2 )“ ,/a (2x) 

T+7 


El exponente negativo indica la presencia de una fraccion en el numerador. Multiplique 
el numerador y el denominador por (1 + j~) l/2 para eliminar el exponente negativo y 
simplifique. 


(1 + xty'tqx) ~ jt^Xl + x J )" l/i (2Lt) (l + r 8 ) 172 
1 + x 2 (1 + Jr 2 ) 1 ' 2 
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2*(1 + x 2 ) — jc 3 _ lx + 2r* - x 3 _ 2x + x 

(1 + X 2 ) 3 ' 2 ” (1 + x 2 ) 3a ~ (1 + x 2 ) 322 

x{2 + x 2 ) 

(1 + x 2 ) 3 ' 2 


Problema seleccionado 4 Escriba la expresion siguiente como una fraccion simple reducida al termino mas sim¬ 
ple y sin exponentes negativos: 

x 2 (j)(l + x 2 )-'^) - (1 + x 2 ) 1/2 (2x) 

x 4 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 2 (B) -2 (C) No cs real (D) 2 (E) -2 (F) 0 

2. (A) 27 (B) 81 (C) lOy 15 ' 12 (D) 16^ (E) 2/* , '“ (F) 2x - Sx' n y m - 3 y 

3. (A) 1.297 (B) 0.034 28 (C) 1.587 X 10" 

4. -(2 + .O/l^O + -t 2 )’"! 


EJERCICIO 
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Todas las variables representan numeros reales positivos a 
menos que se indique otra cosa. 

A _ 

En los problemas del 1 al 12. evalue cada expresion que resul- 
te en un numero racional. 


1. 16 ,/2 

2. 64 1 ' 3 

3. 16 3n 

4. 16 3 ' 4 

5. -36 172 

6. 32 3/5 

7. (-36) 1/2 

8. (-32) w 

9. (g) 3 ' 2 

10. (&) w 

11. 9' in 

12. 

Simplifique los problemas del 13 a! 20. y exprese las respues¬ 
tas usando solo exponentes positivos. 

13. /V 5 

14. x ,M x 3rt 

15. d™d ' n 

16. x' /4 x~ 3H 

17. Or 8 ) 1 ' 16 

18. (.r- M )- 6 

19. (8x 3 >' 6 ) ,/3 

20. (4m-V) ,/2 



24. 

27. 



1/2 

25 

25 ‘ \27<fb- 3 } 

26. 


28 ^ 

15 a' 113 

29. 



/ rt "' 1 y 

\ a' n b m I 



En los problemas del 31 al 38, multiplique y exprese las res¬ 
puestas usando solo exponentes positivos. 

31. 2m l ' 3 (3m 2/3 - m 6 ) 32. 3x 3/4 (4.r 1 ' 4 - 2x*) 

33. ( a + 2 b' n )(a' n - 3 b ,n ) 

34. (3m 1 ' 2 - v ln ){u' n - 4v l/2 ) 

35. ( 2x' a - 3y' n )(2x' n + 3y ,/2 ) 

36. (5 m m + n m )(5m ,n - n m ) 

37. (x' a + 2y 1 ' 2 ) 2 38. (3x' n - y' n f 


B _ 

Simplifique los problemas del 21 al 30. y exprese las respues¬ 
tas usando solo exponentes positivos. 



En los problemas del 39 al 46, evalue con 4 digitos significati- 
vos usando calculadora. (Refierase al manual de su calcula- 
dora para ver como se evaluan las formas exponenciales.) 

39. 15 574 40. 22 m 41. 103 3/4 

42. 827" 3/8 43. 2.876"" 44. 37.09 1 " 

45. (0.000 000 077 35) 2/7 


46. (491 300 000 000) 7 ' 4 
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Los problemas del 47 at 50 iluslran los errores comunes que 
implican exponentes racionales. En cada caso, encuentre ejem- 
plos numericos que muestren que el lado izquierdo no siempre 
es igual al lado derecho. 


47. (x + y) 1 ' 2 t x" 1 + y m 48. (x 3 + y 3 ) 1 ' 3 * x + y 

49. (x + yy° * —- 50. (x + y)-' n * 

(x + y) (x + yr 

Los problemas del 51 al 56 estan relacionados con el calculo. 
Escriba cada problema en la forma ax p + bx^, donde ay b son 
numeros reales y p v q son numeros racionales. Por ejemplo. 

r -1 


2x 1/3 + 4 
4x 


! lx' n 4_ 
! 4x 4x 




i 

j 



+ x"’ 


65. 


66 . 


(2x - l) l/2 - (x + 2)(^)(2x - l)- |/2 (2) 
2x - 1 

(x ~ l) 1 ' 2 - x(^)(x - l) -1 ' 2 
x - 1 


6? 2(3x - i) 1 " - (2x + l)(^)(3x - lr^P) 


68 . 


(3x - l)* 3 

(x + 2) 2/3 - xjfXx + 2)~ 1/3 
(x + 2) </3 


APLIC ACIONES 


& 


69. Economia. El numero de N unidades de un producto ter- 
minado producido con x unidades de mano de obra y y 
unidades de capital en cierto pais del tercer mundo esta 
aproximado por 


51. 

12X 1 ' 2 - 3 

4x l/2 

52 ^ + 2 

2x ,/3 

„ Ix^+x" 2 
53. 

5x 

54. 

lx 31 * + 3x l/3 

3x 

.. x 2 — 4x l,J 

55 ‘ 2X 1 ' 3 

9-1/3 _ „1/2 

56 ‘ 4x l/: 


c 


En los problemas del 57 al 60. my n represen tan enteros posi- 
tivos. Simplifique y exprese las respuestas usando exponentes 
positives. 

57. (a y "b Xm )' n 58. (a^b^)' 1 " 

59. (x" M y v3 )-' 2 60. (a™ 23 ^)- 4 

61. Si cs posible. encuentre un valor real de x tal que: 

(A) (x 2 ) 1 * * x (B) (x 2 ) 1 * = x (C) (x 3 )" 3 * x 

62. Si es posible, encuentre un valor real de x tal que: 

(A) (X 2 ) 1 * * -x (B) (x 2 )'« = -x (C) (x 3 ) 1 ' 3 = -x 

63. Si n es par y b es negativo. entonces b' " no es real ^Si m es 
impar, n es par y b es negativo, es (A") 1 '* real? 

64. Si se supone que m es impar y n es par. ^es posible que uno 
de (b 1 ")" y (b m )' * sea real y el otro no? 

Los problemas del 65 al 68 se relacionan con el calculo. Sim- 
plif ique escribiendo cada expresion como una fraccion simple 
reducida a los minimos terminos y sin exponentes negativos. 


N = IQr V4 y 1 ' 4 Ecuaci6n de Cobb-Douglas 

Estimc cuantas unidades de un producto terminado se pro- 
duciran usando 256 unidades de mano de obra y 81 unida¬ 
des de capital. 

70. Economia. El numero de N unidades de un producto ter¬ 
minado producido por cierta compania automotriz donde 
las x unidades de mano de obra y las v unidades de capital 
que se usan estan aproximadas por 

N = 50 x >r2 y m Ecuaci6n de Cobb-Douglas 

Calculc cuantas unidades se produciran usando 256 um- 
dadcs de mano de obra y 144 unidades de capital. 

71. Distancia de frenado. R. A. Moyer de la Universidad Es- 
tatal de Iowa, encontro, en pruebas completas realizadas 
en 41 pavimentos mojados. que la distancia de frenado d 
(en pies) para un automovil particular que viaja a v millas 
por hora estaba dada aproximadamente por 

d = 0.0212v 7/3 

Aproxime la distancia de frenado al pie mas cercano para 
un carro que viaja sobre un pavimento mojado a 70 millas 
por hora. 

72. Distancia de frenado. De manera aproximada. ( ,cuantos 
pies le tomaria a) carro del problema 71 detenersc en el 
pavimento mojado si estuviera viajando a 50 millas por 
hora? (Calcule la respuesta al pie mas cercano.) 
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Radicales 


• De los exponentes racionales a los radicales, y viceversa 

• Propiedades de los radicales 

• Simplificacion de radicales 

• Sumas y restas 

• Productos 

• Operaciones de racionalizacion 
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• De los exponentes 
racionales a los 
radicales, y viceversa 


DEFINICION 1 


^Que hace que las siguientes expresiones algebraicas tengan algo en comun? 


2»/2 

Ix^ 

1 

x' n + y 112 

V2 

iV7 

1 

Vx + Vy 

Cada par vertical representa la misma cantidad, una en forma de exponente racional y 


la otra en forma radical. Hay ocasiones en que es mas conveniente trabajar con radica¬ 
les que con exponentes racionales, o viceversa. En esta seccion se ve como las dos 
formas estan relacionadas y se investigan algunas de las operaciones b&sicas de los 
radicales. 

Se inicia este analisis definiendo un radical de raiz n£sima 


"C b, radical de nesima raiz 

Para un numero natural n mas grande que 1 y b un numero real, se define \ b la 
raiz principal /i£sima (vease la definicidn 2 en la seccion A-6); es decir, 

Vb = b''” 


Si n = 2, se escribe V6 en lugar de i/b 

._ - i 

V25 1 = 2S ,r2 i = 5 

I__ 

— — — — — 1 

-V2S ! = -25 , «' = -5 

1 _I 

V -25 no es real 


i/32 1 = 3?" ! = 2 


if—Zl 1 = (-52) ,/5 1 = -2 

I___ _ I 

Vo = o 1 " = 0 


El simbolo V se llama radical, n se llama indice y b se llama radicando. 

Como antes se indico. a menudo es una ventaja poder cambiar hacia atras y hacia 
adelante entre las formas con exponentes racionales y las formas con radicales. Las 
relaciones siguientes, que son consecuencias directas de la definicion 1 y del teorema 2 
de la seccion A-6, son utiles en este caso. 


Conversiones de los exponentes racionales y radicales 

Para my n enteros positivos (n> 1), y b no negativo cuando n es par, 

( h m)U* 

fyn n = , — — — — - 

( b ln ) m =(Vb) m 
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Nota: A menos que se indique lo contrario, todas las variables en el resto del analisis 
estan restringidas de manera que todas las cantidades implicadas son numeros reales. 


* * 

EXPLORACION Y ANALISIS 1 En cada una de las siguientes expresiones. evalue ambas formas radicales. 

\6 ia = V\6 } = (Vl6) 3 

27 2/3 = Vl7 2 = (V27) 2 

i,Cual forma de conversion radical es mas facil de usar si se estan haciendo los 
calculos a mano? 


Conversiones de exponentes racionales a radicales 

Cambie de la forma de exponente racional a la forma radical. 

(A) x' n = Vx 

(B) (3m 2 v 3 ) 3/5 = >J (3m ? v 3 ) 3 o (\ 3 m 2 v 3 ) 3 Usualmente se prefiere el primero 

(c) -v M= 7 ^ = 4 ? 0 ^ or V? 

Cambie de la forma radical a la forma de exponente racional. 

(D) \ 6 = 6 I/S (E) — "'Jj? = - x 2/3 (F) V.v 2 + y 2 = (jr + y 2 ) 1 ' 2 


Problema seteccionado 1 Cambie de la forma de exponente racional a la forma radical. 

(A) u m (B) ( 6 . V 2 /) 2 " (C) ( 3 a 7)" 3 ' 5 

Cambie de la forma de radical a la forma de exponente racional. 
(D) ’v 9 m (E) --'v / (2rj 5 (F) + / 


Propiedades de los A1 proceso de cambio y simplificacion de expresiones radicales se les suma la intro- 
radical. duccion de varias propiedades de los radicales que se deducen directamente de las 
propiedades de los exponentes antes considerados. 
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Teorema 1 


Propiedades de los radicales 

Para n un numero natural mas grande que 1, y x y y numeros positivos reales: 

1. Vjf = x Vx 5 = x 

2 . xy =Vx "Vy \ xy A x \ >■ 


, *Tx _ Vx 


,r* _ 

<r, 


EJEMPLO 2 Simplificacion de radicales 

Simplifique: 


(A) ^(3r>r) s = 3x 2 y 

(B) VToV5 = V50 = V25 • 2 = V25V2 = 5\/2 


(C) 


Sf± = = 

V 27 


3 




Problema seleccionado 2 Simplifique: 


(A) \ftir + v-’) 7 

A • ^ 


(B) V6V1 




PRECAUCION En general, las propiedades de los radicales se pueden usar para simplificar ter- 
minos elevados a potencias. Asi, para xy y numeros reales positivos, 

Vx 2 +y 2 * V?+ Vy = X +y 


pero 


Vx 2 + 2 xy + y 2 - + y) 2 = x + y 


• Simplificacion Las propiedades de los radicales proporcionan el significado del cambio de expresio- 

de radicales nes algebraicas que contienen radicales a una variedad de formas equivalentes. Una 

forma que con frecuencia es muy util es una forma simplificada. Una expresion 
algebraica que contiene radicales se dice que estd en forma simplificada si se satisfa- 
cen las cuatro condiciones que se exponen en la siguiente definicion. 
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DEFINICION 2 


EJEMPLO 3 


Forma (radical) simplificada 

1. Ningun radicando (la expresion dentro del signo radical) contiene un factor 
a una potencia mas grande o igual que el indice del radical. 

Por ejemplo, V x J viola esta condicidn. 

2. Ninguna potencia del radicando y el indice del radical tiene un factor comun 
diferente de 1. 

Por ejemplo, VP viola esta condicidn. 

3. No hay radicales en un denominador. 

Por ejemplo, y/Vx viola esta condicidn. 

4. No hay fracciones dentro de un radical. 

Por ejemplo, vT viola esta condicidn. 


Determination de la forma simplificada 

Exprese los radicales en forma simplificada. 

(A) V1 2x s y i z i = V(4.« J yV)(3.vy) La condicidn 1 no se cumple. 

i— --- -1 

j = V(2jcy 2 z) 2 (3 xy) ; « (x'"y' , y 

| = V(2xy 2 z) i \/3jry | Vxy = VxVy 

i__i 


= 2^zV3^ Vif = x 

(B) ^6jry>J / 4.rV ^ = ^(6ury)(4.r 3 y 2 ) \ VxVy = Vxy 

La condicidn 1 no se cumple. 

— ^x m y rr ) tl 

sf'jjy = VxVy 

= iPyVix - x 


= V24 :ry 
= ^(8r 6 y 3 )(3r) 

= V2Py)\3x) 


(C) VKxv'V = [(4.r 2 y) 3 ] l/6 La condicidn 2 no se cumple. 

I- 1 

! = (4jr 2 y) 3 ' 6 ! Note la conveniencia de usar los exponentes racionales. 
= (4 Py)' n 

(D) W27 = ((3 , ) l/2 ] l/3 

r- 0 3 )-=3 -1 = v n = V3 












A-62 Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


Problema seleccionado 3 


• Sumas y restas 


EJEMPLO 4 


Problema seleccionado 4 


• Productos 


EJEMPLO 5 


Exprese los radicales en forma simplificada. 

(A) Vl&rVz 1 (B) (C) (D) Y\4 


Las expresiones algebraicas que implican radicales con frecuencia se pueden simplifi- 
car sumando y restando los terminos que contengan exactamente las mismas expresio¬ 
nes radicales. Ahora se procede esencialmente de la misma manera que cuando se 
combinan terminos semejantes en polinomios. La propiedad distributiva de los nume- 
ros reales desempena un papel central en este proceso. 


Combination de terminos semejantes 

Combine tantos terminos como sea posible: 

_ r- 

(A) 5V3 + 4V3 1 = (5 + 4)V3 ! = 9V3 

i -J 

(B) I'Vxy - 1^/xy [- (2 - 7)^j = -5^/xy 1 

_ r- t 

(C) 3Vxy — 2^/xy + 4Vxy — 1'Vxy ^ = 3Vxy + 4Vxy — 2>J / ry — lK/'xy j 

= iVxy - 9'Vxy 


Combine tantos terminos como sea posible: 

(A) 6V2 + 2V2 (B) 3^2?7 “ 8^2?7 

(C) 5 'fymr? - 3y/mn — 2'i/mn i + 7\/mn 


Ahora se consideraran varios tipos de productos especiales que implican radicales. La 
propiedad distributiva de los numeros reales desempena un papel central en el enfoque 
de estos problemas. 


Multiplication de formas radicales 

Multiplique y simplifique: 

(A) V2(Vl0 - 3) = V2VT0 - V2 • 3 = V20 - 3V2 = 2V5 - 3V2 

(B) (V2 - 3)(V2 + 5) = V2V2 - 3V2 + 5V2 - 15 

= 2 + 2\/2 - 15 
= 2V2 - 13 

(C) (Vx - 3)(Vr + 5) = VxVx - 3Vx + 5 V* - 15 

- x + 2Vx - 15 












A-7 Radicales 
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(D) C'fyrri + - \ n) - 'tyn? + "tym 2 /! 2 - \ mn - V n 3 

= m — 'Vmn + 's/nfn 2 — n 


Problema seleccionadu 5 Multiplique y simplifique: 

(A) V3(V6 - 4) (B) (V3 - 2)(\ 3 + 4) 

(C) (Vy - 2)(Vy + 4) (D) (\K? - ^y 1 )^ + 


• Operation Ahora se consideran las ffacciones algebraicas que implican radicales en el denomina- 

racionalizacion dor. A1 hechodeeliminarun radical de un denominadorse le llama racionalizacidn del 
denominador. Para racionalizar el denominador se multiplica al numerador y al deno- 
minador por un factor adecuado que racionalice al denominador, es decir, que deje al 
denominador libre de radicales. Al factor se le llama factor de racionalizacidn. Los 
siguientes productos especiales se usan para encontrar algunos factores de racionalizacion 
(vdase los ejemplos 6(C), (D)): 


(-i — b)(a + h) = a 2 — b 2 
(a — b)(a 2 + ab + b 2 ) = a J 
(a + b)(a 2 — ab + b 2 ) — a 1 



(i) 

- h> 

(2) 

+ b> 

(3) 


EXPLORACION Y ANALISIS 2 Use los anteriores productos especiales (1) a (3) para encontrar un factor de 

racionalizacion para cada una de las expresiones siguientes: 

(A) VZ-Vb (B) Vfl + Vb (C)i/a-Vb (D) V~ a + Vb 

_ _ 


EJEMPLO 6 Racionalizacion de denominadores 


Racionalice los denominadores. 


(A) 


3 

vs' 



(C) 


V-v + Vy 
3V.v - 2Vy 


(D) 


1 


Writ + 2 


Soluciones (A) V5 es un factor de racionalizacion para V5, ya que VsVs = V5 2 = 5. Por 
consiguiente, se multiplica el numerador y el denominador por Vs para raciona¬ 
lizar el denominador: 


3\ 5 3 V5 

x 5 V 5 V 5 “ 5 

.3 [2? W2g- _ WUr . 3’/) ! _ ^2 • 3 Wb ! _ ^18u~7> 

(B) V 3 b 2 WW = yip « ! V3V ! H 3 b 

I-< 






A-64 Ap£ndice A Operaciones algebraicas basicas 


Problema seleccionado 6 


(C) Elproducto especial (l)sugierequesisemultiplicae!denominador 3\ x — 2\ y 
por 3Vx + 2\fy se obtiene la diferencia de los cuadrados y el denominador 
estara racionalizado. 


V ~x + Vy (Vx + Vy)i3V.r + 2\ v) 

'3Vx - iVy ~ (3Vx - 2Vy)(3\ x h 


3V7 + 2Vxy + 3Vxy + 2V7 
(3Vx) 2 - (2Vy) 2 


3x + 5Vxy + 2y 
9x - 4y 


(D) El anterior producto especial (3) sugiere que si se multiplica el denominador V»i 
+ 2 por(Vm) 2 - 2Vm + 2 2 se obtiene la suma de dos cubos y el denominador 
estara racionalizado. 


1_ = ll(^Hi) 2 - 2\'w+ 2 2 | ' 

'fym + 2 C^m + 2)[i \' m» : - 2\ in + 2'\ 

_ Vm 1 -2 ^/m + 4 | 

! ~~ (\W + 2 3 ! 

L. __J 

_ 'Vn? - 2 'i/m + 4 
m + 8 


Racionalice los denominadores. 



(B) 


lO.r’ 


(C) 


Vx + 2 
2Vx + 3 


(D) 


1 

1-^ 


puestas a los problemas seleccionados 

(A) </u (B) \ft6ry 5 )’ o (Vtx*?) 2 (C) \/</(3xy) > 

(E) -(2xr (F) (x> + y 1 )'” 

(A) u 1 + v* (B) 2V3 (C) ('¥?)/ 2 o I'M? 

(A) 3 x^zVlxz (B) 3 a'bW = 3a 2 bVb (C)_^2?y 

(A) 8V2 (B) (C) 3^ ml? + 4 V mn 

(A) 3V2 - 4V3 (B) 2V3 - 5 (C) y + 2Vy - 8 

(A) ^ (B) SxW (C) 2t + V *~ 6 (D) 

x 4 . 1-9 


(D) (9 u) m 


(D) ^2 

(D) x + 'MPy - y'xy 1 - y 

1 -y 





A-7 Radicates 
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EJERCICEO 


A-7 


A menos que se establezca lo contrario, todas las variables 
estdn restringidas a que todas las cantidades implicadas sean 
m'tmeros reales. 

A _ 

En los problemas del I al 8. cambie a la forma radical. No 
simpliftque. 

1. m 20 2. n 4 " 3. 6*^ 

4. ly v - S. (4ry 1 )^ 6. (7r 1 y) ,/, 

7. (x + y)' n 8. x' n + y' n 


En los problemas del 53 al 64. racionalice los denominadores 
y escriba en forma simplificada. 


V2/w V5 
V'20 m 


54. 


V6V8c 


55. 


4a'b 1 

Wirt? 



En los problemas del 9 al 16, cambie a la forma exponente 
racional. No simpliftque. 



9 . yi> 

12 . Im'frr 

15. V* + Vy 


10. Vc 
13. 'VaPy? 
16. Vx "+y 


11. 5V? 

14. V(3m 4 n) 2 


En los problemas del 17 al 32, escriba en forma simplificada. 


17. 

20. V\ 6ot*7 »- 

23. \ / SaW 

26. VrP? 

29. W^y 
32. V^xViky 


is. V^27 
21 . VXtoriN? 
24. V27mV 
27. </a? 

30. X ^Tx 


19. V9?/ 

22. V32a l5 V° 
25. VFTy 1 

28. W 

31. V9?V& 


En los problemas del 33 al 40. racionalice los denominadores 
V escriba en forma simplificada. 



59. 


3 Vy 
2Vy - 3 


60. 


5Vx 
3 - 2Vx 


61. 


2V5 + 3V2 
5V5 + 2V2 


62. 


3V2 - 2V3 
3V3 - 2V / 2 


63. 


x 2 

VFTO - 3 


64. 


2 — Vy 1 + 4 


33. 


VS 


36. 


i2r 

V6y 


39. 


V2 

V6 + 2 


34. 

37. 


40. 


1 

^7 

2 

V2 - I 
V2 

vTo - 2 


35. 


6x 

\/Tx 


38. 


V6 - 2 


7 


Z.OJ problemas del 65 al 68 se relacionan con el calculo. Ra¬ 
cionalice los numeradores: esto es. realice las operaciones en 
las fracciones que eliminen los indicates de los numeradores. 
(£sla es una operacion particularmente util en algunos pro¬ 
blemas de calculo). 


En los problemas del 41 al 52, escriba en forma simplificada. 


41. xV3Vy" 

42. 2aV8<,V A 43. V32/ " " 

65. - 

t - X 


2 mn 

Vi-Vy 

V32^7 

44. - 

45. 'faXb - a) 2 46. V3\u + v)‘ 

66 ‘ Vx + Vy 

uv 


Vx + h ~ Vx 

41. 'V'VPP 

48. VW? 

67 ‘ 

49. VEP/VjTp 

50. 'i/4m'n 'f6m'n* 

V'2 +"h + V2 

51. 'fa' + b' 

52. Vx 2 + y 2 

68. 



A-66 Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


En los problemas del 69 at 80, evalue con cuatro digitos signi- 
ficativos con una calculadora. (Lea las instrucciones en el ma¬ 
nual de su calculadora para elproceso necesario para evaluar 
S x.) 

69. \ 0.049 375 70. V306.721 


71. >^27.0635 


70.070 144 



75. S/1 + S/1 

11. V&2 y S/2 


19. 


1 S2 

V4 y T 


74. ■'sT'6 423 000 000 000 
76. S'4 + S/A 
78. VV5 y S3 



S25 

5 


Demuestre que VVx = Px para my n que son numeros 
naturales mayores que 1. 


APLICACIONES V 

95. Fisica: masa relativista. La masa M de un objeto que se 
mueve a una velocidad v esta dada por 


c_ 

<Para que numeros reales los problemas del 81 al 84 son ver- 
daderos? 

81. VP = -x 82. VP = x 

83. V? - x 84. VP = x 



donde M 0 = masa en reposo y c = velocidad de la luz. La 
masa de un objeto aumenta con la velocidad y tiende al 
infinito conforme la velocidad se aproxima a la velocidad 
de la luz. Demuestre que M se puede escribir en la forma 


En los problemas 85 y 86 evalue cada expresion con una cal¬ 
culadora v determine cuales pares tienen el mismo valor. Veri- 
fique sus resultados algebraicamente. 


85. (A) V3 + V5 
(C) I + V3 
(E) V8 + V 60 


86. (A) 2V2 + V5 
(C) V3 + V7 
(E) VlO + \ 84 



(F) V6 


(B) V8_ _ 

(D) V3 + \ 8 + V3 - V8 
(F) 1 + V5 




96. Fisica: p^ndulo. Un pendulo simple se forma al colgar un 
disco de masa M en una cuerda de longitud L de un sopor- 
te fijo (vease la figura). El tiempo que le toma al disco 
oscilar de derecha a izquierda y volver sc llama periodo T 
y esta dado por 


r ' 2 ’Vf 

donde g es la constante gravitacional. Demuestre que T se 
puede escribir en la forma 


2tr VgL 
g 


[Sugerencia para el pmblema 89: Comience por multiplicar el 
numerador y el denominador por (V.x - V v) — Vz).] 


I 


Los problemas 91 y 92 eslan relacionados con el calculo. Ra- 
cionalice los numeradores. 


91. 


S/x + h-Vx 

h 


92. 


Vt-Vx 
t - x 


Demuestre que V;:" = ’C'jt" para k, my n que son nume¬ 
ros naturales mayores que 1. 




Repaso del apendice A 
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ACTIVIDADES EN CRUPO DEL APENDICE A Representaciones numericas racionales 

El conjunto de numeros reales se puede dividiren dos subconjuntos separados, el conjunto de los numeros racio¬ 
nales y el conjunto de los numeros irracionales. Los numeros racionales se pueden representar de dos formas: 
como alb , donde a y b son enteros y b =£ 0, y como expansiones de terminacion o repeticion decimal. Los 
numeros irracionales se pueden representar como expansiones decimales no repetitivas o de no terminacion. En 
esta actividad se desea explorar la relation entre los dos metodos diferentes para representar numeros racionales. 
Considere el numero racional r = alb, donde ay b son enteros sin factor comunes y b ¥= 0. 

1. Si b = 10" para un entero positivo n, ^que tipo de expansion decimal tendra r? 

2. Si b — 2 m 5" para los enteros positivos my n. ^que tipo de expansion decimal tendra r? 

3. Si r tiene una expansion de terminacion decimal, demuestre que r se puede expresar en la forma alb, donde 
b = 2 m 5\ 

4. Encuentre ay b para las siguientes expansiones de repeticion (la barra que esta arriba de los numeros indica 
el bloque que se repite): 

(A) 0.63 (B) 0.486 (C) 0.846153 

5. Encuentre ay b para r = 0.19 y despues encuentre una expansion de terminacion decimal para r. 


Repaso del apendice A 

A 1 ALGEBRA Y NUMEROS REALES 

Un conjunto es una coleccidn de objetos Ilamados elementos 
o micmbros del conjunto. Los conjuntos se describen a menu- 
do enlistando los elementos o estableciendo una regia que 
detcrmina los elementos. Un conjunto puede scr finito o infi- 


nito Un conjunto sin elementos se llama conjunto vacio o 
conjunto nulo y se denota por0. Una variable es un simbolo 
que representa elementos no especificados de un conjunto de 
reemplazo. Una constante es un simbolo para un solo objeto. 
Si cada elemento del conjunto A esta tambien en el conjunto B. 
se dice que A es un subconjunto de B y se escribe AC B. 


Numeros reales: 








Numeros 
naturales — 
(N) 

11,2, 3,...) 

Cero - 

Negativos 
de los numeros 
naturales 
1-1,-2,-3, ...} 


_ Enteros _ 

(<?) 

Cocientes 

no enteros- 

de enteros 
(por ejemplo, j, j) 


Numeros 

-racionales- 

(Q) 

Numeros 

irracionales - 

(/) 

(por ejemplo, V2, it) 


Numeros 

reales 

W 


Recta num6rica real: 



H-1-1-1-1-1- 1 - 1 -1-1-1- 1 -1-h 

-10 -5 0 




H-1-1-I—► 

10 


Coordt-nada 


Dire, ! ton posltiva 





A-68 Apendice A Operaciones aigebraicas basicas 


Las propiedades basicas de los numeros reales incluyen 
propiedades asociativas: x + (y + z) = (x + y) + zyx(yz) = 
( xy)z ; propiedades conmutativas: x+y = y + xyxy = yx; 
identidades: 0+jt=^ + 0= .ry(l)x = jr(l) = jr; inversas — x 
es el inverso aditivo o negativo de x y, si x * 0 1/jc es el inverso 
multiplicative o reciproco de x\ y la propiedad distributive: 
x(y + z) = xy + xz. La resta se define por a - b = a + (—b) 
y la division por alb = a(\lb). La division entre cero nunca 
se permite. Otras propiedades incluyen propiedades de ne- 
gativos: 

1 . -(-a) = a 

2. ( -a)b = — (ab) = a(-b) = -ab 

3. ( -a)(-b) = ab 

4. (— l)a = —a 



propiedades cero: 

1. a-0 = 0 

2. ab = 0 si y solo si a - 0 o b = 0 
o ambos 



A 2 POLINOMIOS: OPERACIONES BASICAS 

Para ny m numeros naturales y a cualquier numero real: 
a” = a-a . a (n factores de a) y a m a" = a"*’ 


Una expresion algebraica se forma al usar constantes y varia¬ 
bles y las operaciones de suma, resta, multiplicacion, eleva¬ 
tion de potencias y extraction de raices. Un polinomio es una 
expresion algebraica que se forma al sumar y restar constantes 
y terminos de la forma ax" (una variable), ar"v" (dos varia¬ 
bles), y asi sucesivamente. El grado de un termino es la suma 
de las potencias de todas las variables en el termino, y el grado 
de un polinomio es el grado de un termino diferente de cero 
con el grado m<is alto en el polinomio. Los polinomios con 
uno, dos o tres terminos son llamados monomios. binomios y 
trinomios. respectivamcnte. Los terminos semejantes tienen 
exactamentc los mismos factores variables elevados a las mis- 
mas potencias y se pueden combinar al sumar sus coeficien- 
tes. Los polinomios se pueden sumar, restar y multiplicar de 
manera repetida aplicando la propiedad distributiva y combi- 
nando terminos comunes. El mtiodo PEIU sc usa para multi¬ 
plicar dos binomios. Los productos especiales que se obtienen 
al usar el metodo PEIU son: 

1. (a - b)(a + b) = a’ — b 2 

2. (a — b) 2 = a 2 — 2ab + b 2 

3. (a + b) 2 = a 1 + lab + b 2 

A 3 POLINOMIOS: FACTORIZACION 

Un numero o expresion algebraica se factoriza si se expresa 
como un producto de otros numeros o exprcsioncs aigebraicas. 
que se llaman factores. Un entero mayor que 1 es un numero 
primo si solo sus factores enteros positivos son ellos mismos y 
1, y de otra forma es un numero compuesto. Cada numero com- 
puesto se puede factorizar solo en un producto de numeros 
primos. Un polinomio es primo con respecto de un conjunto 
dado de numeros (usualmente el conjunto de enteros) si (1) 
todos sus coeficientes son de ese conjunto de numeros, y (2) si 
no se pueden escribir como un producto de dos polinomios, 
excepto el 1 y el numero mismo, y que tengan coeficientes de 
ese conjunto de numeros. Un polinomio no primo se factoriza 
de manera completa con respecto a un conjunto dado de 
numeros si se escribe como un producto de polinomios pri¬ 
mos con respecto de ese conjunto de numeros. Los factores 
comunes se pueden factorizar aplicando las propiedades 
distributives. Se puede usar el agrupamiento para identificar 
factores comunes. Los polinomios de segundo grado se pue¬ 
den factorizar por prueba y error. Las siguientes formulas de 
factorizacion especial son utiles: 

1. u 2 + 2uv + v 2 = (u + v) 2 Cuadrado perfecto 

2. u 2 - 2uv + v 2 = (u - v) 2 Cuadrado perfecto 

3. u 2 - v 2 = (u - v)(u + v) Diferencia de cuadrados 

4. u 5 - v 3 = (u — v)(« ; + uv + v 2 ) Diferencia de cubos 

5. u y + v-' = (u + v)(u 2 — uv + v 2 ) Suma de cubos 

No hay formula de factorizacion con respecto de los numeros 
reales para u 2 + v 2 . 






Repaso del apendice A 
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A 4 EXPRESIONES RACIONALES: OPERACiONES Notacion cientifica: 

BASICAS 


Una expresidn fraccinnal es el cociente de dos expresiones 
algebraicas, y una expresion racional es el cociente de dos 
polinomios. Las reglas para sumar. restar, multiplicar y dividir 
fracciones de numeros reales (vease seccion A-l en este repa¬ 
so) se amplian a expresiones fraccionales con la advertencia 
dc que las variables siempre se restringen a la exclusion de 
la division entre cero. Las fracciones se pueden reducir a sus 
terminos mas simples o elevar a terminos superiores rae- 
diantc la propiedad fundamental de fracciones: 



Una expresion racional se reduce a sus terminos mas simples 
si cl numerador y el denominador no tienen factores en comun 
con respecto de los enteros. El minimo comun denominador 
(MCD) es util para sumar y restar fracciones con diferentes 
denominadores y tambien para reducir fracciones compues- 
tas a fracciones simples. 


a X 10" I Sa< 10 
n es un entero, a esta en forma decimal. 

A -6 EXPONENTES RACIONALES 

Para un numero natural n y los numeros reales ay b: 

a es la nesima raiz de b si a" = b 

La raiz principal ;i 6 sima de b se denota por b 'Si n es impar, 
b tiene una nesima raiz real que es la nesima raiz principal. Si 
n es par y b > 0 , b tiene dos nesimas raices reales y la nesima 
raiz positiva es la nesima raiz principal. Si n es par y b < 0, b no 
tiene nesimas raices rcales. 

Para exponentes con numeros racionales (se excluyen 
las raices pares de numeros negativos): 

b mln = (b"T - (fr") IM y b = —^7 


A 5 EXPONENTES ENTEROS 


A 7 RADICALES 


a" — a • a . a(n factores dc a) para un entero positivo n, a 0 

— I {a # 0 ). a” = 1 /a " para un entero ncgativo n(a * 0 ). 0 “ no 
esta definido. 

Propiedades de exponentes enteros (se excluye la divi¬ 
sion entre 0 ): 


Un radical con nesima raiz se define por'v' b — b'", donde b' 
" es la n-esima raiz principal de h, V es un radical, n es el 
indice y b es el radicando. Los exponentes racionales y los 
radicales se relacionan por 

b = (b"')" n = \1T- = (b u "T = (<Zbr 


1 . a m a" = a m *" 

2. (a n r = a"" 

3. (ab) m = a m b m 



Propiedades adicionales de los exponentes (se excluye 
la division entre 0 ): 

1 . (a m b")" = a pm b pn 



Propiedades de radicales (x > 0, y > 0): 


1. <y? = x 

2. Vxy = V'x'C^v 
S[x </x 

3 - rrv. 


Un radical esta en forma simplificada si: 

1 . Ningun radicando contiene un factor a una potencia mayor 
que o igual al indice del radical. 


2 . Ninguna potencia del radicando y el indice del radical tie¬ 
ne un factor comun diferente de I. 


3. Ningun radical aparece en un denominador. 

4. Ninguna fraccion aparece dentro de un radical. 


Las fracciones algebraicas que contienen radicales se racio- 
nalizan al multiplicar el numeradory denominador por un fac¬ 
tor de racionalizacion a menudo determinado mediante una 
formula de producto especial. 





A-70 Apendice A Operaciones algebraicas basicas 


Ejercicio de repaso del apendice A 


Despues de resolver rodos los problemas de este capitulo, revi¬ 
se y compruebe las respuestas con las que se dan al'final del 
libro. Ahi estan todas las respuestas a los problemas de repaso. 
seguidus por un mimero en tipo italico que indica la seccion 
a la que pertenece el problema que se esta analizando. Si se 
lepresentan dudas, repase la seccion correspondiente en el texto. 


Simplifique los problemas del 19 al 24. y escriba las respues¬ 
tas usando solo exponentes positivos. Todas las variables re- 
presentan nitmeros reales positivos. 


19. 6(*y') 5 . 


20 . 


9«y 

3m V 


A _ 

1. Para A = {1.2, 3.4, 5}, B = {I, 2, 4} y C = {4, 1,2}, 
indique si es verdadero (V) o falso (F): 

(A) 3 6 A (B) 5 € C (C) Be A 

(D) B C A (E) fl * C (F) A C B 

2. Reemplace cada signo de interrogation con una expresion 
adccuada que ilustre el uso de la propiedad del numero 
real indicado. 

(A) Conmutativa (•): x(v + r) = ? 

(B) Asociativa (+): 2 + (x + y) = ? 

(C) Distributiva (2 + 3)x = ? 


21. (2 x ia'K 3 x io-') 22. (x yr J 

23. m 5 'V" 24. (9 a i b--)' n 

25. Cambie a la forma radical: 3-r 15 

26. Cambie a la forma de exponentes racionales: — 3 J V (xy) 3 


Simplifique los problemas de! 27 al 31. y exprese las respues¬ 
tas en forma simplificada. Todas las variables representan nu- 
meros reales positivos. 


27. 3*\X77 
6>ab 


29. 


V3a 


30. 


28. VlrYVrSxV 
VS 31. ^ 


3 - V5 


Los problemas del 3 al 7 se refieren a los polinomios siguien- 
tes: 

(a) 3* — 4 (b) x + 2 (c) 3.r + x - 8 (d) x' + 8 

3. Sumc los cuatro polinomios. 

4. Rcstc la suma de (a) y (c) de la suma de ( b) y (d). 

5. Multipliquc (c) y ( d ). 6. <,Cual es el grado de (</)? 

7. i,Cual es el coeficiente del segundo termino en (c)? 


B 

32. Escriba usando el metodo de lista: 

{x | x es un entero impar entre -4 y 2} 

En los pioblemas del 33 al 38, cada enunciado ilustra el uso 
de una de las siguientes propiedades o definiciones de los nu- 
rneros reales. Indique cual es en cada caso. 


En los problemas del 8 al 11. realice las operaciones indica- 
das y simplifique. 

8. 5x 2 - 3x[4 - 3(x - 2)] 9. (3m — 5«)(3m + 5 n) 

10. (2x + v)(3.v - 4y) 11. (2a - 3b) 2 

En los problemas del 12 al 14, escriba cada polinomio en for¬ 
ma completamente factorizada respecto de los enteros. Si el 
polinomio esprimo respecto de los enteros, tambien indiquelo. 
12. 9.x 2 - 12r + 4 13. t 2 - At - 6 


Conmutativa (+, •) 
Division 
Inversa (+, •) 
Distributiva 
Negativos 


Identidad (+, •) 
Asociativa (+, •) 
Cew 
Resta 


33. (-3)- (-2) = (-3)+ [-(-2)] 

34. 3y + (2x + 5) = (It + 5) + 3y 

35. (2t + 3)(3x + 5) = (It + 3)3* + (2c + 3)5 


14. 6 n' - 9 n- - 15n 


36. 3 • (5*) = (3 • 5)* 


En los pmblemas del 15 al 18. realice las operaciones indica- 
dasy reduzca a los terminos mas simples. Represente todas las 
fracciones compuestas como fracciones simples reducidas a 
sus terminos mas simples. 



_4_ 

3a' 


1 

6 a 2 b 2 


16. 


3* 

3.r - 12* 


6 * 


17. 


V - 2 


.v 2 + 2v 


y — 4y + 4 y 2 + 4y + 4 


18. 


I 


u - 

u 



/ 


37. --- - —^ — 38. 3xv + 0 = 3*v 

— (b — c) b — c 

Indique si es verdadero (V) o falso (F): 

(A) Un entero es un numero racional y un numero real. 

(B) Un numero irracional tiene una representacion deci¬ 
mal repetitiva. 

De un ejemplo de un entero que no sea un numero natural. 

41. Dadas las expresiones algebraicas 
(a) 2t— 3* + 5 (b) x 2 — V* - 3 

(c) *-’ + * - 3* 1 (d) .r - 3.n - y 

( A) ldentifique todos los polinomios de segundo grado. 
(B) ldentifique todos los polinomios de tercer grado. 





Ejercicio de repaso del apendice A 


A-71 


En los problemas del 42 al 46. realice las operaciones indica- 
das y simplifique. 


Evalue los problemas del 67 al 74 con cuatro digit os significa- 
tivos con una calculadora. 


42. <2x - y)( 2x + y) - (2jc - y) 1 

43. (m 2 + 2mn — n 2 )(m 2 - 2 mn - n 2 ) 

44. 5(x + h) 2 - l(x + h) - (Sx 2 - lx) 

45. -2x{(^ + 2)(x - 3) - x[x - 43 - x)]} 

46. (x - 2yf 


En los problemas del 47 al 53, escriba una forma completa- 
mente factorizada respecto de los enteros. 


47. (4x - y) 2 - 9X 2 
49. 6.r'v + llrr - 15xy’ 
51. 3x’ + 24r' 


48. lx 2 + 4xy - 5f 
50. (y — b) 2 — y + b 
52. y' + 2/ - 4y - 8 


y 53. 2x(x - 4)’ + 3x 2 (x - 4) J 

En los problemas del 54 al 58, realice las operaciones indica- 
dasy reduzca a los terminos mas simples. Represente todas las 
fracciones compuestas como fracciones simples reducidas a 
sus terminos mas simples. 

3x*(x + 2) 2 - 2x(x + 2)’ 

/ - ? - 

„ m - I m + 3 2 

55. — , + —r-+- 

m — 4m + 4 nr — 4 2 - m 


x 1 ■ Ur 2 + 5x - 3 


57. 



V 



x*y-x*y ^ 

lx 1 - 3x + i / 


58. 


a' -b' 
ab 2 — ba ~ 3 


59. Compruebe ia solution siguiente. Si considers que es in- 
correcta, explique por que y como se puede corregir, y 
despues muestre la solution correcta. 

x 1 + 2x „ x 2 + 3x + 2 x+1 

x 2 + x - 2 x 2 + x — 2 x - 1 

En los problemas del 60 al 65, realice las operaciones indica- 
das, simplifique y escriba las respuestas usando solo exponen- 
tes positivos. Todas las variables representan numeros reales 
positivos. 



64. (x m + y' n ) 2 65. (3x ,/2 - y ,/2 )(2x ,/2 + 3y' a ) 

66. Convierta a notation cientifica y simplifique: 

0 000 000 000 52 
(1 300X0.000 0021 


(20 410X0.000 003 477) 

0.000 000 022 09 

68. 0.1347’ 69. (-60.39)-’ 70. 82.45“ /3 

71. (0.000 000 419 9)^ 72. ^a006 604 

_7" U 2 _ 7-1/2 

73. V3 + V2 74. - ; . - - 


En los problemas del 75 al 83. realice las operaciones indica- 
das y exprese las respuestas en forma simplificada. Todos los 
radicandos representan numeros reales positivos. 

IS. -2xVF77< 76. |= 77. 

78. ^xV 3 79. VWZ? 

80. (2Vx - 5Vy)(Vx + Vy) 

3V * a , 2V« - 3Vv 

2Vx ~ Vy ‘ 2Vw + 3\/v 


83. 


y 2 

Vy 3 + 4 - 2 


f 


84. Racionalice el numerador: 


VT- vs 

t - 5 


r 85. Escriba en la forma a4 + fox’. donde ay b son numeros 
1 reales y p y q son numeros rationales: 


4Vx - 3 
2\/x 


c_ 

86. Escriba el decimal repetitivo 0.545 454... en la forma al 
b reducida a sus terminos mas simples, donde ay b son 
enteros positivos. <,Este numero es rational o irrational? 

87. Si M = {-4, -3,2} y N= {-3, 0, 2}, encuentre: 

(A) {x | x E Af o xEN] 

(B) {x | x E M y x€N) 


88. Evalue x 2 - 4x + 1 para x « 2 - VT. 

89. Simplifique: x(2x - l)(x + 3) - (x — 1)’ 

90. Factorice de manera completa con respecto de los enteros: 

4x(a 2 — 4a + 4) — 9x 3 

91. Evalue cada expresion en una calculadora y determine cua- 
les pares tienen el mismo valor. Verifique estos resultados 
de manera algebraica. 

(A) V 3 + V5 + V 3 - V5 

(B) V4 + V 15 + V4 - V75 

(C) vTo 
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En los problemas del 92 a 95, simplifique y exprese las res- 
puestas usando solo exponentes positivos (m es un entero ma¬ 
yor que l). 

8(x - 2) '(* + 3) 2 
12(x - 2)-\x + 3)“ 2 



94. ( x m - y' n )(x 2/1 + x m y m + y m ) 



96. 


Racionalice el denominador: 


1 

1 -Vx 


97. 


Racionalice el numerador: 


•^-^5 

i - 5 


98. 


Escriba en forma simplificada: 


n > 0 


APLICACIONES 'T* 

99. Construcci6n. Una fuente circular en un parque incluye 
una pared de concreto de 3 pies de altura y 2 pies de es- 
pesor (veasc la figura). El radio interior de la pared tiene 
x pies, escriba una expresion algebraica en terminos de x 
que represente el volumen del concreto usado en la cons¬ 
truction de la pared. Simplifique la expresion. 



100. Consumo de energia. En 1984 la cantidad total de ener- 
gia que se consumio en Estados Unidos fue equivalente a 
2 257 000 000 000 kilogramos de carbon (el consumo de 
todas las formas de energia se expresa en terminos del 
carbon para propdsitos de comparacion) y la poblacion 
era de aproximadamente 235 000 000. Calcule con tres 
digitos significativos el consumo promedio de enetgia por 
persona. Escriba su respuesta en notacion cientifica y en 
notacion decimal estandar. 

101. Economia. El numero de unidades N producida por una 
compaftia petrolera a partir del uso de x unidades de ca¬ 
pital y y unidades de mano de obra esta aproximado por 

N = 20x 1 ' i y ,/2 


(A) Estime el numero de unidades producidas cuando se 
usan 1 600 unidades de capital y 900 unidades de 
mano de obra. 

(B) ^Cual es el efecto en la produccidn si el numero de 
unidades de capital y mano de obra se duplican a 
3 200 unidades y 1 800 unidades, respectivamente? 

(C) ^Cual es el efecto en la produccion al duplicar las 
unidades de mano de obra y capital en cualquier nivel 
de produccion? 

102. Circuitos el£ctricos. Si tres resistores electricos con re- 
sistencias R v R 2 y R } , se conectan en paralelo, entonces 
la resistencia total R para el circuito que se muestra en la 
figura esta dada por 


— + — 4- 

R\ R2 Ri 

Represente esta fraccion compucsta como una fraccion 
simple. 





103. Construccidn. Se va a hacer una caja con una tapa 
articulada con un pedazo de carton que mide 16 por 30 
pulgadas. En cada esquina y enmedio se van a cortar cua- 
dros de x pulgadas de lado, despues sc van a doblar hacia 
arriba los extremos y los lados para formar la caja y su 
tapa (vease la figura). Exprese cada una de las cantida- 
des siguientes con un polinomio, tanto en forma facto- 
rizada como desarrollada. 

(A) El area del pedazo de carton despues de que se le 
han quitado las esquinas. 

(B) El volumen de la caja. 













APENDICE B 

Digitos significativos 


La mayoria de los problemas que implican c&lculos del mundo real se relacionan con 
figures que son solo aproximaciones. Por lo tanto, parece razonable suponer que una 
respuesta final no debe ser mis exacta que la exactitud minima de la figure usada en el 
ciiculo. Este es un punto importante, ya que las calculadoras tienden a dar la impresion 
de que se alcanza mayor exactitud de la que se garantiza. 

Suponga que se desea calcular la longitud de la diagonal de un campo rectangular 
a partir de las medidas de sus lados de 237.8 y 61.3 metros. Usando el teorema de 
Pitagores y una calculadora, se encuentra 


d= V237.8 2 + 61.3 2 
= 245.573 878 ••• 



61.3 metros 


237.8 metros 


La respuesta en la calculadora sugiere una exactitud que no se justifica. i,Que exacti¬ 
tud se justifica? Para responder esta pregunta, se introduce el concepto de digitos signi¬ 
ficativos. 

Cuando escriba una medida tal como 61.3 metros, se supone que esta es exacta al 
ultimo digito escrito. De manera que, la medida de 61.3 metros indica que se realizo 
hasta el decimo de metro mis cercano. Es decir, el ancho real esta entre 61.25 y 61.35 
metros. En general, los digitos en un numero que indican la exactitud del numero se 
llaman digitos significativos. Si todos los digitos en un numero son diferentes de cero, 
entonces todos son significativos. Asi, la medida de 61.3 metros tiene tres digitos signi¬ 
ficativos, y la medida de 237.8 metros tiene cuatro digitos significativos. 

^Cuales son los digitos significativos en el numero 7 800? La exactitud de este 
numero no es clara. Podria representar una medicion con cualquiera de las exactitudes 
siguientes: 


Entre 7 750 y 7 850 Correcta hasta las centenas 

Entre 7 795 y 7 805 Correcta hasta las decenas 

Entre 7 799.5 y 7 800.5 Correcta hasta las unidade^ 

Para dar una definition precisa de digitos significativos que resuelva esta ambigiiedad, 

se usa la notation cientifica. 


A-74 Apendice B Digitos significativos 


DEFINICION 1 


Digitos significativos 

Si un numero x esta escrito en notacion cientifica como 

x = a X \Q" 1 < a < 10, nesun entero 

entonces el numero de digitos significativos en x es el numero de digitos en a. 


En consecuencia. 


7.8 X !0 3 tiene 2 digitos significativos 
7.80 X 10 3 tiene 3 digitos significativos 
7.800 X 10 3 tiene 4 digitos significativos 

Estas tres medidas tienen la misma representacion decimal (7 800). pero cada una re- 
presenta diferente exactitud. 

La definicion 1 indica como escribir un numero de manera que el numero de 
digitos significativos sea claro, pero no indica como interpretar fa exactitud de un nu¬ 
mero que no este escrito en notacion cientifica. Se usa la convencion siguiente para 
numeros que se escriban como fracciones decimales: 


Digitos significativos en fracciones decimales 

El numero de digitos significativos en un numero sin punto decimal se encuentra 
contando los digitos de izquierda a derecha, comenzando con el primer digito y 
terminando con el ultimo digito diferente de cero. 

El numero de digitos significativos en un numero que contiene un punto 
decimal se encuentra contando los digitos de izquierda a derecha. comenzando 
con el primer digito diferente de cero y terminando con el ultimo digito. 


Cuando se aplica esta regia al numero 7 800, se concluye que este numero tiene 2 
digitos significativos. Si se quiere indicar que tiene 3 o 4 digitos significativos, se debe 
usar notacion cientifica. Los digitos significativos en los numeros siguientes estan sub- 
ray ados: 


70 007 82 000 5.600 0.0008 0.000 830 

En calculos que implican multiplicacion, division, potencias y raices, se adopta la 
convencion siguiente: 


Redondeo de valores calculados 

El resultado de un calculo se redondea al mismo numero de digitos significativos 
que el numero usado en el c&lculo que tenga el numero minimo de digitos signi¬ 
ficativos. 





Digitos significativos 


A-75 


EJEMPLO 1 


Soluciones 


Problema seleccionado 1 


De esta manera, al calcular la longitud de la diagonal del campo rectangular antes 
mostrado, se escribe la respuesta redondeada con 3 digitos significativos, ya que el 
ancho tiene 3 digitos significativos y la longitud tiene 4 digitos significativos: 

d = 246 metros 3 digitos significativos 

Una nola final: Al redondear un numero que esta exactamente a la mitad entre un 
numero largo y uno pequeno, se usa la convencion de hacer que el resultado final sea 
par. 


Redondeo de numeros 

Redondee cada numero a 3 digitos significativos: 

(A) 43.0690 (B) 48.05 (C) 48.15 (D) 8.017 632 X 10 J 

(A) 43.1 

(B) 48.01 Use la convencion de hacer que el digito antes 

(C) 48.21 del 5 sea par si es impar, o dejelo asi si es par. 

(D) 8.02'X 10"’ 


Redondee cada numero a 3 digitos significativos: 

(A) 3.1495 (B) 0.004 135 (C) 32 450 (D) 4.314 764 09 X 10‘ 2 


Respuestas a los problemas seleccionados 

1. (A) 3.15 (B) 0.004 14 (C) 32,400 (D) 4.31 x 10 IJ 



APENDICE C 

Formulas geometricas 


(A) Dos triangulos son semejantes si dos de los angulos de un triangulo miden lo 
mismo que dos de los angulos del otro. 

(B) Si dos triangulos son semejantes, sus lados correspondientes son proporcionales: 


a 

a' 



• Teorema de c 1 = a 2 + b 1 
Pitagoras 


• Rectangulo A = ab Area 

P = 2a + 2b Perimetro 





Paralelogramo h = Altura 

A — ah = ab sen 0 Area 
P = 2a + 2b Perimetro 



Triangulo h = Altura 


A = \hc 

Area 

P = a + b + c 

Perimetro 

s = \(a + b + c) 

Semiperi'metro 



A = Vs(j — a)(s — b)(s — c) Area (f6rmula de Her6n) 


c 




Formulas geometricas 


A-77 


• Trapezoide La base a es paralela a la base b. 

h = Altura 
A = {(a + b)A Area 

• Circulo R = Radio 

D = Di&metro 
D=2R 

A = nR 2 = \ ItD 2 Area 
C = 2nR = JlD Circunferencia 

c 

— = 71 Para todo circulo 

D 

n ~ 3.141 59 




• Solido rectangular V - abc Volumen 

T = 2 ab + lac + 2 be Area de la superficie total 



• Cilindro circular R = Radio de la base 
recto 

h ~ Altura 

V =■ nR 2 h Volumen 

S = 2nRh Area de la superficie lateral 

T = 2nR(R + h ) Area de la superficie total 



• Cono circular recto R = Radio de la base 

h = Altura 


s = Altura inclinada 

V = 5 7i R : h Volumen 

S = nRs = nR V/? 2 + A 2 Area de la superficie lateral 

T = nR(R + s) = nR(R + + h 1 ) Area de la superficie total 
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• Esfera R = Radio 

D = Diametro 
D = 2R 

V = 7t R } = inD 3 Volumen 
5 = 47 1R 2 = 7tjQ 2 Area de la superficie 



RESPUESTAS 


CAPfTULO 1 Ejerciclo 11 

1. x = 18 3. r = 9 5. x = 9 7 . x = 2,0 5.5 9. x=IO II. jr = 8 13. m = 3 15. No hay solucidn 

17. -v = 5 19. s = 2 21. No hay solucidn 23. /=- 4 25. a-=1.83 27. x = -8.55 29. d = (o < - <J,)/(nj^ I) 

31. f=d l dj(d l +d } ) 33. a = (A - 26c)/(26 + 2c) 35. r = (5y + 3)/(2 - 3y) 37. Incorrecla. No hay soluci 6 n. 39. 4 

41. Para todos los numeros reales exceplo 0 y I 43. x = {by + cy - ac)/(a - y) 45. 24 47. 8 , 10, 12. 14 49. 17 por 10 m 

51. 42 pics 53. S90 55. $19 750 57. (A) T= 30 + 25<x - 3) (13) 330°C (C) 13 km 59. 90 mi 

61. 5 000 Iruchas 63. 10 gal 65. 11.25 litres 67. 1.5 It 69. (A) 216 mi (B) 225 mi 71. 330 Hz; 396 Hz 

73. 150 cm 75. 150 pies 77. 5^ despues de las I P.M 


Ejerciclo 1-2 

I. x — 8 , y = 19 3. x = 6 . y = 2 5. x = 2, y — -1 7. x = 5. y = 2 9. m = 1, 11 = - 2/3 

II. x = 2500,y=200 13. u = l.l. v = 0.3 15. x=-5/4,y=5/3 17. El sistema no tiene solucioncs 

19. i/=x+y -5,p = 3,v + 2y — 12 21. x = ——,y = ———,ad - he * 0 

ad - 6 c ad - 6 c 

23. Velocidad de vuelo = 330 mph, vclocidad del viento = 90 mph 25. 2.475 km 

27. 40 mL de la solucidn al 50%. 60 mL dc la solucidn al 80% 29. 5 200 discos 31. $7 200 al 10% y S4 800 al 15% 

33. Planta en Mixico: 75 h; planta en Taiwin; 50 h 35. Mczcla A: 80 g; Mezcla li: 60 g 

37. (Al p = 0.001</ + 0.15 (B) p = -0.002q + 1.89 (C) Precio de cquilibrio = $0.73; cantidad de cquilibrio = 580 bushels 

39. (A) a = 196,6 = -16 (B) I96pics (C) 3.5 s 41. 40s, 24 s. 120mi 


Ejerciclo 1-3 


1. -8 £ X £ 7 11 111 ■ X 3 . -6 Ex <6 m i l..tf i : —* S. x 2: -6 " [ «» . . . * ' 

-10-5 0 5 10 -10 o f 10 -10 -S 0 5 >0 

7. (-2. 6] — . 4. j . . 9. (-7. 8) 1 . ...In ■ * 11. (—x, -2] »«»«» « «»ji nn.. ► « 

' -to -j ^ r ro v -to -s o * 10 -10 -s 0 J to 


13. [-7, 2); — 7 s. x < 2 15. (-®. 0|;iS0 17. x < 5 o (-<*, 5) 

21. N<- 8 o(-=.- 8 ) « ) ■ N 23. / > 2 o (2, =) --f— 


-* 19. x 2 ; 3 o [3. ») 


21. N<- 8 o(-=,- 8 ) - - )—23. /> 2o(2, x) -f—f 25. m > 3 o (3. =) - k —► 

a 2 » 

27. fiz-4o (-4, x) ——t-« 29. -2 < 1 s 3 o (-2, 3] -f-< 31. —5 <rfi7 < 

-4 -2 3 -5 7 


33. 2 < x < 4 -f-« 35. -»<x< = 

2 4 

39. 1 < x < 5 f > « 41. xS 6 

1 s 1 


- • 37. x < -1 o 3 £ x < 7 

►* 43. q < -14 o (-x, - 14) •=■ 


45. x a 4.5 0 [4.5, *) 


+— 47. -20 s x a 20 o [-20. 20] —-- j- 

4.5 -20 01 


49. 

-30 £ x < 18 0 

[-30. 18) -f- )—* 

51. 



-m 11 


53. 

-14 < x s 11 0 

(-14.11] * 

55. 



-14 11 



63. x > — j 65. (A) y (C) a > 0 y 6 > 0. oa < 0 y 6 < 0 (B) y ([)) a > 0 y 6 < 0, o a < 0 y 6 > 0 

67- (A) > (B> < 69. Positivo 71. (A) P (B) V <C> V 77. 9.8 £ x £ 13.8 (de 9.8 a 13.8 km) 

79. (A) x>40 625 (B) x = 40 625 81. (B) x>52 000 (C) Aumenlo en el precio al mayoreo de $3.50 a S66.50 

83. 2 a / £ 25 o [2. 25] 85. $2 060 £ Bcncficio en la reduccidn £ S3 560 








Respuestas 


Ejerciclo 1-4 

1. V5 3. 4 5. 5 - V5 7. 5 - V5 9. 12 11 . 12 13. 4 15. 4 17. 9 19. lx - 3| = 4 

21. |m + 2| = 5 23. ]x - 3| < 5 25. ]p + 2| > 6 27. \q - 1| a 2 

29. x no esta a mas dc 7 unidades del origen.-7 £ x s 7 o [-7,7] -#■•■^*■6* 

31. xcstaal menos a 7 unidades del origen. x s -7 o xa7o (-». -7) U [7, ®) |#/i 

33. yesta a 3 unidades dc 5. y = 2, 8 “! 35. yestii a menos de 3 unidades de 2 < y < 8 o (2,8) ( —■» 

2 • 

37. y esti a mas de tres unidades de 5. y < 2 o y > 8 o (-«. 2) U (8. *) 

2 a 

39. u esta a 3 unidades de -8. u = -1 1.-5 , “ 


41. u no esta a mis de tres unidades de-8. -11 s u s -5 o [-11,-5] [ ] 1 u 

II -s 


43. u esti al menos a 3 unidades dc - 8 . u £ — 11 o «s-5o (-«,-11J u [-5, ®) 

-ii -» 

45. -f as x £ 3 o [—f. 3] 47. y<3o y>5o (-». 3) U (5. «) 49. / = -§, f 51. -f < u < V ° (-?. 

53. x s -6 o x a 9 o (-«. - 6 ] U [9. ») 55. -35 < C < -| o (-35, -|) 57. -2 < x < 2 o (-2. 2) 

59. -| s i S I o [-J, 1] 61. /< 0 o /> 3 o (-oo. 0 )U( 3 . oo) 63. (2.9. 3) U (3. 3.1) -fr—* 

II 3 l.l 

65. (c - d, c) U (c, c + d) J-.x 67. x 2 5 69. xs -8 71. i2 73. xs| 75. *=-2.2) 

c-d c c+d 

77. ±1 91. 42.2 <x< 48 6 93. \P - 500| £ 20 95. \A - 12.436| < 0.001. (12.435, 12.437) 97. \N - 2.37| s 0.005 

Ejerciclo 1-5 

1. 7 + 5/ 3. 5 + 3/ 5. 2 + 4/ 7. 5 + 9i 9. 4 - 3i 11. -24 o -24 + 0. 13. -12 - 6i 15. 15 - 3/ 

17. -4 - 33i 19. 65 o 65 + 0i 21. j - $/ 23. ft + H« 25. 5 + 3i 27. 7 - 5/ 29. -3 + 2/ 

31. 8 + 25/ 33. ^ - $i 35. ft + fti 37. -jio 0-ji 39. ) - 41. - 6 /o 0 - 6 / 43. 0 o 0 + 0/ 

45. »'■ = -1, /” = 1, /» 7 = -/ 47. x = 3. y = -2 49. x > 3 51. x > ] 53. 33.89 - 20.38/ 55. 0.85 - 0.89/ 

57. (a + c) + (b + d)i 59. a 2 + b~ o (a : + b 2 ) + 0/ 61. (ac - bd) + (ad + bc)i 

63. i“ = (/V = (i 1 • P)‘ = [(-!)(-1)]* = 1* = 1 

65. (/) Definici 6 n de suma; (2) Conmutativa ( + ) propiedad para R; (3) Definici 6 n de suma 

Ejerciclo 1-6 

1. u = 0, 2 3. y = § (raizdoble) 5. x = §, 4 7. m = £2\/3 9. x = ±5/ 11. y = ±f 13. x = ±|/ 

15. n = -2. -8 17. d = 3 £ 2/ 19. x = 5 ± 2V7 21. x = 2 £ 2/ 23. x = (2 ± V5)/2 25. x = $ £ |i 

27. x = 3 £ 2V3 29. y = (3 £ V3)/2 31. x = (1 £ V7)/3 33. x = (-m £ Vm 1 - 4/i)/2 35. x = j 

37. y = (3 £ V5)/2 39. x = (3 £ VT3)/2 41. n = -7. 0 43. X = 2 £ 2/ 45. m = -50. 2 

47. x = (-5 £ V57)/2 49. x = (-3 £ V57)/4 51. u = 1. 2, (-3 £ VT7)/2 53. 1 = 

55. / = (£ + VE 5 4RP)/2R 57. x = 1.35, 0.48 59. x = -1.05, 0.63 

61. Si c < 4. hay dos raices reales distintas: si c = 4, hay una raiz real doble; y si c > 4. hay dos raiccs imaginarias distintas. 

63. Tiene soluciones reales, ya que el discriminante es positivo. 65. No liene soluciones reales, ya que el discriminame es negalivo. 

67. x = yV6 £ 5VT5 o (4\/6 £ 2vT5y3 69. x = V2 - /', -V2 - 1 71. x = 1. ± ^/V3 

75. \(-b + Vfc 2 - 4ac)/2a] X [(-6 - Vb 2 - Aac)f2a\ = [<r - ( b : - 4ac)]/4a ; = c/a 

77. El signo £ al (rente vale para los dos mismos numeros pares si a es negaliva. 79. 8.13 81. 12,14 83. 5.12 por 3.12 pulg 

85. 20% 87. IOOmph, 240 mph 89. 13.09 hy 8.09 h 91. 50mph 

93. 50 pies de ancho y 300 pies de largo o 150 pics de ancho y 100 pies de largo 95. 52 millas 

Ejerciclo 1-7 

1 . x = 22 3. n = 8 5. No hay solucion 7. x = 0.4 9. y = £ 2 . +/VT II. x = -Vs, VI 13. x = j ,-8 

15. m = — 2, 3, ' £ jW7 17. No hay solucibn 19. y= I 21. x = 2 23. // j.j 25. y = £ I, £3 





Respuestas 


A-81 


27 >> = l, 16 29. 771 = 2. 3,7.8 31. x = -2 

39. 13.1 pulg por 9.1 pulg 41. 1.65 pies o 3.65 pies 43. S30: I 600 lelcl'onos. 


+V3 

33. y = + ^,--— (cunlro ralces) 35. m = 9. 16 37. 7 = 4.81 


Ejercldo 1-8 


11 . 


21 . 



-4 < x £ | 
(-4. 


3. x < 3 o x > 7 
(-00, 3) U (7, 00) 


J 1 

13. x £ -4 o x > 1 
(-*, -4] U (1, oo) 


0«is8 

[ 0 . 8 ] 

-l-“ 


7. -5SiS0 
[-5. 0] 


9. ,t<-2o .t>2 
(-00. -2) U (2, =0) 


15. -5s»<0o i>3 
[-5. 0] U (3. oo) 


23. -1<x<2ox 2:5 
(-1, 2) U [5. oo) 


-1 2 J 


-9 |1 

25. iS-4o 0sii2 
(—oo, -4] U [0. 2] 

H-H-* 

-4 0 2 



3 o x a 3 29. I S -2 o 1 2 ! 


31. 

35. 

39. 

43. 


51. 

55. 


-7Sj<3 33. Si a >0. cl conjuntodc solucidn es(-oc. r,) U 0\, *). Si a < 0. cl conjimlo solucion es (r,, r 2 ). 

Si 77 > 0, cl conjunto solucidn cs R, el conjunto de numeros reale*; Si a < 0 cl con junto solucidn cs ] r]. 37. r>0 

No hay solucidn; 0 41. No hay solucidn: 0 

jrs2-V5o i22 + V5 45. 1-V3<x<0ox>l+V''2 47. -2 *7S-|o 


(-00. 2 - V5] U [2 + Vs. oo) 


4- 


+♦« 

1 -V5 i*vl 


(1 - V2, 0) U (I + V2. oo) 

t—nr' 

t-va o. i-v5 


[-2. -J] U [f. 2] 


49. -2Sis2 

[- 2 . 2 ] 


■4I 2 

(A) Ganancia: $4 < p < $7 o ($4. $7) (B) Ptrdida: $0Sp<S4o p > $7 o |S0, $4) U (S7. oo) 53. 2sis5 

v > 75 mph 57. 5 £ 7 £ 20 


i -h 


9. 

12 . 

16. 

21 . 


25. 


29. 

32. 

37. 

40. 

43. 

45. 


x = 21 (/-/) 

x a I (1-3) 

[I.”) 

-1- 


Ejercldo de repaso del capitulo 1 * 

2. x = ft (1-1) 3. x = 3. y = 3 (1-2) 

5. -14<y<-4 (1-4) 6. -l£x£4 (1-4) 

(-14.-4) [-1.4] 


-k — h-y 


■+- 


7. -5 < x < 4 (1-8) 
(-5. 4) 

i - 


8 . x £ -3 o x a 7 (1-8) 
(-=», -3] U [7, oo) 


1 -14 —4 I « 5 4 -17 

(A) 3 — 6i (B) 15 + 3/ (C)2 + i (7-5) 10. x = +Vj o ±fV]4 (1-6) 11. x = 0, 2 (1-6) 

x = f, 3 (1-6) 13. m = -f - (V3/2)/ (1-6) 14. y = (3 ± V33)/4 (1-6) 15. x = 2. 3 (1-7) 

x = 3, y = —2 (1-2) 17. x £ j (1-3) 18. x = —15 (1-1) 19. No hay solucion (1-1) 20. m = 2. n = ~\ (1-2) 

x a -19 (1-3) 22. x<2ox>f (1-4) 23. x<0ox>f (1-8) 24. x£lo3<x<4 (1-8) 


[-19. oo) 

- i —' 

-19 

~1 * 771 £ 2 (1-4) 

[- 1 . 2 ] 

-t-f-w 


(-0O, 2) U (f. 00) 


(-0°. 0) U (j. 00) 


26. -4 S i < 2 o 1-4.2) (1-8) 27. (A) 6 (B) 6 ll-4) 



(B) -f (1-5) 


(A) -1 + » (B) n - ^7 (C)f- 2 / (1-5) 30. u = (-5 + Vl)t2 (1-6) 31. u = 1 ± iV2 (7-6) 

x = (I + V43)/3 (1-6) 33. x = v 64 (7-7) 34. 777 = ±2. ± 3 r (1-7) 35. y = *. 3 (1-7) 36. x = 0.45 (1-1) 

-2.24 * x £ 1.12 o [-2.24. 1.12) (1-3) 38. 0.89 - 0.32/ (7-5) 39. x= -1.64. 0.89 (7-6) 

x = 0.94. y = 1.02 (1-2) 41. M - PH I - dl) (1-1) 42. / = (£ ± V£ : - 4/W/2K (7-6) 

y = (5 - x)/(2x - 4) (1-1) 44. La rcspucsta corrccta cs x = -1. (/-/) 

Si c < 9, hay dos raices reales distimas; si c = 9, hay una raiz doble real; y si c > 9, hay dos ralces imaginarias distinlas. (1-6) 


* El numero cntre parentcsis despues dc cada rcspucsta dc un problctna de repaso del capitulo se rcficre a la 
scccidn a la que pcrtcnecc cl problcma que se esta analizando. 












A-82 Respuestas 


46. Todas las b reales y todas las a negativas (1-3) 47. Manor que I (1-3) 4 8. x = 1/( 1 — y) (l-l) 

49. 6 - d<x<6 + d, x 4= 6 (1-4) 50. jr=j\'3 t ji (1-6) 51. .t = £ \/(2 + \ r 5)l2 (dos raices reales) (1-7) 

52. I (1-5) (6 - d. 6) U (6, 6 + d) 



52. No hay solucion (1-8) 54. Conjunto de todos los numeros reales (1-8) 

55. .t < -4o -2 s^<0o0<jr <2oi >4;|-x, -4] U [-2,0)U (0.2] U [4. x) (l-S) 

56. u = -31 + 5ar - 7y, v = 13 — lx + 3y (1-2) 57. (A) Numero infinito de soliiciones (B) No hay solucion (1-2) 

58. jo-j (1-6) 59. (A) H = 0.7(220 -A) (B) 140 lalidos/min (C) 40 aftos de edad (1-1) 

60. 20 mL de 30% solucidn, 30 mL de 80% solucidn (l-l) 61. 3 mph (1-6) 

62. (A) 3 km (B) I6.2km/h (C) 20.6 min (l-l. 1-6) 63. 85 bolsas de la marcn A y 45 bolsas de la marca B (1-2) 

64. (A) 2 000 y 8 000 (B) 5 000 (1-6) 65. i = (13 i V45)/2 miles, o aprox. 3 146 y 9 854 (1-6) 

66. (13 - V45J/2 < j: < (13 + \/45)/2 o aprox. 3 146 < x < 9 854. x en miles (1-8) 67. |7"-IIO|s5 (1-4) 

68. 20cmpor24cm (1-6) 69. 6.58 pies o 14.58 pies (1-7) 


CAPfTULO 2 Ejerclcio 2-1 



9. \/T45 11. V68 13. x 3 + y 3 = 49 15. (x - 2) 3 + (y - 3) 3 = 36 17. (* + 4) 3 + (y - l) 3 = 7 

19. (A) 3 <B) -2 (C) -3,-1.4 (D) -4.1.3 



23. Simetrica con respecto 25. Simetrica con respecto 27. Simetrica con respecto al 29. Simetrica con respecto al 
alejex alejey ejex, al ejey y al origen eje x. al ejcy y al origen 



31. Simetrica con respecto 33. Simetrica con respecto 35. Simetrica con respecto 37. Simitrica con respecto 
al origen alejey al ejey alejey 

Y Y Y Y 









Respuestas 


A-83 


39. Un triangulo rectingulo 41. 18.11 43. jr =-3,7 

45. Centro: (-4, 2); radio: V 7 47. Centro: (3, 2); radio: 7 49. Centro: (-4, 3); radio: Vl 7 51. y 




61. Centro: (2, 1); radio: 3; 63. Simdtrica con respecto al eje y 

(x-2) 1 +(y- 1) J = 9 



69. 5.r + 2y = -2 71. (x - 4) 1 + O' - 2H = 34 

73. (A) 3 000casos (B) La demanda disminuye cn 400 casos 
75. (A) 53° (B) 68°en3P.M. (C) I a.M., 7A.M., 11 p.M. 



(C) La demanda aumenta cn 600 casos 



Ejerclclo 2-2 

I. Interseccidn con el eje x: -2. interseccidn con el eje^: 2; pendientc: I 

3. Interseccidn con el eje x: -2: interseccidn con el eje y. -4; pendiente: -2 

5. Interseccidn con el eje x: 3; interseccidn con el eje><: - 1; pendientc: { 

3 3 4 

7. Pendiente =-j 9. Pendiente = -j II. Pendiente = j 13. Pendiente = j 


13.5 mi 
























Respuestas 


17. Pendiente no definida 


15. Pendiente = 2 


19. Pendiente = 0 


Pendiente DC 59. (Pendiente AB )(Pendiente BC) 


57. Pendiente AB 


(B) El punto de cbullicidn disminuye 9°F por cada 5 000 pics de aumento dc altura. 
Los cargos de rcnta son $25 por dia mas $0.25 por rnilla manejada. 


(C) $10.6 mil millones, $17.4 mil millones 


Ventas 


87. (A) F = fC + 32 (B) 68°F; 30°C (C) f 89. (A) V = -1 600r + 8 000. 0 £ f £ 5 (B) $3 200 (C) -1 600 

91. (A) T = -5A + 70. A a 0 (B) 14 000 pies (C) -5; la temperatura cambia 25°F para cada aumento de I 000 pies cn altura 

93. (A) h = 1.13/ + 12.8 (B) 32.9 h 

95. (A) R = 0.001 52C - 0.159. C a 210 (B) 0.236 

(C) 0.001 52; cl riesgo coronario aumenta 0.001 52 por unidad dc aumento de colesterol arriba del nivel de 210 decolcstcrol. 
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nespuestas 


A-B5 


Ejerclcio 2 3 


Funcidn 3. No es una funcidn 5. Funcidn 7. Funcidn; dominio = {2. 3.4. 5|; rango = {4. 6 , 8 , 10! 

No es una funcidn II. Funcidn; dominio = (0. 1.2. 3.4. 5|; rango {1.2) 13. Funcidn IS. No es una funcidn 

No es una funcidn 19. -8 21. -6 23. I 25. 10 27. - J? 29. 7 31. -I.-S .6 

Una funcidn con dominio R 

No es una funcion, por ejemplo, cuando x = 2 ,y = z .2 37. No es una funcidn. por ejempftJTcuando x = I ,y = ±2 

Una funcidn con dominio en lodos los numeros reales excepto x = 5 41. Noes una funcidn; por ejemplo. cuando x = 0,y = ±9 

Dominio: lodos los numeros reales 45. Dominio: ii - 2 47. Dominio: lodos los numeros reales excepto .4— 

Dominio: lodos los numeros reales excepto-2 y 4 51. Dominio: - 2 £ .v £ 2 53. Dominio: x £ -1 o x a 4 

Dominio: 2 < x £ 5 57. g(4) = 2 x' - 5 59. G(x) = 2V.r - .r* 

La funcidn/multiplica el elemcnto del dominio por 2 y le resta 3 al resultado. 

La luncidn F multiplica el cubo del elemento del dominio por 3 y le resta dos veces la raiz cuadrada del elemento del dominio al resultado. 
3 67. -6 - h 69. -2h + II 71. /(*) = 2** - 4x + 6 73. m(x) = 4x - 3Vx + 9 75. (A) 3 (B) 3 

(A) 2x + h (B) x + a 79. (A) -6x - 3h + 9 (B) -3* - 3a + 9 

(A) 3X 2 + 3xh + /i J (B) x 1 + at + a 3 83. P(w) = 2w + (128/w). »• > 0 85. h(b) = Vb 3 + 25. b > 0 

C(x) = 300 + 1.75* 

(A) s<0) = 0. s(l) = 16. J<2) = 64. sO) = 144 (B) 64 + ! 6 >i 

(C) El valor de la expresidn tiende a 64; este numero parece ser la velocidad del objeto despuds de transcurridos 2 segundos 

V(x) = x (8 - 2xK12 - 2x); dominio: 0 < x < 4 

F(x) = 84 + (250/x) - 12; --1-“I-T“|-TT- T 


X 

4 

5 

6 

7 

F(x) 

82.5 

78 

77.7 

79.7 


95. C(x) = 10 000(20 - x) + 15 000VV + 64; dominio: 0sis 20 97. C(v) = lOOv + (200 000/v) 

Ejerclcio 2-4 


3. 

5. 

7. 


13. 

15 . 


(A) [-4.4) (B) (-3.3) (C) 0 (D) 0 (E) [-4,4) (F) Ninguna (G) Ninguna (H) Ninguna 

(A) (-*.») (B) [-4,») (C) -3.1 (D) -3 (E) (-1.*) (F) (-«,-I] (G) Ninguna (H) Ninguna 

(A) (-«, 2) U (2.») (B) <-*.-I)U[l.*) (C) Ninguna (D) I (E) Ninguna (F) (-®. -2). (2. *) 

(G) [-2.2) (H) 4 = 2 

Una posible rcspuesta: 9. Una posible respuesta: II. Una posible respliesta: 


IW /(*) /(*) 



Pendiente = 2. interseccidn con el eje x = —2. interscccidn con el eje.v = 4 

Pendiente = — j, interseccidn con el eje 4 = — j, interseccidn con el eje / = 17. fix) = \x + 4 



Min/(4) =/(3) = 2 21. M4x/(4) =/(-3) =-2 23. Interseccidn con el eje x: - 1, 5 25. Interseccidn con el eje 4 : 0,6 

Rango = [2, *) Rango = (— *. -2] Interseccidn con cl ej ey = -5 Interseccidn con el cj cy = 0 


/« m iw iw 










A-86 Respuestas 



33. Dominio: [-3,-1)U (-1.2] 

Range: | -2.4} (un conjunto, no un iniervalo) 
Discontinua en x = - I 


f(>) 



35. Dominio: lodos los numcros reales 
Rango: todos los mimeros realcs 
Discontinua en x - - I 


Hx) 



37. Dominio: x * 0, o (~ x . 0) U (0, *) 
Rango: (-*, - I) U (I. *) 
Discontinua en .v = 0 


9 W 



39. Min /(. x) =/(-2) = I 41. Min/(x) = /(j) = 0 43. Mdx/(.v) =/(-2) = 6 

Rango: [!.») Rango: [0, *) Rango: (-*.6] 

No intcrsecta al eje x Interseccion con el eje x = j Intersecciones con el eje x: -2 ± V 3 

interseccion con el ejey = /(0) = 3 Interseccion cor cl ejc.v =/(0) = 9 Interseccion con el ejc>’ = /(0) = -2 

Aumentaen [-2, ae) Aumcnta en [j. *) Aumenta en (-*, -2] 

Disnunuye en (-*.-2] Disnnnuye en (-oe.j] Disntinuye en [-2, x) 



45. 



-1 

1 


six < 0 
six > 0 


Dominio: x + 0, o ( 1 .0) U (0. x ) 

Rango: {— 1, 1} (un conjunto. no un intervalo) 
Discontinua en x = 0 



47. 


-e;: 


six < I 
six > 1 


Dominio: x^l,o( _x , l)U(l, x ) 
Rango: (-*.0) U (2, x ) 
Discontinua en x = I 



2 - Zt six < 0 

49. fix) — 2 si 0 £ x < 2 

-2 + 2 x six a 2 


Dominio: todos los numcros reales 
Rango: [2. *) 

No hay discontinuidades 


f(x) 



-\ 







Respuestas 


A-o/ 




51. Dominio: todos los numeros realcs 53. Dominio: todos los numeros reales 
Raugo: todos los enteros Rango: todos los enteros 

Discontinua en los enteros pares Discontinua en los numeros racionalcs de la forma A/3. donde k es un entero 



-2 

si 

—4 £ x < 

-2 


-1 

si 

—2 £ x < 

0 

/(X) = 

0 

si 

0 £ x < 

2 


1 

si 

2 £ x < 

4 


2 

si 

4 £ x < 

6 



55. Dominio: todos los numeros realcs 
Rango: [0, I) 

Discontinua en todos los enteros 



-2 

-1 

0 

1 

2 


si-f sj:<-5 
si - j £ x < 0 
si 0 £ x < j 
si j =■= .t < j 

St jSr< 1 


K*) 



57. Eje: x = 2; vertice: (2.4); rango: [4, x]; no hay inlerseccibn con el ejex 



+ 

+ 


2 

I 

1 

2 


si -2 £ x < -1 
si -1 £ x < 0 

si 0 £ x < 1 

si I £ x < 2 
si 2 £ x < 3 


H>) 



l(x) 



(B) La grafica debe cruzar al eje 
x exactamentc una vez 


61. 


(A) Una respuesta posible; 63. y — 2x — 1 


fix) m 



puede cruzar al eje x 


65. (A) h + 1 


> * 

1 

0.1 

0.01 

0.001 

Pendiente 

2 

1.1 

1.01 

1.001 


. aproxinicindosc a I 


67. 


Grdficas de/y g 
10 



69. 


Gnificas de/y g 
to 


V 

V 

n 

r\ 


-to 


to 


71. Graficasde/yg 

to 


-to 





-10 


-10 













Grafica de m 


Grafica do m 


Grafica de m 



Grafica do n 




Grafica de n 


7TT 


-10 

73. mix) 5 mtotfix), gU)] 




-10 


75. (A) x 

28 

30 

32 

34 

36 

Millas recorridas 

45 

52 

55 

51 

47 

fix) 

45.3 

51.8 

54.2 

52.4 

46.5 



Grafica de n 



(C) /(31) = 53.50 miles de millas 
/(35) “ 49.95 miles de millas 



77. (A) s = f(w) = w/10 


1 28 32 

si0£*£ 3 000 


(B) /(I5) = I.S pulg./(30) = 3 pulg. 79 . £(*>= 80 + 0.04* si 3 000 < x < 8 000 


(C) Pendientc =,- 0 

(D) i 



| 180 + 0.04* six 2 : 8 000 
Disconhnua on x = 8 000 
£(5 750) = S310. £(9 200) = $548 
£<*) 


81. (A) A(x) ~ 50* - jt 

(B) Dominio: 0 < x < 50 

(C) 4(*) 


10 20 30 40 SO 




SOOO 10000 


83. 

X 

4 

-4 

6 

-6 

24 

25 

247 

-243 

-245 

fix) 

0 

0 

10 

-10 

20 

30 

250 

-240 

-240 


85. fix) = [0.5 + 100*1/100 
87. (A) I 15 0- 


CM = 


15 

0 

< 

X 


1 

18 

1 

< 

X 

< 

2 

21 

2 

< 

X 


3 

24 

3 

< 

X 


4 

27 

4 

< 

X 


5 

30 

5 

< 

X 


6 


O 1 2 

(D) 25 por25 pies 


-; /redondea los niimcros a decenas 

-240 -240 -250 

(B) No, ya que/(*) * C(x) en * *■ 1, 2, 3.4, 5 o 6 


Ol i 2 3 4 5 6 

89. $50 pordia; miximo ingreso = S12 500 91. (A) 32V5 »• 71.55 pies/scg (B) 15 pies 

Eferclclo 2-5 ^ 

1. Dominio: [0,»); Rango: (-*. 0] 3. Dominio: R. Rango: (-*, 0] 5. Dominio: R\ Rango: R 

7. (/+ g)(x) = 5* + !,(/■- g)(.r) = 3* - t.(/g)(x) = 4.r + 4*. (fig)M = 4.v/(.r + I): 

Dominio de/+ g = Dominio de/— g = Dominio de/p = (—*. *). Dominio de/7g = (-*, — I) U (- 1, “) 













Respuestas 


A-89 



La grat'ica dc y = |a-| csta corrida 2 unidades 
a la izquierda y rcflejada en el eje x 


La grifica de y =,x* cstA corrida 2 unidades 
a la derccha y 4 unidades liacia abajo 


35. La grdfica dey = Vat csta expandida verticalmcnte por un factor de 
2. rcflejada en el eje x, y corrida 4 unidades liacia arriba 


37. (/ + s)(jc) = V2 - x + V-r + 3. (/ - gHx) = V2 - x - Vx + 3. (fg)(x) = Vi - x - jf, lflg)(x) = V(2 - jr)/(jr + 3); 

Dominio de / + g = Dominio de / - g = Domimo de fg = [-3. 2], Dominio de fig = (-3. 2] 

39. (/ + gXx) = 2Vx - 2. (/ - gX*) = 6. </gXxi = Jt - 2Vx - 8. ( flg)(x) = (Vx + 2V( v'x - 4); 

Dominio de / + g = Dominio de / - g = Dominio de/g = fO, »), Dominio de fig = [0. 16) U (16. 

41. (/ + gX*) = Vjt + x - 6 + V7 + 6x - jt. (/ - gXx) = Vjt + jr - 6 - V7 + fix - jr 5 , 

(/gX*) = V 7 jf + 5r + 19 jt - 29* - 42. <//gKi) = + x - 6)/(7 + 6x - r): 

Dominio de / + g = Dominio dc / - g = Dominio de/g = [2, 7], Dominio de fig = [2. 7) ' 

43. (/° gX.O = Vx - 4. (g « /X*) = V-r - 4: Domimo de /« g = [4, »), Dominio de g ® / = [0. ») 

45. (/<• gXx) = (1 /jc) + 2. (g 0 /X x) = I/(jc + 2): Dominio de/« g = (—». 0) U (0. *=), Dominio de g »/ = (—», -2) U (-2. ®) 

47. (/« gXx) = l/(x - 1 [. (g o f)(x) = 1/(W - 1 r. Dominio de /» g = (-», 1) U (I, »), Dominio de g »/ = (-<*, -1) U (-1. 1) U (I. °°) 

49. y = 1* + 1| - 2 51. y = 3 - Vx 53. jr = I — U + 2) J 

55. y = V7+ 2 + 3 57. y = -(x - 3| 59. y = -(* + 2) 5 + I 
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61. Es igual quc la grdfica dep(x) = x corrida 2 unidades 63. Es igual que la grifica depW = x 2 corrida 2 unidades a la derecha. 
a la derech). y cxpandida por un factor de 2 y corrida > eontraida por un factor dc 1 reflejada con respecto al eje x y 

4 unidades hacia abajo. . corrida 3 unidades hacia arriba. 


((x) f(x) 



65. AW = (/« g)W: /(x) = x*. g(x) = 2x - 7 67. AW = (/» g)W:/W = x' n , g(x) = 4 + 2x 

69. AW = (g °/)W. gW = 3x - 5./(x) = x 7 71. AW « (g ° f)(x): g(x) = 4x + 3,/W = x ’ 1 ' 3 

73. La grafica dey == (vj esta reflejada en el eje x y expandida verticalmente por un factor de 3. Ecuacidn: y = —3(jt|.. 

75. La grafica de y = x 1 estA reflejada en el eje x y eontraida verycalmente por un factor de 0.5. Ecuacidn: y = -0.5x’. 

77. (/ + g)(x) = 2 x.(f~ g)(x) = 2Jx, (fg)(x) = x 3 - (Ur). (fig) (x) = (x 3 + l)/(x* - 1); 

Dominiode/ + g - Dominiodef— g = Dominio dc/g = (t x . 0) U (0, Dominiode fig = (-<*>, -1) U (-1. 0) U (0. 1) U (1, *) 
79. (/ + g)(x) = 2. (/ - g)(x) = -2x/[x|, (fg)(x) = 0. (fig)(x) = 0: 

Dominio dc f + g = Dominio.de f - g = Dominio de/g = (-«. 0) U (0. °°), Dominio de fig = (0. <») 

81. (/° g)W = V4 - x 2 , (g ° f )W = 4 - x; Dominiode/° g = [-2. 2], Dominio deg »/ = (-», 4) 

83. (/° g)(x) = (6x - 10)/x, (g °/)W = (x + 5)/(5 — x): Dominio de/° g = (-®. 0) U (0. 2) U (2. ®), 

Dominio deg »/ = (—°c, 0) U (0. 5) U (5, *) 

85. (/° g) (x) = V16 - r. (g °/)(x) = V34 - x“; Dominio de/» g = [-4. 4], Dominio deg »/ = [-5. 5] 


87. Grafica dc/W 



89. 



Grtfica de |/(x)| 


to 



91. La griifica dey = \f(x)\ es igual que la gnifica dey =/(x) 

siempre que/(x) a 0 y es la reflexidn de la gr&fica dey =/(x) 
con respecto al eje x siempre que/(x) < 0 . 


93. P(p) = -70 000 + 6 OOOp - 200p : 



Ejerclcio 2-6 


I. Unoauno 3. Nocsunoauno 5. Unoauno 7. Nocsunoauno 9. Unoauno 


II. No es uno a uno 
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13 . 


23. 


31. 


39. 


Uno a uno 15. Uno a uno 
Uno a uno 25. 


10 



17. Uno a uno 19. No es uno a uno 21. Uno a uno 
No es uno a uno 27. No es uno a uijo 

io 10 



Dominiode/"' = [1, 5] 
Rango de /"' = [-4, 4] 



33. Dominiode /" 1 = [-3. 5] 
Rango de f~' = [-5, 3] 


Y 



35. 


= i* + l 45. /-■!(*) = 10x - 6 



29. Uno a uno 

)• 







-10 

37. Y 



47. /"'(x) = (2 + x)/x 


49. 

57. 

61. 

63. 

67. 


'(x) = 2fl(\ - x) 51. 
‘(x) = 16 - 4X 2 . x 2: 0 


/"'(*) = (4x +■ 5y<3x - 2) 
59. /-(x) = (3 - x) 1 + 2. 


53. f'(x) = Nfrr- I 55. /"'(x) * (4 - x)’ - 2 
/-(x) = 16 - 4X 2 . x a 0 59. /"(x) = (3 - x) 1 + 2. x s 3 

La interscccion de/co n el eje x es la interseccidn de/" 1 con el eje y, y la interscccion de / con cl eje y es la interscccion de / 1 con el e 
/-(x) = I + 65. / '(X) ** -1 - Vx + 3 

/-'(x) = V9^? 69. /"'(X) = -vS^x 1 


/-'(x) = N/V- I 


55. 


eie i 


71. 


Dominiode/ 1 = (-3.0] 
Rango de /" 1 = (0, 3] 


Domimo de/ ' = (0. 3] 
Rango de /" 1 •* (-3.0] 


/■'(x) = V2x - r 
Dominiode /" 1 = (1,2] 
Rango de /" 1 - (0. I] 


73. 


/■'(*)- -V2 7- r 

Dominiode/ 1 = (0. I] 
Rango de /"' = (-1. 0] 



75. /"'(x) = (x - bVa 77. u = I y MOo a* -I y /< es arbilraria 81. (A) /" '<x» « 2 - Vx (Bl / '(x) = 2 vGr 
83. (A) /"'(x) = 2 - V4^"7. 0 s x s 2 (B) /"'(x) = 2 + V4^7. 0sxs2 


E|erclclo de repaso del capitulo 2 


I. (A) V45 (B) (C) 2 

3. Centro: (-3,2); radio = VT" (2-1) 


(2-1. 2-2) 2. (A) x' + r = 7 

4. Pendiente = - 1 (2-2) 5. 

Y 



(U) (x - 3) : + ly + 2) : = 7 (2-1) 

2x + 3t’ = 12 (2-2) 6 . y= -lx+ 2 (2-2) 




X "- Z 4 i 



7 
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7. 

8 . 

9. 

10 . 

15. 

19. 

21 . 


Vertical: x = -3. la pendiente no estA definida: horizontal :y = 4. pendiente = 0 (2-2) 

(A) Funcion; dominio ={ 1. 2, 31, rango ={ 1,4. 9J (B) Noes una !'unci 6 n 

(C) Funcion; dominio =[-2. - 1,0. 1.2[. rango = (2) (2-3/ 

(A) No es una funcidn (B) Una funcion (C) Una funcion (D) No cs una funcidn 

Los incisos (A) y (C) especifican funciones (2-3) 11. 16 (2-3/ 12. I (2-3) 13. 

9 + 3* - j 3 12-71 16. I + 3x + x 3 (2-5) 17. 20 + I2i - 5-t 5 - 3x> (2-5) 18. 

17 - 3^ (2-5) 20. -21 - 30r - 9 jt (2-5) 

(A) Y (B) Y (C) Y 





(2-3/ 

3 (2-3/ 14. -2a - h (2-3) 

(3jc + 5)/(4 - x*), x * ±2 (2-5) 

(D) Y 



22. (A) g (B) m (C) n (D) / (2-4. 2-5) 

23. (A) Intcrsecciones con cl eje x: -4,0; interseccidn con el eje.r: 0 (B) Vdrtice: (-2,-4) (C) Minimo:-4 

(D) Rango:y 2-4 o [-4. x) (E) Aumcnta en [— 2. x) (F) Disminuye en (— *. -2] (2-4) 

24. Min/(jr) =/(3) = 2; vdrtice (3.2) (2-4) 

25. (A) Rellcjada a travds del eje x (B) Corrida hacia abajo 3 unidades (C) Corrida 3 unidadcs hacia la izquierda (2-5) 

26. (A) 0 (B) I (C) 2 (D) 0 (2-4) 27. (A) -2.0 (B) I (C) No hay solucidn (D) x=3yx<-2 (2-4) 

28. Dominio = (-x, *|. rango = (-3. x) (2-4) _29. (-2. -1], [I. x) (2-4) 30. [-1.1) (2-4) 31. (-x,-2) (2-4) 

32. jt = -2. x = I (2-4) 33. f(x) = 4x' - V .t (2-3) 

34. La luncidn/multiplica el cuadrado del dominio del elcmento por 3. surna cuatro veces el elemento del dominio, y luego resta 6 (2-3) 

35. (A) 3a + 2j’=-6 <B> V52 (2-1.2-2) 36. (A) y=- 2v - 3 (B) y = jj + 2 (2-2) 

37. Es simdtrica con rcspecto a los ires (2-1) 38. (-x. 3) (2-3) 

39. Rango = [-4.«) (2-4) 40. [ 0 . 16) U (16. x) (2-3) 

Intcrsecciones: a = lyjr = 5,y = 5 
Min/U) =/(3) = -4 


Y 



41. (A) (/° g)(Jc) = Vpj - 8 . (g °f)(x) = |V* - 8 | (B) Dominio de/o = (-*. x), dominio deg «/= [0,*) (2-5) 

42. Funciones (A), (C) y (D) son uno a uno (2-6) 43. (A) (x + 7)/3 (B) 4 (C) x (D) Aumenta (2-6) 

44. Dominio = [—I, I] (2-4) 

Rango = [0. I] U (2, 3] 

Discontinua en x = 0 


Y 



45. La grAfica dc y = x 2 es verticalmente expandida por un factor de 2. rellcjada con rcspecto al eje .r. y corrida hacia la izquierda 3 unidadcs. 
Ecuacion: v = -2(x + 3) J . (2-5) 
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46. g( jc) = 5 - 3|x - 2| (2-5) 47. y = -(x - 4) J + 3 (2-4, 2-5) 


y 



49. (A)/-'(x) = jc 2 + 1 50. fr - 3>* + f ■ 32 (2-1) 51. Centro; (-2. 3). radio = 4 (2-1) 

(B) Dominio de/ * [1, °°) = Rango de /"' 

Rangode/= [0, °°) = Dominiodc /"■ 



52. Simelrica con rcspcclo al origen (2-1) 53. Disminuye en r2-2. 2-5) 



54. 

55. 

56. 

57. 


(A) Dominiode/= [0. oo) = Rango de/ Rango de/ = [— 1, °°) = Dominiode/ 1 (B) Vj + I (C) 2 (D) 4 

(E) x (2-6) 

La grafica dr y “ Vies verticalmenteexpandida por un factor de 2. reflcjada en el eje .v, corrida una unidad hacia la i/quierda y una 
unidad hacia abajo. Ecuaci6n y = -2'fyx +1 — 1 (2-4) 

Es igual que la grittica de g cambiada 2 unidades a la derecha. rellejada en el eje x, y corrida I unidad hacia abajo. (2-5) 



59. (A) i \ 1 - x\ dominio = (-oo, |] (B) j^/Vl - x, dominio = (-oo, 1) 

(C) I - x. dominio 1 ® (-«, I] (D) \/T-~P. dominio = [-1, I] (2-5) 

60. (A) (3x + 2)/(x - 1) (B) ^ (C) jr (2-6) 


-2 si x < - I 

61. f(x) <= 2i si - I s x < 1; dominio = (-oe, oo), rango = (-2.2] (2-4) 
2 si x a I 
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62. * — y — 3; una recia (2-1. 2-2) 65. (A) 


66 . Dominio: Todos los numeros rcales exccpto x - 2. 67. (A) 

Rango:^> -3o(-3. *) 
discontinua en x = 2 (2-4) 

10 




\A 


(2-1. 2-5) 


68 . (A) Lu gril'ica dcbe cruzar cl ejc x exactamente una vez (13) La gralica puedc inierseciar al eje.r una vez o ninguna (2-4) 

69. (A) V = -1 250< + 12 000 (B) S5 750 ( 2 - 2 ) 70. (A) R = 1.6C (B) $168 ( 2 - 2 ) 

f 200 siO s * s 3 000 __ __ 


200 

71. E(x) = 

101 * - 


100 si *>3 000 


; £(2 000) = $200, E(5 000) = $400 (2-4) 


72. (A) 


X 

0 

5 

10 

15 

20 ,B ' ’ 

Dcstruccidn 

309 

276 

271 

255 

233 

fix) 

303 

286 

269 

252 

' *00 
234 

200 

100 



S 10 IS 20 


(C) 217 en 1995, 200 en 2000 (D) LI consumo de huevo per capita cs de nproxiniadameme 17 liuevos cada 5 ailos (2-4) 

0.49* para 0 s * < 36 

73. (A) C<*) = 0.44* para 36 s * <72 (»> Discontinua en * = 36 y x = 72 (2-4) 

0 39* para 72 £ * ] 


36 72 1 08 


74. (A) C= 84000 + \5x:R = 50* (B) R = Cen * = 2 400 unidades; R < C para 0 £ *< 2 400; R > C para* > 2 400 (2-2) 

«(*), C(*) 



O 1 2 500 S 000 

75. P(p) = -14 000 + 700p - 10 /> 2 (2-5) 76. 5 pies (2-1) 

77. (A) A(x) = 60* - I* 2 (B) 0 < * < 40 (C) * = 20. y = 15 (2-4) 

78. (A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 0 (E) 1 (F) 0 (2-4) 





Ejercicio de repaso acumulativo de los capitulos 1 y 2 


1 . 

5* 

II 

K>|V» 

n 

1 

II 

II 

H 

N 

1 1-2 3. 

y a 5 

(1-3) 

4. -5 < x < 9 

(1-4) 5. x -s -5 o x a 2 (1-8) 





[5. *) 


(-5. 9) 

(-*. -5] U [2, °°) 





• 








P 

J 

m m * 

-5 o 

^ j | ^ 

-5 ; 

6 . 

(A) 7 - 10/ 

(B) 23 + 7/ (C) 

1 - i (1-5) 

7. 

o 

■sf 

1 

II 

H 

II 

u. 

00 

-V5.V5 (1-6) 

9. 

* 

li 

(1-6) 10 . x = 3 

(1-7) 11. 

jr - 


(1-3) 



12. (A) 2V5 (B) 2 (C) (2-1. 2-2) 

13. (A) x 2 + y 1 = 2 (B) (x + 3)2 + (y — I) 3 = 2 i2-/j 14. I’cndicnie: \ . inierseccion con el ejcy: -2; 

inierseccion con cl cje x: 3 (2-2) 

Y 



15 . 

16 . 

17 . 

18. 


(A) 

(C) 

(A) 

(A) 

(A) 


Funcion: donnnio;) 1, 2, 3f; rango: 1 11 iB) Nocs una funcion 
Funcion: doniinio; |— 2.-1,0. l.2):rango: (-1.0.2} (2-3) 

20 <B) ,r 1 + x+3 (C) 9r> - ! 8 .r + 13 (D) 2a + h - 2 (2-2. 2-5) 

lixpandida por nn Factor dc 2 (B) Corrida 2 umdades a la dcrecha (C) Corrida 2 unidadcs hacia abajo (2-5) 

y (B) y (2-5) 




19. 

23. 


27. 

29. 

30. 


No hay solucion ()■!) 
x < | o x > 3 (1-4) 
(-*. J) u (3. «) 


20 . 

24. 


x = J, 3 a*) 

jsm S2 (l-4t 

If- 2] 

-f- i - 


21. x ■= l.f (1-7) 22. 

25. -l<r<2o 
(—1. 2) U [5. °°) 


x = 87/16. y = 5/8 (1-2) 

(1-8) 26. x £ 2, x * 4 (1-3) 

[2. 4) U (4. 


-12 5 


(A) 0 (B) ® (C) -i (1-5) 28. <A> 3 + 18i (B) -2.9 + 10.7/ (C) -4 - 6 / (1-5) 

(A) Todos los numcros reales iBl |-2| U [1. *) (C) I (Dl £—3. -2) y [2, °°) (E) -2, 2 (2-3. 2-4) 


(A) y = -lx - 8 


(Bl y = |x + 5 


(2-2 31. t-4.») (2-3) 


32. Rango: [-9. oo) (2-4) 

Intersccciones: x — -2 y x 
Min/(x) = /!!) = -9 


= 4.y = -8 


Y 
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33. (/°gXx)=-~ 34. f'(x) = (2-6) 

Dominio: x * 0, 3 (2-5) 


35. Dominio: todos los numcros reales (2-4) 
Rango: (-*. — I) U [I. *) 

Discontinua en x = 0 
Y 


36. lA) y 

io| 






















L 






y 


1 1 



u 







i 








l 

_ 

_ 

_ 

_ 




37. La grifica dey = pr| cs comraida por rcflejada en el ejex. corrida 2 unidadcs a la derecha y 3 unidades liacia arriba;y = -^|x - 2| + 3. (2-5) 

38. (A) /"'(x) = x 2 - 4,jt a 0 39. Ceniro: (3. -1); radio: \/To" (2-1) 4(1. Similrica con respeclo al origen (2-1) 

(B) Dominio/ = [- 4 .®) = Rango/^ 1 ; j 

Rango/ = [0, «) = Dominio/" 1 

(C) Y (2-6) 










- 

£ 



— 

✓ 

xs 


' T n 



41. y = (x + 2) J - 3 (2-4) 42. y = 3 £ iV5 (1-6) 43 x=-i_$ (1-7) 44. u = ±V3, ±2/ (1-7) 

45. t = \ (1-7) 46. -18.36 £ x < 16.09; [-18.36. 16.09) (1-3) 47. x = -5.68. 1.23 (1-6) 

48. x = 1.49. y = 0.55 (1-2) 49. y = — - (1-1) 50. x = 5 + x - 2y, t = -12 - 2x + 5y (1-2) 

x + 4 • 

51. y (2-5) 52. 0 (1-5) 53. Todas las a y /Males que a < b (1-3) 54. i - ' <l-l) 

I x - I 



5 




i 




1 




v 


__ 

__ 



U-_ 








i ~ ^ 


Ef 




-5 


i 


55. x = (V2± i)/3 (1-6) 

56. Si6< -2o/»>2.haydosraicesrealesdistinias;si b = -lob = 2. hay unaraizrealdoble;y si -2 <b< 2.haydosraiccsimaginariasdistinias 
( 1 - 6 . 1 - 8 ) 

-—t.- a 2 — b 1 2ab 

57. x = iV3V2 + 3 (dos raices reales) (1-7) 58. —-z * -z - rzi (1-5) 

or 4 b a 2 + 6 

59. x <-1 o x > 2; (-«, -1) U (2, ») (1-8) 
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- 2 x 

si x < —2 

60. fix) = 4 

si -2 sis 2 

2 x 

si x> 2 


fix) = 4 si-2£x£2 61. (A) Dominio g: [-2.2] 

2 x six> 2 

Dominio: todos los numeros reales; Rango: [4, *) (2-4) (B) j(x) = Dominio (-2, 2) 

( (C) (/» g)(x) = 4 - x 2 ; Dominio (/= g): 

\ J / 1-2. 2} (2-5) 



62. (A) /"'(x) = I + VxT4 

(B) Dominio [-4. “); 
Rango[1. °°) 

(C) v 


(2-6) 63. f( X )m 


5 

f/’ 

( 


/ / 



S 

/ 

* 

r 

J \ 

» X. 

/ 

Ji 

* 

-5 



2 x+ 2 s 
2 x + 1 s 
2 x s 
2 x - 1 s 
2 x - 2 s; 
2x - 3 s 


-1 Sx< -£ 
-j=Sx< 0 
Osx< $ 

i S X < 1 

I Sx< $ 
j sx< 2 


Dominio: todos los numeros reales; Rango: [0, I); discontinua en x = i/2, i es tin entero 
y (2-4) 


*mrm 


64. 2o -} (1-6) 65. 10.5 min (1-1) 66. 2.5 mph (1-6) 67. 12 gal ()-/) 68. 8 800 libros (1-2) 

69. |p - 200| S 10 (1-4) 70. 116.50. 5 500 piezas de queso (1-2) 

71. (A) Ganancia: S5.5 <p < $8 o (S5.5. 58) (B) Pirdida SO Sp < 5.5 op > S 8 o [SO. S5 5) U ($ 8 . *) (1-8) 

72. 40 millas dc A a B y 75 millas de B a Co 75 millas de A a B y 40 millns dc 0 a C (1-6) 

73. x = — 900p + 4 571; I 610 botellas (2-2) 


74. CTx) 


0.06x 

0.05x + 0.6 
0.04x + 2.1 
0.03x + 5.1 


si 0 s x s 60 
si 60 < x s 150 
si 150 <xs 300 
si 300 < x 



1. 









V 







10 



r 1 

1 




1 



/ • 

U -L- 




75. (A) A(x) = 80x - 2x 2 
(C) 20 X 40 pies (2-4) 

4(x) 


(B) 0 < x < 40 



76. (A) /(.) = /(3) = l,/(2) = /(4) = 0 (B) /(„) = [ ' S ! " « Un entero im »~ (2-4) 

[0 si n cs un entero par 

77. (A) a = 2 500,6= -16 (B) 2 500 pies (C) 12.5 s (1-1. 1-2. 1-6) 


CAPfTULO 3 


EJercicio 3-1 


1. c 3. d 5 . h 7. h.k 9. 2nt + 1 11. 4x - 5, R = 11 13. x* + x + 1 15. 2/ - 5y + 13, R = -27 


x 2 + 3x — 7 


= x + 5 + ■ 


4x^ + lQx — 9 

m 


4x - 2 — ■ 


2x* - 3x + 1 


= 2x J + 4x + 5 + 
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25. 

35. 

41. 

45. 


49. 


53. 

59. 

65. 


69. 


73. 

75. 


I. 

5. 

9. 

15. 

25 . 


3 27. -6 29. ix 3 - 3x* + 3x - 4. R = 0 31. x‘ - x 3 + x 3 - x + 1. R = 0 33. 3X 3 - lx 3 + 21* - 67. R = 200 

2x> - 3x* - 15* 3 + 2x + 10. R = 0 37. Ax 1 - 6 x - 2. R = 2 39. 4r> - 2x - 4. R = 0 

3x* - O.&r 2 + 1.68x - 2.328. R = 0.0688 43. 3x* - OAr 5 + 5.32X 3 - 4.256x - 3.5952. R = -0.123 84 

La grifica lienc tres intersecciones con el eje x y dos 47. La grafica tiene ires intersecciones con el eje x y dos 

puntos de relorno: puntos de relomo 

P(x) —> oo como x -* oo y />(*) -* -oo comox —» -oo P(x) -* oo como x -> oo y P(x) —> -oo como x —> -oc 



La grAl'ica tiene una interseccidn con el eje x y dos 51. La grafica tiene una intcrsecci 6 n con el eje x y no tiene puntos 

puntos de retomo; de rctomo 

P(x) -» -oo como x -» oo y p{ x ) —> oo como x -* -oo P(x) -* -oo como x -* oo y p( x ) -» oo como x -» -oc 



P(x) = x 3 55. No existe diclto polinomio. 57. 2.Mr 1 + 1.98x - 2.03, R = 0.00 

0.96x’ - 1.32X 3 + 5.89x + 1.37, R = -3.74 61. 2x* - 3x + 2. R = 0 63. x 3 + (-3 + i)x - 31- 

La grafica tiene dos intersecciones con el eje x y un 67. La grafica tiene dos intersecciones con cl eje x y ires puntos 

punto de retorno de retomo. 

P(x) —* oo como x -» oo y como x —> -oc P(x) —* * como x —> °o y como x -» -oo 



La grafica tiene cuatro intersecciones con el eje x 71. La grafica tiene cinco intersecciones con el eje x y cuatro 

y tres puntos de retomo; puntos de retomo; 

P(x) —» -oc comox — » oo y como x —* -oo P(x) —> oo como x -» oo y P(x) —> -* como x -* -oo 



(A) En ambos casos, el coeficiente de x es a } , el termino constante es a/ + y el residuo es (a 3 r + a,)r + a o- 

(B) El residuo desarrollado es a 2 r 2 + a, r + (!<, = P(r). 

P(- 2) = 81; P( 1.7) = 6.2 


Ejercicio 3-2 

-8 (multiplicidad 3), 6 (multiplicidad 2); gradode P(x) es 5 3. -4 (multiplicidad 3), 3 (multiplicidad 2); - I; gradode P(x) es 6 

P{x) = (x - 3) J (x + 4); grado 3 7. P(x) = (x + 7)’[x - (-3 + V2)][x - (-3 - V2)I: grado 5 

P(x) = (x - (2 - 3i)][x - (2 + 3i)](x + 4)-'; grado 4 11. (x + 2)(x — 1 )<x - 3), grado 3 13. (x + 2) 2 (x - 1) J . grado 4 

(x + 3)(x + 2)x(x - l)(x - 2). grado 5 17. Si 19. SI 21. ± 1 . ± 2 . ±3. ±6 23. ±1. ±2. ±4, ±$. 

±1. ±3. ±§. ±i. ±£. 27. i. ltV2 29. -2 (ralzdoble), ±V5 31. ±2. I ± V2 33. ±1, §. ±1 
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35. —5,2.3 37. -f, 0.5.2 39. j r. 2 V 3,2 (doble raiz) 4!. - I (doble raiz), —j. 2 ± i 

43. P(x) = (x + 2)(2x - I )(3x + 2) 45. P(x) = (x + 4)[x - (I + V2 )][jc - (1 - V2)] 

47. P{x) = (2x ~ I )(2x + 1 )(x — 2)(x + I) 49. Noiaci6n dc desigualdad: 2-V3s.t£2+V3; notacidn de iniervalo: [2 - V3,2 + V / 3] 

51. Notacidn de desigualdad: r s -1 o I £x s 3; notacidn de intervalo: {—x. -1] U [1,3] 

53. Notacidn de desigualdad: -3£i£ j o x a 2; notacidn de iniervalo: [-3. j ] U [2.») 

55. x 2 - 8* + 41 57. x 2 - 6x + 25 59. x 1 - 2ax + a 1 + Ir 61. 3 + «. -1 63. 5/. 3 65. 2 - i, ±V 2 

67. Notacidn de desigualdad: -j<x<-I ox> I: notacidn de iniervalo; (-j, -1) U (I, *) 

69. Notacidn de desigualdad: x s-2o-l<x<2o3<x£5; notacidn de intervalo: (-*, -2] U (— 1.2) U (3. 5] 

71. V 6 es una raiz dc P(x) = x 2 — 6, pero P[x) no (iene raices racionales. 

73. "V 5 es una raiz dc P[x) = x 5 - 5, pero P[x) no tiene raices racionales 

75. j,6±2V3 77. -j.j. ±4/ 79. j (dobleraiz).4 ♦ V 6 81. (A) 3 (B) -j - (V3/2)i, + (V3/2)i 

83. Max = n. min. = 1 85. No, ya que Plx) no es un polinomio con coeficientes reales (el cocficienle de .r es cl numero imaginario 2/) 

87. 2 pies 89. 0.5 por 0.5 pulg o 1.59 por 1.59 pulg 

EJercldo 3 3 

I. Hay por lo menos una inierseccidn con el eje x cn cada uno de los iniervalos (-5. - I). (- I. 3) y (5, 8) 

3. Hay por lo menos una interseccidn con el eje x en cada uno de los iniervalos (-6. -4), (-4.0). (2. 4) y (4, 7) 

5. Raices en (0, I), (3,4) y (4, 5) 7. Raices en (-3,-2),(—2, - I) y (I. 2) 9. Llmite superior 2: llmite inferior: -2 

11. Limile superior: 3; limile inferior: -2 13. Limile superior: 2; limile inferior: -3 

15. (A) Llmite superior: 4; llmite inferior:-2: raices reales en(-2,-I), (0, l)y (3,4) (B) 3.2 

17. (A) Llmite superior: 3; limile inferior. —2; raices reales en(-2, -I) (B) —1.4 

19. (A) Limite superior 4; llmite inferior:-3; raices reales en (-3,-2),(-1,0). (I, 2) y (3,4) (B) 3.1 

21. (A) Limitc superior: 3; llmite inferior -2; raices reales en (-2. — I) y (-1,0) (B) -0.5 

23. (A) Limite superior: 3; limite inferior: -1 (B) 2.25 25. (A) Llmite superior: 3; llmite inferior:-4 (B) -3.51,2.12 

27. (A) Limite superior: 2; limite inferior-3 (B) -2.09,0.75,1.88 29. (A) Limite superior I; limile inferior -1 (B) 0.83 

31. (A) Limite superior: 5, limite inferior -2; raices reales en (-2, — 1), < 1.2) y (3,4) (B) 3.22 

33. (A) Limite superior. 4; limite inferior:-4; raices reales en (-4,-3), (1,2) y (2. 3) (B) 2.92 

35. (A) Limite superior: 30; limite inferior: -10 (B) — 1.29.0.31,24.98 

37. (A) Limite superior: 30; limite inferior:-40 (Bl -36.53,-2.33,2.40,24.46 

39. (A) Limite superior: 20; limite inferior: - 10 (Bi -7.47,14.03 

41. (A) Limite superior: 30; limite inferior -20 (Bi - 17.66,2.5 (raiz doble), 22.66 

43. (A) Limite superior: 40; limite inferior:-40 (Bl -30.45,9.06,39.80 

45. x 4 - 3a 2 - 2x + 4 = 0: (1, I) y (1.7, 2.9) 47. 4^- 84 j 4 + 432Lr - 600 = 0; 2.3 pulg o 4.6 pulg. 49. x’- 15x-+ 30 = 0; 1.5 pies 

Ejerclclo 3-4 

1. g(x) 3. h{x) 5. Dominio: (-*.-I) U ( —1, *); interseccidn con el ejex: 2 7. Dominio: (—*, -4) U (-4,4) U (4, »); 

interseccidn con el eje x: — I, I 9. Dominio (—*, -3) U (-3,4) U (4, =); intersecciones con el eje x: -2. 3 
11. Dominio: todos los numeros reales; interseccidn eon el eje r 0 

13. Asintota vertical:x = 4; asintota horizontal:^ = 2 15. Asintotas verticales: .v = -4, x = 4; asintota horizontal :y = 2/3 

17. No hay asintotas verticales; asintota horizontal: y = 0 19. Asintotas verticalesx = -1, x = j; no hay asintota no horizontal. 

21. Y 23. V 25. Y 27. Y 



29. Y 31. Y 33. Y 35. Y 







A-100 


Respuestas 




41. El numero miximo de intersecciones con el eje x es 2 y el niimero minimo es 0. Por ejemplo, (jr - I )/x r liene dos inlersecciones con el eje x y 
( x 2 + 1 )/x* no tienc ninguna 

43. Asintota vertical: x = 1; asintoia oblicua: y = 2x + 2 45. Asintoia oblicua: y = x 

47. Asintoia vertical: x = 0; asintota oblicua: y = 2x - 3 

49. fix) -* 5 contox -> * y/(x) -» -5 como x -» ■ . las rectasy = 5 y y = -5 son asintotas horizontales. 

51. fix) —» 4 comox -» « y/(x) -> -4 comox -» . las rectasy = 4 yy = -4 son asintotas horizontales. 


53. 


59. 



p(x) = jc 2 - 1, [/"(jr) - p(x)] -»0 comoji-> 61. p(x) = x 3 + x, (/"(jr) - />(jr)] -» 0 como x —> ±* 


63. Dominio: x it 2. o(-«, 2) U (2,»); 

/(*) = X + 2 




65. Dominio: x * 2. -2, 

o<-*. -2) U (—2, 2) U (2.«); 

fix) = — 


67. N -» 50 como f -> = 
N 




(B) lOyardas 

(C) 



73. (A) L(x) = lx + 


450 


(B) (0.=°) 

(C) 15 pies por 15 pies 



Ejerciclo 3-5 

1. A = 2. B = 5 3. A = 7, B = -2 

9. A = 0, fl = 2, C = 2. D = -3 11. 

2x 


5. A = 1, B = 2. C = 3 
3 4 .. 3 


2 3* - 1 

x + x 2 + 2x + 3 


25. 


1 


19. 

3 


x - 4 x + 2 
3x + 5 


13. 


7. A = 2. B = 1. C = 3 
1 __ 2 1 


x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 

2 


x - 4 x + 3 (x + 3) J 


27. 


L x - 2 ♦ 
2 * 


3x + 4 2x - 3 
3 2 


x — 2 x - 3 


23. 


2 _ 

x x - 3 (x - 3) 2 
2 2x + 5 


x - 3 x 2 + 3x + 3 


x - 2 (x - 2) 2 x* - x + 1 


29. x + 2 + 


x - 1 


2x- 1 x + 2 2x 2 -x+ 1 
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12 . 

13. 


36. 

38. 


4. l-i (3-3) 


Ejerddo de repaso del capitulo 3 

1. 2x' + 3.W - I = <x + 2)(2^ - x + 2) - 5 (3-1) 2. ft3) =-8 (3-1. 3-2) 3. 2,-4. - I (3-2) 

5. (A) P(x) = (jc + 2Lr(x - 2) = x* - 4jt (B) > -t *como.v -» * y P(x) -* -* comox -♦ —* (3-1) 

6. Limite inferior:-2. -1; limite superior. 4 (3-3) 7. ft I) = -5 y ft2) = I son de signo contrario. (3-3) 

8. ± I. ±2, ±3. ±6 (3-2) 9. -1.2.3 (3-2) 

10. (A) Domimo:(-x,-4)U (-4.*): intersection con el eje (B) Dominio:(-*.-2)U (-2.3HJ (3,=);intersecci6nconelejex:0 (3-4) 

11. (A) Asinlota horizontal: y = 2; asintota vertical = -4 

(B) Asintoia horizontal :y = 0; asintotas verticales: x = - 2,.r = 3 (3-4) 

2 5 


(3-5) 

x - 3 x + 2 

(A) La grifca de ftx) tiene ires intersecciones con el eje x y 
dos punlos de retomo: ftx) —> ■ como x —» * y 
ftx) —» —« como x -4 — * 
ftx) 


(B) 3.5 (3-1.3-3) 



14. Q{x) = Sx 5 - IZr 1 - Idr- 8./f = 5:ftj) = H » 5 (3-1) 15. -4 (3-1) 16. ftx) = [x - (I + V2)][x - (I - V2)] (3-2) 


17. 

19. 


Si ya que ft-I) = 0. x - (-1) = x + I debe ser un factor (3-2) 18. -2.-,.4 (3-2) 


ftx) = (x + 2)(Zt + l)(x — 4) (3-2) 20. No hay raices racionules (3-2) 

I+/V3V I-/V3 


21. “I. I. 


I * iV3 


(3-2) 


22 . (x + I )( 2 x 




d-2) 


2 A , 2 

23. Notacidn de desigualdad: x £ -3o-j s i s 2; notacidn de miervalo (-*. — 3] U [ — j. 2] (3-2. 1-8) 

24. (A) Limite superior: 7; llmile inferior-5 (B) 6.62 (C) -4.67,6.62 (3-3) 

Dominio: (-», -1) U ( -1, intersection con el ejex 
Asintota vertical: x = - I: asfntota horizontal y - l 

(3-4) 


25. (A) 
(B) 


I; interseccidn con el ej ey: -j 



(3-5) 


27. — + 

x x - 2 (x - 2)’ x 2x> - 3x + 3 

28. ftx) = [x - (I + i)][x? + (I + l)x + (3 + 2i)J + (3 + 5 i) (3-1) 29. ftx) - (x + 2 ) J (x + 3)(x - I)\ grado 6 (3-2) 

30. ftx) = (x + 5)[x - (2 + 3i)][x - (2 + 3/)]. grado 3 (3-2) 31. i ±2, l±V2 (3-2) 

32. (x - 2 )(x + 2 )(Zr - 1 )[x - (1 - V'2)][x - (I + V 2 )] (3-2) 

33. Notacidn de desigualdad: -3<xS-jO - ~<x £ jOX> 2; notacidn de intervalo: (-3, --] U ( 1 '] U (2. *) (3^2. (-8) 

34. Ya que ftx) cambia el signo tres veces. el grado minimo es 3. (3-3) 

35. ftx) = o(x - r Xx 3 - 2x + 5). y ya que el tdrmino constantc. -5 ar. debe ser un entero, r debe ser un numero racional. (3-2) 

3 . 3t\ 3 


2x - 1 


(3-5) 

29. ftx) 


(A) 3 


(B) 



2 

0 - 4 ) 


(3-2) 37. (A) Limite superior: 30; limite inferior:-30 (B) -23.54.21.57 (3-3) 
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-2 (3-4) 40. “—- — + —-— (3-5) 41. Z\' - 32v + 48 = 0. 4 X 12 pics o 5.2 x 9.2 pics (3-2) 

x - 3 x .r 2 + I 

729 = 0.4.8 pies (3-3) 43. 4.r' - 70.r + 300.r - 300. 1.4 pulg o 4.5 pulg (3-3) 

2x + 8. (-2, 4). (-1.6. 2.6). (1, 1). (2.6, 6.8) (3-2) 


Ejerdcio 4-1 


CAPITULO 4 


55. (A) 1.46 (B) f(x) -* * como* -**;/(*)-* -5 comojc-» 


'8 (B) J\x) -> * comojt -» *\f(x) -» —* como x -* ninguno 


in 




1 XI 


1 




\ 






5 

5 


X 

g(*) 

-3 

-27 

-2 

-9 

-i 

-3 

0 

-1 

1 

-0.33 

2 

-0.11 

3 

-0.04 


X 

y 

-3 

27 

-2 

9 

-1 

3 

0 

1 

1 

033 

2 

0.11 

3 

0.04 


X 

y 

-3 

0.04 

-2 

0.11 

-1 

0.33 

0 

1 

1 

3 

2 

9 

3 

27 


) 

f 

3 UUU 

1 


l 


\ 1 soo 



\ 


: \j_ l 


V 


N— 


10 




30 

















| ' 




1 








1 




/ 




/ 




/ 










59. 


L 


61. A i "6 vuelos (B) 570 vuelos 63. (A) 19 1b (B) 7.9 1b 



65. (A) $4 225.92 (B) $12 002.71 67. $9 841 69. No 

Ejercldo4-2 









A- 1U4 Kespuestas 


53. Ahorros de Gill: SI 230.60: Richardson SyL: SI 231.00; ahorros de Estados Unidos: SI 229.03 55. SI2 197.09 


57. 

59. 

(A) l5millones 

40 tableros 

(B) 30millones 

61. 50° F 

63. 0.0009 coulomb 

65. 100 venados 


N 


9 

N 



Ejerciclo 4-3 


1. 81=3" 3. 0.001 = lO-’ 5. 3 = 8 I 1 ' 4 7. 16 9. log , 0 0.0001 = -4 11. log, 8 = | 

13. log,: (4) = 15. lqg, g 7 = ^ 17. 0 19. I 21. 4 23. -2 25. } 27. Vi 29. r 1 31. x = 4 

33. y = 2 35. b = 4 37. b = cualquier ntimcro real positive excepto el 1. 39. x - 2 41. y = -2 43. b = 100 

45. 2 log,, u + 7 log, v 47. 5 log, m - 5 log, n 49. log, u - log, v - log, w 51. -2 log* a 53. | log, (r 1 - f) 

55. | log, N - 2 log, p - 3 log, q 57. }(2 log, x + 3 log, y 5 log, z) 59. log, (r’/y) 61. log, (w/jry) 

63. log, (i J r’/^z) 65. log, (VuA-Y 67. log, \ ’ 69. 5 log, (x + 3 ) + 2 log, ( 2 * - 7) 

71. 7 log, (x + 10) - 2 log, (1 + lOx) 73. 2 log, x - { log, (x + I) 75. 2 log, x + log* (x + 5) + log, (x - 4) 77. x = 4 

79. i = | 81. x = $ 83. jc = 2 85. x = 2 87. 3.40 89. -0.92 91. 3.30 93. 0.23 95. -0.05 

97. Y 99. Y 




(B) Dominio / = (-». = 0 ) = Rango /“' 
Rango / = (0. *) = Dominio /*' 

(C) /■'(*) = log,„ x = -log. x 


105. • g '(.r) = + 2) 107. La rcflexidn no es una luncion, ya quer = 3’ no es uno a uno. 


Ejerciclo 4-4 

1. 4.9177 3. -2.8419 5. 3.7623 7. -2.5128 9. 200 800 11. 0.000 664 8 13. 47.73 15. 0.6760 

17. 4.959 19. 7.861 21. 3.301 23. 4.561 25. x = 12.725 27. x = -25.715 29. * = 1.1709 X 10” 

31. x = 4.2672 X 10 1 








Respuestas 


A- 105 


33. y 35. r 37. Y 39. V 



41. El signode desigualdad en el ultimo paso es opuesio purque log , es negativo. 43. (B) Dominio = (I,»); range = (-*. x) 
45. (0.90.-0.11). (38.51.3.65) 47. (6.41. I 86 ). (93J5.4 54 ) 49. 2 51. 2 



-2 -2 


53. (A) Odecibeles (B) 120 decibclcs 55. 30 decibclcs mis 57. 8.6 59. I 000 veces mas potenle 61. 7.67 km/s 

63. (A) 8.3, basico (B) 3.0. acido 65. 6.3X10 mol/litro 


Ejerddo 4-5 


I. 

17. 

31. 

43. 

55. 

61. 


x = 1.46 3. 

x = 0.321 

5. x = 1_29 

7. x = 3.50 

9. x => 1.80 11. 

x = 2.07 

13. x = 20 15. 

x = V 19- 

x =* 14.2 

21. x = -1.83 

23. x = 11.7 

25. x = ±1.21 

27. x = 

5 29. x = 2 + V3 

x = i(l + V89) 

33. x 

= 1. 1*. 35. 

x «* f 37. x 

= 0.1, 100 39. 

(B) 2 

41. (B) -1.252, 1.707 

3.6776 45. 

-1 6094 

47. -1.7372 

49. 

t 

51. / = /odO" 10 ) 

53. / 

= UIO 16 -"" 5 ) 


f =In (1 - 57. x = In (y ± Vv - 1) 59. x = ■; In 7 —^ 

R \ E / 2 1 -y 



0.43 


75. 0.27 77. Aproximadamentc 5 afios 79. 9.16% 81. (A) 6 (B) 100 veces mas brillante 

83. Aproxiniadamcnte 35 aflos 85. 18 600 aflos de antiguedad 87. 7.52 s 89. k = 0.40; / = 2.9 h 91. lOafios 


Ejerddo de repaso del capitulo 4 

1. log m = n (4-3) 2. In x = y (4-3) 3. x = 10' (4-3) 4. y = e* (4-3) 5. 7* (4-1) 6 . e^' (4-1) 

7. x = 8 (4-3) 8 . x = 5 (4-3) 9. x = 3 (4-3) 10. x = 1.24 (4-3) 11. x=11.9 (4-3) 12. x = 0.984 (4-3) 

13. x = 103 (4-3) 14. x = 4 (4-3) 15. x = 2 (4-3) 16. x=-l. 3 (4-2) 17. x=l (4-1) 18. x = ±3 (4-2) 

19. x = -2 (4-3) 20. x = $ (4-3) 21. x = 64 (4-3) 22. x = e (4-3) 23. x = 33 (4-3) 24. x = 1 (4-3) 

25. 1.145 (4-3) 26. Noesta definido (4-3) 27. 2.211 (4-3) 28. 11.59 (4-3) 29. x = 4l.8 (4-1) 

30. x = 1.95 (4-3) 31. x = 0.0400 (4-3) 32. x = -6.67 (4-3) 33. x = 1.66 (4-3) 34. x = 2.32 (4-5) 

35. x = 3.92 (4-5) 36. x = 92.1 (4-5) 37. x = 2.11 (4-5) 38. x = 0.881 (4-5) 39. x = 300 (4-5) 

40. x = 2 (4-5) 41. x = 1 (4-5) 42. x = |(3 + Vl3) (4-5) 43. x = 1 , 10 \ 10 > (4-5) 44. x = 10 * (4-5) 

45. e • - 1 (4-2) 46. 2 - 2e » (4-2) 
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SO. 


52. 

54. 

58. 

61. 

62. 


63. 

66 . 

70. 


73. 


1 . 

2 . 

4. 

6 . 

9. 

11 . 

12 . 

13. 

15. 



(4-2) 51. y = -e'; y = (*)' = * ' (4-3) 


(A) y = e ”‘ /3 csta disniinuyendo, niientras y = 4 In (x + ljesta aumeniando sin iimite. (B) 0.258 (4-5) 
(1.003. 0.010). (3.653. 4.502) (4-4) 55. / = l < jUO a,a ) (4-5) 

n = - ~ 7 ~T < 4 '5> 59. f-'(x) = e " 3 + 1 (4-5. 2-7) 

In (I +0 

v = ce i: (4-3. 4-5) 

Dominio/ = (0, oo) = Rango /“' (4-3) 

Rango/ = (-°®. “) = Dominio/”' 


53. 0.018,2.187 (4-3) 
56. x = +V-2ln(V2^y) (4-5) 57. / = /„(<”**) (4-5) 

60. f-'(x) = In (x + vV + 1) (4-5. 2-6) 


y 



Si log, x = y, cnionccs se liene l v = x; esio es. 1 = x para un x positivo arbitrnrio. el cual es imposible. (4-3) 65. 23.4 aflos (4-5) 

23.1 aflos (4-5) 67. 37 100 aflos (4-5) 68 . (A) N= 2 , 'oA/ = 4' (B) 15 dias (4-5) 69. $1.1X10* (4-2) 

(A) P (B) 0 (4-2) 71. 6.6 (4-4) 72. 7.08 X 10* joules (4-4) 



50 decibeles mas (4-4) 74. k = 0.009 42:489 pics (4-2) 75. 3 aflos (4-5) 


Ejerciclo de repaso acumulativo de los capitulos 3 y 4 

(A) P(x) = (x + I ) 3 (x - 1 )(x - 2) (B) P(x) ~> como x -♦ =o y conio x -* -* (3-1) 

3x> + 5x? - 18x - 3 = (x + 3X3x* - 4x - 6 ) + 15 (3-1) 3. -2. 3, 5 (3-2) 

/ > (1) = -5 y P( 2) = 5 son de signo opuesto (3-3) 5. 1. 2, -4 (3-2) 

—- + ——r (3-5) 7. (A) x = log y (B) x = e’ (4-4) 8 . (A) Se 11 (B) e* (4-2) 

x + 1 x - 2 

(A) 9 (B) 4 (C) £ (4-3) 10. (A) 0.371 (B) 11.4 <0 0.0562 (D) 15.6 (4-4) 

f(x) = 3 lnx - Vx (4-3) 

La funcifln/multiplica la base e elevada a la potencia j del elemento del dominio por 100 y despuis le resta 50. (4-2) 

P(\) = | (3-2) 14. Inciso(B) (3-1) 

(A) La grflfica de P(x) tiene cuatro intersecciones, el eje x y (res puntos de retorno; (B) 2.8 (3-1, 3-3) 

P(x) —> oo como x -» * y como x -♦ —« 


P« 
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16. 

17. 

19. 

21 . 

24. 


25. 

30. 

35. 

40. 


(A) Li'mite superior 4; llmite inferior: -6 (B) 3.80 (C) -5.68,3.80 (3-3) 

Q(x) = 2x> - Sx 1 + 1. R = -2. Pi 2) = -2 f3-2j 18. 3, I ± |i (3-2) 

-4, - 1 . ±V3; P(x) = (x + 4Kx + i)(x - V3XX + V3) (3-2) 20 . »s- 2 o 3sxs6; (-», - 2 ] U [ 3 , 6 ] 

“ 1331 21 i + rtr-5Vi? <*» “• -rprrrr (3J ' 

(A) Dominio. x 4= —2; intersection con el eje x: -4: intersection con el cje v. 4. 

(B) Asintota vertical: x = —2 
Asintota horizontal:^ = 2 

(3-4) 


(3-2) 



1. i (4-2) 27. x = 2.5 (4-3) 28. x = 10 

x = 5 (4-5) 31. x = 7 (4-5) 32. x = 5 (4-5) 33. x = e 01 (4-4) 


x = 3.38 (4-5) 
Y 


(4-3) 29. x = £ f 4-3) 

34. x = 1, e 05 (4-5) 


36. 


x = 4.26 (4-4! 
(4-1) 41. 


37. x = 2.32 (4-4j 38. x = 3.67 (4-5) 


39. 


43. 



m 


(4-4) 42. A(l) 


x = 0.549 (4-5) 
(4-2) 



A 







i, 








»<x 

) 



r 






\ 

r 





\ 



i_ 



.— 


1 10 


(4-2) 



44. 

45. 

46. 

47. 

48. 


Una retlexidn en el ejextransforma la grafica de = In xen la grSfica dc;< =■ -Inx. Una reflexion en el eje y transforma la gnifica de v = Inx 
en la grifica de y = In (-x). (4-3) 

(A) Para x > 0,y = e ' disminuye de I a 0, mientras Inxaumenta de — » a *. Consecuentemenle, las graficas se pueden intersectar 
exaclameme en un punto. (B) 1.31 (4-3) 

Si. por ejemplo: P(x) = (x + «)(x - «)(x + V 2)(x - V 2) = x 4 - .r - 2 (3-2) 

(A) Limite superior: 20; Ilmite inferior -30 (B) -26.29,-6.22.7.23,16.67 (3-3) 

Asintota vertical: x = -2 49. Pi x) = (x + I >V(x - 3 - 5/)<x - 3 + 5/); grado 7 (3-2) 

Asintota oblicua: y = x + 2 (3-4) 


50. 

51. 



- 1 (raiz doble), 2. 2 ± i V2; Pix) = (x + l)Hx - 2Kx - 2 - iV2)(x - 2 + iV2) (3-2) 

-2 2 2x + 3 

(x - I) * (x - l) s x- + x + 2 { ' > 


-2 (raiz doble), -1.88. 0.35. 1.53 (3-3) 52. 
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53. 


55. 

58. 


62. 


(A) /' '(a) = f*° + 2 54. n 

(B) Dominio/= (2,«) = Rango /" 1 
Rango/= Dominio /' 1 = (-«.=) 


In( I + Ai/P) 
ln(l + i) 


(4-5) 


(C) y (4-5) 



V = Ar’' (4-5) 56. 

1 .8 por 3.3 pies (3-3) 
63.1 veccs mis poicnte 


x = ln(y + vV + 2 ) (4-5) 57. a = 2 pies y y = 2 pies oa = 1.3 pies yy = 4.8 pies 

59. (A) 46.8 millones (B) 103 millones (4-1) 60. 10.2 aftos (4-5) 61. 

(4-4) 63. 6.31 X I O ' 4 W/m J (4-4) 


(3-2) 

9.90 afios 


(4-5) 


CAPfTULO S Ejerclclo 5-1 

1 . (-1.0) 3. (1.0) 5. (- 1 . 0 ) 7. ( 0 .-I) 9. (0. -1) 11 . (0. - 1 ) 13. (1/V2. I/V2) 

15. (V3/2. 1/2) 17. (1/2.-V3/2) 19. (-1/2. V5/2) 21 . (- \/V2. - 1/V2) 23. (-l/\/2. - I/V2) 

25. a,—;b.+ 27. a, — ; 6 , + 29. a.+; 6 . — 31. 33. </.+ ; 6 , + 35. 0; 21it, 6 cualquier entero 

37. 3it/4; 3it/4 + 2/ir, /(• cualquier emero 

39. 1F(a) son las coordenadas de un punlo en un circulo unitario que esli a (i| unidadcs de (1.0), en dircccidn contraria a la dc las manecillas del 

rcloj si x es positiva y en direccidn dc las manecillas del rctoj si a' es negaliva. HTx + 4ir) lienc las misrnas coordenadas que H'(x), ya que sc 
rcgresa al misnio punto cada vez que se va alrededor del circulo unilario cualquier multiplo cnlcro dc 2 tt unidades (la circunferencia del circulo) 
en cualquier direccidn. 

41. V 43. F 45. V 47. -7it/4,rt/4 49. -4it/3,2n/3 51. -5rc/6.7rt/6 53. x = rc/4 + 2kn, k cualquier enlero. 


Ejerclclo 5-2 

I. (A) a (B) 1/6 (C) alb (D) I/a (E) 6 /a (F) 6 3. I 5. j 7. I 9. VI 

II. No esli dcfinido 13. I 15. 17. I 19. No esli detinido 21. Cuadrante II o III 23. Cuadranie I o II 

25. Cuadranie II o IV 27. -0.6573 29. -14.60 31. 1.000 33. -I 35. 0 37. I/V2 39. No esli dcfinido 

41. -I/V3 43. V372 45. 2 47. I 49. (Al sen 0.4 = 0.4 (B) cos 0.4 = 0.9 (C) tan 0.4 = 0.4 

51. (A) sec 2.2=-2 (B) lan 5.9 =-0.4 (C) col 3.8 = I 

53. sen x< 0 en los cuadrames III y IV, cot a < 0 en los cuadranics II y IV, por lamo. umbos son verdaderos en el cuadranie IV. 

55. cos x< Oen los cuadranics II y III, sec x > Oen los cuadranics I y IV; por lamo. no es posible que ambos sean verdaderos para el mismo valor dc a. 
57. Ninguno 59. 7 t/ 2 . 3 it /2 61. it/2.3it/2 63. (A) 0a I (B) laO (C) 0a-l (D) — I a 0 

65. 0.8138 67. 0.5290 69. j 71. Vl 73. -5 _ 

75. sen x = -V5/2, tan x = -VT.cotx = - 1 /VT.csc.r = -2/ V 3, sec a = 2 ( 

77. cos A = -l/V" 2 , tan x = I, col x = 1 , esc a = -VT, sec a = — 

79. col A = l/VT, sen a = — V r 3/2. cos a = - !. esc a = -2/V3. sec a’ = — 2 81. k 83. 5it/6 85. 5it/6 

87. (A) ldcntidad(5) (B) Idcnlidad (9) (C) Identidad (I) 89. 75 nv 91. I2V"3 = 20.78 pulg ! 

93. a, = 0.5. a, = 1.377 583. a, = 1.569 596. a t = I 570 796; a, = I 570 796 ; Jl/2 = 1.570 796 

Ejerclclo 5-3 

1. 40° 3. 270° 5. 405° 7. 6 9. 2.5 11. tr/4 13. 3ir/2 15. 13ir/6 17. ir/ 6 . ir/3, n/2. 2ir/3. 5ir/6. it 

19. -n/4. —ir/2. -3n/4. —it 21. 60°. 120°, 180°, 240°. 300°, 360° 23. -90°, -180°,-270°,-360° 25. 5.859° 

27. 354.141° 29. 3°2'31' 31. 403°13’23’ 33. 1.117 35. 1.892 37. 0.234 39. 53.29° 41. 64.74° 

43. -134.65 45. Cuadranie 111 47. Cuadranie II 49. Cuadranie III 51. Angulo cuadramal 53. Cuadranie IV 

55. Cuadrante IV 57. Cuadranie II 59. Angulo cuadramal 61. Cuadranie II 63. Cuadranie III 
65. Un ingulo central que mide un radiin es un ingulo sublendido por un arco de la misma longilud que la del radio del circulo 
67. Coterminal 69. Coterminal 71. Colerminal 73. No colcrminal 75. Coterminal 77. Coterminal 79. 24 000millas 
81. El ingulo de 7.5° y 6 lienen un lado en comun. (Un polo vertical exiendido en Alejandria pasa por cl centro de laTierra.) Los rayos del Sol son 
escncialmenlc paralclos cuando Megan a la Ticrra.Dc mancra que, los oiros dos lados dc los ingulos son paralclos, ya que un rayo de Sol hacia 
el fondo del pozo, cuando se exliende, pasa por el cemro de laTierra. Con base en la gcometria se sabe que los ingulos interiores allcmados 
forman una llnea que intersccta a dos lineas paralclas que son igualcs Por lo tanlo, (I = 7.5°. 

83. 7it/4 rad 85. 200 rad 87. it/26 ■> 0.12 rad 89. 12 91. 865 000 mi 93. 33 pies 
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Ejercicio 5-4 

1. sen 6 = 4/5, cos 6 = 3/5, tan 0 = 4/3. esc 0 = 5/4. sec 0 = 5/3, cot 0 = 3/4 

3. sen0 = V3/2, cos 0 = - 1 / 2 , tan 0 = — V3. esc 0 = 2/V3. sec 0 = - 2 , cot 0 = — l/VI 

5. 0.4226 7. -1.573 9. 0.8439 11 . -0.3363 13. 0.9174 15. 0 17. V3 19. 1 /V 2 21 . V 2 

23. No esta definido 25. No esta definido 27. 60° 29. -rr /6 31. tt/3 33. - 1/2 35. 0 37. - l/VI 39. \/3/2 

41; 1 /V 2 43. 2 45. -VI 47. - V3/2 49. Definido para todo 0 . ya que cos 0 = a/r y r nunca es cero 

51. 90° y 270°, ya que tan 8 = bla y a = 0 en 0 = 90°. 270 1 53. 0° y 180°. ya que esc 0 = r/h y b = 0 en 0 = 0° y 180° 

55. 120° o 2ir/3 rad 57. 210° 0 7ir/6 rad 59. 240° o 4ir/3 rad 

61. cos 0 = -4/5, tan 0 = -3/4, esc 0 = 5/3, sec 0 = -5/4. cot 0 = -4/3 

63. sen 6 = -2/3, tan 0 = 2/V5. esc 0 = -3/2, sec 0 = -3A/5. cot 0 = V5/2 

65. Tangcnte y secante, ya que tan 0 = bla y sec 0 = ria y a = 0 si P(a. />) esla sobre cl eje vertical (la divisidn entre cero no esta definida) 

67. 150°. 210° 69. ir/4. 5ir/4 71. (A) 1.75 rad (B) (-0.713. 3.936) 73. 9.27 unidades 

75. (A) *. 0.866*. 0.5* (B) 75.5° 79. (A)-3.31371. 3.14263, 3.14160. 3.14159 (B) tt = 3.1315926 

81. (A) 44.07; -0.32 (B) y = -0.93x + 1.27 


Ejercicio 5 5 

1. blc 3. c/b 5. bla 7. cos 0 9. sec 0 11. cot 0 13. 60.55° 15. 82.90° 17. 37.09° 

19. a = 72.2°. a = 3.28. b = 1.05 21. a = 46°40'. b = 116, c = 169 23. |3 = 67°0\ b = 127. c = 138 

25. p = 36.79°. a = 31.85. c = 39.77 27. a = 35°20\ p = 54°40'/c = 10.4 29. a = 37°30\ p = 52°30\ a = 7.67 

31. (A) cos 0 = 04/1 = OA (B) Angulo OED «* 0; cot 0 = DEI I = DE (C) sec 0 = OC/I = OC 

33. (A) Conforme 6 tiendc a 90°. OA = cos 8 tiende a 0 IB) Confomie 0 licndo a 90°. DE = cot 0 tiende a 0. 

(C) Conforme 0 tiendc a 90°, OC = sec 0 aumenta sin limite. 

35. (A) Conforme 0 tiendc a 0°, AD = sen 0 tiende a 0 (B) Conforme 0 tiende a 0°. CD = tan 0 tidnde a 0. 

(C) Conforme 0 tiende a 0°, OE = esc 0 aumenta sin limite. _ 

39. 228 pies 41. 127.5 pies 43. 2 22Smillas 45. 44° 47. 9.8 m/s J 49. (B) 0 _C( 8 ) 51. 0.77 m 


10 ° 

S368 

222 

20 ° 

S363 

435 

30° 

$360 

622 

40° 

$360 

146 

50° 

S363 

050 


Ejercicio 5-6 


I. 

5. 

7. 

9. 


II. 


13. 


15. 


2jt.Jt.2n: 3. (A) I unidad IB) Indefinidamente lejos (C) Indefinidamcnte lejos 

(A) -27C. -;t. 0, re, 2n (B) — 3tt/2, -rc/2. Jt/2.3lt/2 (C) No hay interseccioncs con el eje x 

(A) Ninguna (B) -3rt/2 ,-ji/ 2, Jt/2, 3lt/2 tC) -2it, -it, 0. n. 2 k 

(A) No ticne asintotas verticales (B) -3n/2. -n/2, n/2. 3nl2 (C) -2n. -k. 0, it, 2it 

(A) y = cosx (B) ^=tanx (C) y = csc.v 



(A) Un corrimiento de nJ2 a la izquierda transforma la grafica de la cosecante en la gnifica dc la sccantc. (La respuesta no es unica (vease cl 
inciso (B).] 

(B) La gnifica dey = -esc (j - kI2) es un corrimiento de n/2 a la derecha y una rcllexidn en el eje de las x de la grifica dc y = esc x. El 
resultado es la grtifica dey = sec x. 


(A) 


- 3 cos x 


/ L 7 


y = cos x 



(B) No (C) I unidad; 2 unidades; 3 unidades 

(D) La desviacidn de la griifica con respccto al eje ,vcambin conforme cambia A 
La desviacion parecc ser \A\. 
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Respues tas 


17. (A) y = sen2x ,y = sen3x (B) 1; 2; 3 
\ /i Y 7 senx 


\ / 
rf\ 

i 


xD 


-I 



(C) n 


(B) La grifica de y = cos x esta corrida |C] umdades a la dcrccha si C < 0 y |C| 
unidadcs a la izquicrda si €> 0. 


21. En cada caso. el numero no esia en el dominio de la funcion, y aparece algun mensaje de error. 
23. (A) Ambas grificas son casi indislinguibles cuanlo mas se accrcan a x en cl origen. 


X 

-0.3 

-0.2 

-0.1 

0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

sen x 

-0.296 

-0.199 

-0.100 

O.(XK) 

0.100 

0.199 

0.296 


1. A = 3. P = 2tt 
Y 

4 



-2-tt 


9. A = 1. P = 2 
Y 



2b 



Ejerclclo 5-7 

3. A = \. P = 2-n 
Y 




5. A = 1, P = 2ir/3 7. A = I. P = 4ir 




13. A = P = I 
Y 


1- 

A A 

v'v' 

-1 • 

J V 2 




21. y = 3 sen4.t, -ir/4 < jt s ir/2 




-4 -2 


h 


XL 


2 A 


A 


-4n -2 b 


A 


2b 4b 

23. y = -10 sen irar, -I Sxfi 2 25. y = 5 cos (x/4), -4ir s jr s 8ir 27. y = -0.5 cos (ir.t/4), -4 s i s 8 

29. y = cos 2x 31. y = I — cos 2x 








33. A - I, /> = 2ir 35. A = i. P = 2 tt 37. A = 1. P = 2 

Corrimicnto dc fase = -it C u e n m i enio de fase = k/4 Corrimiento de fase = I 



51. A = 3.5, P = 4 53. A = 50. P = I 55. _i> = 2 sen (a- + 0.785) 57. y = 2 sen (a- - 0.524) 

Corrimicnlo dc fase = -0.5 Corrimienio de fase = 0.25 


59. 

61. 




La ampliiud esta disminuyendo con cl tiempo. Esio I'recuenienicntc cs referido como una onda scnoidal 
amoniguada. L 4 cjemplos son aulomovilcs cn movimiento vertical, el cual se amorligua por el sistema dc 
suspension despues de que el carro tiene un cheque y el dccaimiento lento de un pendulo que se ha liberado dc una 
linea vertical de suspension (resistencia del aire y friccion). 



La amplitud esta aumentando con el tiempo. En sistemas lisicos y electricos esto se llama resonancia Algunos 
cjcntplos son el balancco de un puenie cuando hay vientos I'uertes y el movimiento de cdificios altos durante un 
terremoto. Algunos puentes y cdificios se destruyen cuando la resonancia alcanza limites elasticos de la estructura. 


65. 


-to 

1 


67. A = $. P = tt/4 


69. y = -8 cos 4nr 
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71. A(n) La grdfica muesira los cambios de estacion del contaminante bioxido de sulfuro en la aimosfera; se produce 

mds durante los meses de inviemo debido at aumento de calor 


n 

73. A = 15, P =jj ) 75. A = i,P = { 

Corrimiento de fase = - 177 , 




Ejerclcio 5-8 



9. Periodo = 4ir 11. Periodo = 2n 13. Pcnodo 2 15. Periodo = it 
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25. 


33. 


Periodo = 4it 
Corrimienio de fase = it 


Y 



y = tan 2x 


i 



27. Reriodo = 4 

Commienio de fase = I 


29. Periodo = 4 

Corrimiento de Case = - I 



31. y » esc 3x 


S 


u 

cr 

H 

h 


-s 



(C) La longiiud de un haz de luz cmpieza en 20 pies y aumcnia rapidamenle sin limiic. 


Ejerciclo 5-9 


I. 

21 . 

39. 


53. 


55. 


63. 


65. 

71. 


n/2 3. il/3 5. Jt/3 7. x/4 9. 0 II. it/6 13. 1.144 15. 1.561 17. No csli dcfinido 19. -it/4 

-re/3 23. it 25. -Jl/2 27. 25 29. 2.3 31. 1/2 33. -V 2 35. -1.472 37. -0.9810 

2.645 41. -45° 43. -60® 45. 180° 47. 43.51° 49. -21.48° 51. -89.93° 

sen 1 (sen 2) = 1,1416*2 Para que la idenlidad sen" 1 (scn.r) = .v valgn. ,v debe eslar en cl dominio resiringido de la funcidn seno; estoes, 
-n/2 s jt s jt/2, El numero 2 no esti en el dominio resiringido. 



i/vT+7 



69. /*'« = 3 + cos* 1 l(jr - 4V2). 2sis6 

(B) El dominio para cos x es (=°) y el rango es [- 1,1] el cual esiA en el dominio para cos" 1 x 
De manera que. el dominio para y = cos" 1 (cos jr) tiene una grifca en el iniervalo (-*.*). 
pero cos 1 (cos x) = x s6lo en el dominio resiringido de cos x, [0. it]. 



0 


















Respuestas 


75. (A) 



(B) 59.44 mm 


150 


10 


mn.« 


77. 21.59 pulg 


79. (A) 



(B) 7.22 pulg 81. (B) 76.10 pies 

35 



0 


Ejerclcio de repaso del capitulo 5 


1 . 

2.5 radianes 

(5-1) 

2. 7.5 cm (5-1) 3. 

a = 54.8°, a = 

16.5 pies, b = 

1 1.6 pies 

(5-2) 

4. 

(A) 

tt/3 

(B) 60° 

(C) tr/6 (D) 30° 

(5-2. 5-4) 5. 

(A) 

III. IV 

(B) 

11. Ill 

6 . 

(A) 

_2 

5 

(B) J 

*if*i 

1 

6 


(5-4) 

8 . 

(A) 2-rr 

(B) 

7. 

8 ° 

0 rad 

sen 8 

cos 6 tan 6 esc 6 

sec 8 cot 8 


0 

0 

0 

1 

0 

ND* 

1 

ND 

30 

ir/6 

1/2 

Vm 

1/V5 

2 

2/V3 

V3 

45 

tt/4 

1/V2 

1/V2 

l 

V 2 

V2 

1 

60 

tt/3 

V3/2 

1/2 

V3 

2/v'3 

2 

1A/3 

90 

tt/2 

1 

0 

ND 

1 

ND 

0 

180 

-nr 

0 

-1 

0 

ND 

-1 

ND 

270 

3ir/2 

-1 

0 

ND 

-1 

ND 

0 

360 

2t r 

0 

1 

0 

ND 

1 

ND 


•ND = No esui definida 

.9. (A) Dominio= (—», “), range = [-1, 1] 


(C) 

2tt 


II, IV (5-3) 
(C) ir (5-6) 


(B) Dominio es el conjunto de todos los mimeros reales excepto x = 


2k -r I 
2 


k un entero. rango es el conjunto de todos los ntimeros reales 



15-6 


12. El Angulo central en un circulo subtendido por un arco de la niitad de la longitud del radio. (5-1) 

13. Si la grAPica de y = senx estA corrida 7t/2 unidadesa la izquierda. el resultado serA la grAfica de y = cosx. (5-6, 5-7) 14. 78.50° (5-1) 

15. a = 49.7°, |3 = 40.3° c = 20.6 cm (5-2) 16. (A) II (B) Cuadrantal (C) III (5-1) 17. (A) y (C) (5-1) 

18. (B) y (C) (5-3.5-5) 19. tc/2, 3ti/ 2 (B) O.rr (C) O.tr (5-3.5-5) 

20. Ya que las coordenadas de un punto en un circulo unilario estan dadas por P(a, b) = /■'(cos x, sen jr), se evalua P( cos (-8.305), sen (-8.305)1 

(usando calculadora en el modo radiAn) para obtener P( -0.436. -0.900). Observe que x = - 8.305, ya que P se mueve en el sentido de las 
manecillas del reloj. El cuadrante en el cual estA P(a. b ) se puede deterniinar por los signos de a y b. En este caso P estA en el lercer cuadrante. 
puesto que a es negativo y b cs negativo. (5-5) 

21. 0 (5-4) 22. No estA definido (5-4) 23. 0 (5-4,5-91 24. -l/V2o-V2/2 (5-4) 25. ir/4 (5-4.5-9) 

26. -2/V3o-2V3/3 (5-4) 27. 71/3 (5-4.5-9) 28. -j (5-4) 29. -tt/4 (5-4.5-9) 30. - l/V 3 o-V3/3 (5-4) 

31. - 75/6 (5-4.5-9) 32. 5tc/6 (5-4.5-9) 33. 0.33 (5-4 5-9) 34. -V 2 (5-4.5-9) 35. V3/2 (5-4.5-9) 

36. -j (5-4.5-9) 37. 0.4431 (5-3) 38. -15.17 (5-3) 39. -2.077 (5-3,5-5) 40. -0.9750 (5-2.5-9) 

41. No estA definido (5-2.5-9) 42. 1.557 (5-2.5-9) 43. 1.095 (5-9) 44. No estA definido (5-9) 

45. (A) 6=-30° (B) 0=120° (5-9) 46. (A) 0=151.20° (B) 0 = 82.28° (5-9) 






Respuestas 


47. cos 1 [cos (-2)] = 2. Para que la identidad cos ' 1 (cos-r) = x valga. x debe eslaren el dominio restringido de la fiincidn coseno; esto es, 0 £ jr 
£ k. El ntimero -2 no esta en el dominio restringido. (5-9) 

48. A * 2, P = 2 (5-7) 49. . (5-7) 50. y = 6 cos 2,r, -it (2 s js u (5-7) 



51. y = -0.5 sen ir*, -1 SjS2 (5-7) 

52. Si la grdfica de v = tan x esli corrida rt/2 unidades a la derecha y se retleja con rcspectoal ejejr. elresultado sera lagrafica dey = cot*. (5-6. 5-7) 

53. (A) cos x (B) tan 3 x (5-5) 54. [ (5-7) 55. A = 2. P = 4. corrimiento de fase = 1 (5-7) 



58. (A) y - tan x (B) y = cot x 



59. (A) 2.5 rad (B) (-6.41.4.79) (5-1. 5 - 3 ) 60. (A) 2ir/3 (B) 5ir/4 (5-5) 

61. y (5-6) 62. y — tan" 1 x = arc tan x (5-9) 63. P = I ; corrimiento de fase = (5-8) 

4 s-L |i [ Domimo = (-*,«) 

!l X /! i Rango = (—ir/2. ir/ 2 ) 



64. Periodo = 4tt; corrimiento de fase = ji/2 (5-8) 65. (A) Origen (B) Ejey (C) Origen (5-6) 66 . I/VI - r (5-9) 

67. Para cada caso, el ntimero no esti en el dominio de la funcidn y el mensaje de error apareceri. (S-5,5-9) 

68 . y = 2 sen (tlx + Jt/4) (5-7) 










A-116 Respuestas 



71. 2ir/5 rad (5-1) 72. 28.3 cm (5-2) 73. / = 30 cos 120irr (5-7) 

74. (A) L = 10 esc 0 + 15 sec 6, 0 < 0 < ir/2 

(B) La longitud del ironco mis largo que puede hacer la esquina es de 35 pies. 


TABLA 2 


0 (rad) 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

L (pies) 

42.0 

38.0 

35.9 

35.1 

35.5 

36.9 

39.6 


(C) La longitud del tronco mis largo que puede haccr la esquina cs de 35.1 pics. 


40 



(D) La longitud L aumcnla sin fin. (5-2. 5-5) 

IS. (A) y = 4 - 3 cos (ntl6) 

(B) La grffica mucstra los cambios de estacibn en el consumo dc refrescos. La mayor cant idad se consume en agosto ylamenorcn febrero. (5- 7) 



CAPfTULO 6 Ejerclcio 6-1 


27. 2 29. 2 61. No es una identidad 63. Una identidad 65. No cs una identidad 



-2 -2 


67. Una identidad 69. Una identidad 71. No es una identidad 

79. g(x) = cot x 81. g(x) = - 1 + esc x 83. g(x) = 3 cos x 



-4 -4 -4 

85. Ill, IV 87. I. II 89. Todos los cuadrantes 91. I. IV 93. ocosx 95. aseex 


13. 1(cosjt - V3senx) 15. sen x 
-3 - 4VI 

27. sen (x - y) m -—- . ton (x + 

45. -0.3685, -0.3685; 0.9771, 0.9771 


E|ercicio 6-2 

tan x + V3 


1 — V3 tonx V3 - 1 

4V8-3 -2 

. lan(x + y) = - 29. sen(x - y) = ton 

’? 0.9771 47. -0.4429, -0.4429; -2.682. -2.682 


V3 + I 


ton (x + y) = -ft 












Respuestas 


A-i 1/ 


49. Evalue cada lado para un conjunto particular de salorcs de x y y para el cual cada lado esta definido. Si el lado izquierdo no es igual al derecho. 
entonces la ecuacidn no es una identidad. Bor eiemplo. para x = 2 y y — I, ambos lados estan definidos pero no son iguales. 


51. >i = sen (x + ir/6) 

V3 1 

y 2 = — sen x + — cos x 


53. y, = cos (x — 3ir/4) 

V2 V2 

y 5 = —cos x + — sen x 









1 

1 


-4 


57. g 59. -$ 61. xy + (vT^x'xVT^?) 

65. y, = cos 1.2* cos 0.8x — sen l.2x sen 0.8x 71. C 3 510 pies 

y 2 = cos lx 

4 


-2tt 


V A A 

y/Y/ 


V/ V 


55. y, = tan (x + 2ir/3) 
tan x - V3 
I + V3 tan x 


yi ■ 


— 2-ir 


J 

Ml 

r 

rm 


Ejerclclo 6-3 

1 . 4 — 4 3. -V5= -Vi 5. 1 = 1 7. 

11. ,- * _, 13. 


V2 - Vl „ V2 - V2 

-;- 9. --- 


-2it 



\. a /- 

V V 

V V 


-2m 


2 


2 



H 


V 


33. sen 2* = -g, cos 2r = ^. tan 2x = -g 35. sen 2i = -||§, cos 2x = }$. tan 2* = 

* -3 - 2V2 


x . /3 + 2V2 x . /] 
37 . sen- = y— —.C0SJ--V- 


3 - 2V'2 


X 2\/5 X V5 X 

39. sen- =-—, Cos - = ——-. tan - = -2 

2 5 2 5 2 


41. (A) 26 es un Angulo del segundo cuadrantc > a quc 8 es el Angulo del primer cuadrantc y tan 26 es ncgalivo para 28 en el segundo cuadrantc y 
no para 26 en el primero. 

(B) Construya un triAngulo de referenda para 2" en el segundo cuadrante con (a, b) - (-3.4). Use el teorema de Pitagoras para encontrarr = 
5. De manera quc, 20 y cos 28 = -| 

(C) Las identidades de los Angulos dobles cos 28 = I - 2 sen- 0 y cos 26 = 2 cos ; 0 - I_ 

(D) Use las identidades en la parte (C) en la forma sen 8 = v ~ ~ y ~ y cos H " \p~ 

Se usan los radicalcs positivos potque 8 esta en el cuadrante I. 


I + cos 20 


43. 


47. 


61. 


(E) sen 6 = 2V1/5; COS 0 = V5/S 

(A) -0.723 35 = -0.723 35 (B) -0.588 21 = -0588 21 

y, = y, para [~ it tr] 49. y, = y, para [-2ir, 0] 




45. (A) -3.2518 = -3.2518 (B) 0.892 79 = 0.892 79 

55. -£ 57. 59. V5/5 


65. sec 2x 


4 


J % 

y \ 



r 

_ 


r 

I 


- 4 











A-118 Respuestas 


67. 

x = ^ ~ 13.176 m: 

6 = 28.955 

0 69. 0 

71. 

(B) 

TABLA 1 




n 10 

100 

1 000 


A„ 2.93893 

3.13953 

3.14157 


sen 20 
32 pies r 


(C) A tiendc a it, cl Area del circulo con radio I. 

(D) A* no igualara exactamente el irea del circulo inscrito para cualquier n sin importar lo larga que se escoja a n: sin embargo. A w se puede 
aproximar al area del circulo inscrito tan grande como se desee hacer a n. 


Ejerciclo 6-4 


V3 - 2 


1. J sen 4m + ^ sen 2m 3. j cos 2« - j cos 4u 5. 2 sen 2/ cos t 7. 2 sen ?»• sen 2w 9. —-— 11. 

19. Sea x = it + v y y = u - v, rcsuelva cl sistema rcsultantc para u y vcn temiinos de v y y. despues sustituya los resultados en la primcra 
identidad. La segunda identidad rcsultard despues de una pcquefla cantidad de manipulacioncs algebraicas. 

29. (A) -0.34207 = -0.34207 <B) -0.05311 = -0.05311 31. (A) -0.19115 = -0.19115 (B) -0.46541 = -0.46541 

3x x 

33. y, =• 2 sen— cos 7 35. y 2 = -2 sen x sen 0.7x 

4 4 


43. (A) 


, 3x 

2 sen — 

4 

X 

COS - 


A. , 

V 

u V 

-4 

i(sen4j: + senli) 

A 

A A 

A A 

v/ V. 

V 

-A 

rr - - 

2 

— T=^- 







39. v 3 = ^(cos 1.6x - cos 3x) 




45. (A) 



—2 -2 
(B) y, = cos (30rrx) + cos (26ttx) <B> y, = sen i22irx) + sen <l8ir.i) 

La misma grifica que cn el inciso(A) La misma grafica que cn el inciso(A) 

47. (B) _!_, ._!_, 






Ejerciclo 6-5 

I. 7n/6, llit/6 3. 7n/6 + 2K.it, 11it/6 + 2kn, k cualquier entero 5. 2n/3 7. 2n/3 + ht. k cualquier entero 9. 30°, 330° 











Kespuestas 


A-119 




II. 30° + A(360°), 330° + A<360°), k cualquier entero 13. 1.1279,5.1553 15. 74.0546° 

17. 3.5075 + 2Ait. 5.9172 + 2ta, A cualquier entero 19. 0.3376 21. 2.7642 23. ki 180°). 135° + *1180°), k cualquier entero 

25. 0,2rc/3. it, 4rc/3 27. 4rr/3 29. 210°. 330° 31. 60°. 180°. 300° 33. rt/3. it, 5rt/3 35. 41.81° 37. 1.911 

39. 0,3747,2.767 41. 0.3747 + 2Jbt. 2.767 - 2/bc. * cualquier emero 43. 0.3747.2.7669 

45. 0.3747 + 2kn. 2.7669 + 2kK, k cualquier entero 47. (— 1.1530. 1.1530) 49. [3.5424. 5.3778], [5.9227, x) 51. 1.8183 

53. lan 1 (-5.377) ticne exactamente un valor. -1.38". la ecuacidn lan x = -5.377 lienc inlinidad de soluciones. las cuales se cncueniran at sumar 
kn. k cualquier entero, para cada soiucidn en un periodo de tan x. 

55. 0, 3rr/2 57. it 59. 0.1204.0.1384 

61. (A) La raiz mds grande de/es 0.3183. Como m aumenta sin limite, l/.v tiendc a 0 a (raves de numeros posilivos, y sen (l/x) liende a 0 a (raves 
de numeros positivos, y = 0 es una asintota horizontal para la gral'ica de/ 

(B) Exisle un numero infinilo de raices emre 0)6. para cualquier b. sin embargo, pequefia. La cxploracidn de la grafica sugiere esia 

conclusion, la cual es reforzada por el siguienie razonamiento: Note que para cada inlervalo (0,6], sin embargo, pequefio. conforme x 
liende a 0 a lrav6s de numeros posilivos. I i aumenta sin limite,ycomo l/.r aumenta sin limile, sen l/jc cruzard el eje x un numero 
ilimilado de veces. La funcidn/no dene una raiz oequerta, porque enlre 0 y />, no importa que lan pequeiia sea b, hay siempre un numero 
ilimiiado de raices. 

63. 0.009235 s 65. 50.77° 67. 123° 69. 2.267 rad 71. (A) 12.4575 mm (B) 2.6496 mm 

73. (r. 0) = (0. 0). (0, 180°), (0. 360°) 75. 8 = 45 


Ejercldo de repaso del capitulo 6 


5. 

8 . 

10 . 

12 . 

24. 

28. 

30. 

32. 

36. 

38. 


39. 

40. 


41. 


2 (sen 8a + sen 2a) (6-4) 6. — 2 sen Cu sen x <6-4} 7. cos,r (6-2) 

135° + *(360°), 225° + *(360°)* cualquier entero '6-5/ 9. kK. rt/4 + kit. k cualquier entero (6-5) 

0.7878 + 2Ait, 2.3538 + 2kn, k cualquier entero (6-5) II. 75.1849° + 1(360°), 284.8151° + *(360°). * cualquier emero 
-1.4032 (6-5) 13. 3.1855 (6-5i 14. iA No es una idenlidad (B) Una idenlidad (6-1) 

~ ^ ~ V 3 (6-4.5-4) 25. - 6-i.5-4i 26. it/3.2JI/3.4it/3,5)t/3 (6-5) 27. 0°. 120° (6-5) 


(6-5) 


Ait, n/6 + 2kn, 5rt/6 + 2kn. k cualquier emero '6-5; 29. krt. n/6 + 2Art. I I n/6 + 2Ait. k cualquier entero (6-5) 

120° + *(360°), 240° + *(360°). k cualquier emero 6-5 1 31. 14.34° + k( 180°). k cualquier entero (6-5) 

0.6259 + 2Alt, 2.516 + 2Ait, A cualquier emero (6-5) 33. 1.178,2.749 (6-5) 34. 1.4903 (6-5) 35. *< 1.4903 (6-5) 

-0.6716.0.6716 (6-5) 37. [-0 6716.0 6716] (6-5) 

(A) Si (B) Ecuacidn condicional. ya que la ccuacidn es falsa para x = I y u = I. por ejcmplo. y ambos lados eslan definidos en x = I y 

y= I. (6-1) 

sen 1 0.3351 liene cxaciamenlc un valor. > la ccimobo sen i = 0.3351 tiene un numero infinilo de soluciones. (5-9. 6-5) 

(A) No es una idenlidad (B) Una sdenudad '6-/J 

, V3 

yj = ; cos j: + -y sen t (6-2) 


2 


'X 4 

'X / 

V7 

w 


-2 


42. (A) 0. 2rr/3, 4rr/3 (B) 0.2.0944.4.1888 (6-5 1 43. -2.233.0.149 (6-5) 

44. (A) 3/VIOo 3VT0/I0 (B) 7/25 (6-3) 45. -24/25 f6-3) 46. 24/25 (6-2) 

47. (A) 0. tt/3, 2ir/3 (B) 0. 1.0472. 2.0944 <6-5 1 

48. (A) 0.6817, 1.3183 

(B) Conforme x aumenta sin limile. In- 1 1 tiende a 0 a iravbs de numeros posilivos, y sen [!/(* - I)] liende a 0 a trav6s de numeros 
posilivos .y = 0 es una asintota horizontal para la grdfica de f 

(C) Hay un numero infinilo de raices en cualquier inlervalo que conienga a .r = I Elnumerojr= I no es una raiz porque sen [1 /(j - l)]no 
esta definido en x = I. (6-5) 


49. X = V27; j = 5.196 cm. 0 = 30.000° 
51. y = 0.6 cos (184 it;) 

2 


(6-3) 50. 0.00346 s 

y = -0.6 cos (208irr) 
2 


0 0 


. 


lUUUilililiiUltii 





f 6-5) 


0 2 


-2 





A-120 Respuestas 


y — 0.6 cos (184-TTf) - 0.6 cos (208irr) y - 1.2 sen(12TT/) sen(196irr) 

2 _2_ (6-4) 


0.0 


4 


0.2 


0.0 


0.2 


-2 


52. Altura = 7.057 pies, radio = 21.668 pies 



De la figura, /?0 = 18 y sen 0 = 16//?. De esias dos ecuaciones. al despejar /? cn tArminos de 0 y csiablecer que los 
rcsullados son iguales enire si. se oblicne la ecuacidn trigonomelrica descada. (6-5) 


CAPfTULO 7 Ejercicio 7-1 

I. -y = 79°, a = 41 pies, b = 20 pies 3. p = 40°, a = 16 km. c — 5.8 km 5. « = 49°. a = 53 yd, b = 66 yd 
7. p = 81°. b = 16 cm. c = 12 cm 9. Un triAngulo, el caso donde a es ngndo y a = 2 = h 

11. Un triAngulo: el caso donde a es agudo yo&6(a = 6.6 = 4) 

13. TriAngulos cero; el caso donde a es agudo y 0 < a < h (o = I. Ii = 2) 

15. Dos triAngulos: el caso donde a es agudo y Ii < a < b (6 = 2. a = 3, b = 4) 

17. p = 49.5°, a = 20.0 pies, c = 4.81 pics 19. -y = 58.1°. a = 140 m. <• = 129 m 21. No hay solucidn 

23. a = 63.4°. y = 77.7°, c = 46.7 pulg 25. a = 116.6°, y = 24 5°, c = 19.8 pulg 27. No hay solucidn 

29. a = 22°10', -y = I28°20’, c = 89.8 mm 31. k = 25.2 sen 42.3° = 16.9599 33. Lado izquierdo: 16 204; lado derecho 16.073 

35. 4.06 mi, 2.47 mi 37. 353 pies 39. 5.8 pulg. 3.1 pulg 41. 4.42 X 10’km. 2.39 X 10* km 43. 159 pies 

45. R = 7.76 mm, s = 13.4 mm 


Ejercicio 7-2 

1. El Angulo y es agudo. Un iriAngulo puede lener a lo mas un angulo obluso. Ya que a es agudo, entonces, si cl iriAngulo licne un Angulo obluso, 

puede ser cl Angulo opuesio al mAs largo de los dos lados, bye. Por consiguicnie, y, cl Angulo opuesto al mAs corto de los dos lados, c, debc ser 

agudo 

3. a = 6 03 yd, p = 56.6°. y = 52.2° 5. c = 14.0 mm. a = 20°40'. P = 39°()' 

7. Si el triAngulo tiene un Angulo opuesio, entonces debe ser un Angulo opuesio al lado mayor, en este caso, p. 

9. a = 23.0°, P = 94.9°, y = 62.1° 11. a = 67.3°. p = 54.6°. y = 58.1° 13. No hay solucion, ya que a + y > 180° 

15. 6 = 23.1 pulg. a = 46.1°, -y = 29.4° 17. p = 10.8°, a = 22.5 m. /» = 5.01 m 19. a = 30.7°. -y = 110.9°. c = 21.0 pulg. 

21. a = 49.1°. p = 102.9°, y = 28.0° 

23. TriAngulo 1: P = 70.3°,a = 51.3 °.a = 5.99m;TriAngulo2: P = 109.7°. a = 11.9 °.a = 1.58 m 25. No hay solucidn 31. 120yd 

33. 100.6° 35. 5.81 pies 37. 121 mi 39. 74.1m 41. 0.284 rad 43. a = 3I°50'. P = 50°I0', y = 98°0' 

45. Z.CAB = 33° 47. 24 800 mi 

Ejercicio 7-3 

1. |u + v| = 58mph.0 = 51° 3. |u + v| = 65 kg. 0 = 54° 5. |u + v| = 447 km/h. 6 = 13.6° 7. |u| = 30 lb. |v| = 12 lb 

9. |u| = 71 mph, |v| = 220 mph II. No. Dos veclores son iguales si y s6lo si tienen la misma magnitud y direcci6n. 

13. |u + v| = 77g,a = 15° 15. |u + v| = 23 nudos, a = 6° 17. |u| = 12kg, |v| = 6.0 kg 

19. |u| = I09mph,|v|= I60mph 21. Debido a que cl vector cero liene una direccibn arbilraria, puede ser perpendicular a cualquicr vector. 
23. 260 mph a 282° 25. 288°. 7.6 nudos 27. 3 900 libras a 72° 29. (A) 388 libras (B) 4 030 libras 31. Aladerecha. 

Ejercicio 7-4 

1. <-3.-3) 3. <-6. 7) 5. <3.5> 7. 5 9. V34 11. 25 

13. Dos veclores algebraicos, (a, b) y (c. d), son iguales si y s6lo si a = b y c = </. 

15. (A) (1.4) (B) <3, -2) (C) <14. -1) 17. (A) <-2. 1> (B) 

21. v = 31 23. v = -51 - 2j 25. 51 + 2j 27. -16j 29. -8j 


<—6, -3) (C) <—10. —1> 19. v = -3i + 4j 

3i. u = H. i) 33 . 






Respuestas 



Cualquieradelosvectoresde tuerzadeben lener la misnianiagnitudquc la sunia vectorial delosotrosdosydireclamentc opucstosa lasuma vectorial 
Lado izquierdo, 760 libras: lado derecho: 761 libras 47. Cable izquierdo: 897 libras: cable derecho: 732 libras. 

El miembro AD tiene una fuerza de compresion de 231 libras: el miembro CD tiene una I'uerza de tension de 462 libras. 

Para AB; compresion: 2 360 libras: para CB tension 2 000 libras. 


Ejercicio 7-5 


(5. -rt/4): El eje polar esta rotado n 4 radiants a la derecha tdireccidn ncgativai. y el punto esta localizado a 5 unidades del polo a lo largo del 
eje polar positive. (5. 7rt/4) El eje polar esti rertido 7*4 rad a la izquierda tdireccidn posiliva), y el punto esta localizado a 5 unidades del polo 
a lo largo del eje polar postlivo. (-5. —5rt/4): El eie polar esta rotado Srt/4 rad a la derecha tdireccidn negativa). y cl punto esta localizado a 5 
unidades del polo a lo largo del eje polar negative 


19. (1.848.-0.765) 21. 12.078. 3.688 ) 23. (7.9.64°) 25. (26.-32°) 27. (7.61.-164.4°) 



h-M2 


Respuestas 


35. 


39. 


41. 


43. 



(B) 7 (C) n 


(B) 16 (C) In 


45. r ~ 5 sene 47. tan 6 = 1 o 0 = ir/4 49. r = (4 cos 0)/Cscir 6) = 4 cot 8 esc 0 51. 3.t - 4v = -1 

53. x 1 + f = -2 y 55. y = x 

57. Para cada n, hay n petalos largos y n petalos pcqueflos. Para n Impar, los petalos pequeflos eslhn dentro de petalos largos; para n par; los petalos 
pequertos cstin entre los petalos largos. 


59. 2 61. 

2 



(r. 0) = (~2\ 2. 3tr/4) [Nota: (0, 0) no es una solucion 
del sistema aunque las grAficas se intersecten en el origen ] 
63. 3.368 unidadcs 65. 6 k. 13 k. 12 k. 9 k 
67. (A) Elipse (B) Parabola 


90 - 



(r, 6) = (0. 90°), (0. 270°), (3VS. 30°). (-3\/3. 150°) [Nora (0. 0) no cs 
una soluci6n del sistema aunque las gnMicas se intersecten en cl origen ] 

(C) Hiperbola 



-to 


-10 


10 

















Respuestas 


A-123 


69. 


1. 


9. 

13. 

17. 

27. 

33. 


1. 

13. 

17. 

19. 


23. 


25. 


(A) Afelio:4.34 X I Camillas: Perihelio 2.85 x IO T nnllas 

s x io 7 


£ 

~\ 

K. 



-5 x 10 ; 


|B) Mas rapido en el perihelio. Puesto que la disiancia del Sol a Mercuric es 
menor en el perihelio que en el aielio. el planeia debe viajar mas 
rapidamenle cerca del perihelio eon cl fin de que la linea que une a 
Mercurio eon el Sol barra areas iguales en imervalos de tiempo .guales 


Ejerciclo 7-6 




-s 


7. 


y 

4 


-s 


A 



-i C 


(A) 2e yr ‘ (B) (C) 7.81/-* ,r * 11. (A) (B) 2e'- > '"* u (C) 9.43e J5l '• 

(A) I + iV3 (B) l-i (C) -2.35 + 1.99i 15. (A) 3V3 + 3 i (B) -iV7 (C) -2.22 - 3.43i 

14e l,ri ; 3.5^' 19. I0e"' ■; 2.5e , ' ,,> 21. 36.42e 4 ”': 0.26e‘- 0 ‘ J " 23. -2i; 2e‘ 9<r “ 25. -2: 2e'* r ' 

-2 - 2i. 2V2C ,,r 31. z" = rV* 

(A) (20 + Or) + (5 + iSVi) = 25 + r5>/3 (B) (C) 26.5 lb en un Angulo de 19.1° 


Ejerciclo 7-7 

Se™ 3. Sr 60-1 5. 8e" 0 '' 7. -8 + 8>A 9. 16 11. 1 

= 2e'°\ H-, = 2e ,Kr \ w, = 7S xr ‘ 15. nr, = 3r ,r ‘. w, = 3e"“\ w, = 3« ,,5 \ w. = 3e J * v ' 
w, o 2 1,1 V-*■>'. w, o 2 mo e“\ *>, = 2 ,,, V m . »« = 2 m V r '\ = 2 mo e w ' 
w, = 2e""'. iv, = 2e ,vr ', w, = 2r w ‘ 21. w, = 2tv, = 2e'”\ h- 3 = 2e 2U \ w 4 = 2<r">‘‘ 


y r 



(A) (1 + 0* + 4 = -4 + 4 = 0; hay oiras ires raiccs. 

(B) Las cuatro raices estan igualmente espaciadas alrededor del circulo. Debido a que hay cuatro raiccs. el angulo entre las raices sucesivas 
en el circulo es de 360°/4 = 90° 
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(C) (-1 + ,y + 4 = -4 + 4 = 0: (-1 - <y + 4 = -4 + 4 = 0: (1 - IT + 4 = -4 + 4 = 0 

27. x, = 4f < " = 2 + 2V3i. jr, = 4e ,Kr ‘ = -4. x, = 4e w '' = 2 - 2V / 3i 

29. x, = 3e°‘ = 3. x, = 3 f > ,2 °‘' = -^ + ^-i. x, = 3<r w 1 - 

33. x, = 2«°‘. Xj = 2f 72 \ x 3 = 2e'“', x, = 2f JI6 \ x, = 2e 2M '- 35. x, = e x 2 = e'<*\ x, = e“’ . x 4 = e 2 ' 2 . t, = r' 24 

37. P(x) = (x - 2i)(x + 2/)[x - (-V5 + i)][x - (-V3 - i)lfx - (V3 + i)][x - (V5 - i) 1 

Ejercicio de repaso del capitulo 7 

1. 1 (7-/) 2. 0 /7-/> 3. 2 (7-/) 

4. El angulo (1 cs agudo Un triangulo puede Idler a lo mas un angulo obtuso. Como u es agudo. enlonces. si el triangulo none tin angulo obtuso. debe 

ser el angulo opueslo al mas largo de los dos lados. It y c Asi i|ue. |j. el angulo opuesto al mas corlo de los dos lados. It. debe ser agudo. H-2) 

5. 7 = 75°. a = 47 m. b = 31 m (7-1) 6 . a = 4.0 ft. |3 = 36°. 7 =_129° (7-1. 7-2) 7. a = 40°. (3 = 19°. a = 8.2 cm (7-1) 

8 . 0 = 19°. |u + v| = 170 mi/h (7-3) 9. (3. -7) (7-4) 10 . V34 (7-4) 



14. (-10. -210°): El eje polar estti rotado 210° en direeeion de las manecillas del reloj (direeeion negativa). y el pimto esta locali/ado a 10 
unidades del polo a lo largo del eje polar negalivo. (-10. 150° I: El eje polar esta rotado 150“ en sentido eontrario al de las manecillas del reloj 
(direeeion positiva), y el pimto esta locali/ado a 10 unidades del polo a It) largo del eje polar negalivo. (10. 330"): El eje polar esta rotado 330° 
en sentido eontrario al de las manecillas del leloj, v el ptinto esta locali/ado a 10 unidades del polo a lo largo del eje polar posilivo. (7-5) 

15. | (7-6) 16. (A) 2e'~ w ’“ (B) 2V3 - 2/ (7-6) 17. (A) I (B) I (7-7) 



B 

• 

3tt 

2 

18. 8 + i8\/3 (7-7) 19. Si el triangulo tienc tin angulo obtuso. entonces debe ser cl angulo opuesto al mas largo de los lados.cn estecaso.a (7-2) 

20. />= 10.5 cm, a = 27.2°. 7 = 37.4° (7-2) 21. No bay solttcidn (7-1) 

22. Dos soluciones. Caso obtuso: (3= 133.9°. 7 = 19.7°. c = 39.6km r~h 23. a = 41.1°. (3 = 74.1", 7 = 64.8° (7-1, 7-2) 

24. La suma de lodos los veciores de luerza debe ser el vector cero parti iptc el objeto permanezea en reposo. (7-4) 

25. |u + v| = 98.0 kg. a = 17.1° (7-3) 26. (A) u = -31 + 9j (B) v = -2j (7-4) 

27. (A) (—4, 7) (B) (-14.13) (7-4) 28. (A) -2I-4J. -10J (7-4) 29. u = (--4^. -^ 7 =) (7-4) 

30. 2 (7-5) 31. 2 (7-5) 32. I (7-5) 
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38. t 3 - 6r cos 8 o r - 6 cos 8 (7-5) 39. x 3 + y* = Sr (7-6) 

40. z, = y/ie ,u \ z, = -V z, = 5c 0- ' p-6> 41 z, = 1 + i. z, = (-3V3/2) - |i. z, = -1 - <V3 f7-6j 

42. (A) 32r' M '‘ (B) 2e‘‘' (7-6) 43. (A) -8 - 8V3/ (B) -8 - 13.86/ (7-7) 

\/3 I 

44. tv, = — + ji (7-7) 



45. 2f 5 "' 1 , 2e'™\ 2e™‘ (7-7) 46. (4e' 5- ') 2 = 16^ = 8V3 + 8/ (7-7) 

47. (5.76. -2608°) (7-5) 48. (-5.30. -2.38) (7-5) 49. 5.26e ,ri3r ‘ (7-6) 50. -7.27 -2.32/ (7-6) 

51. (A) I lay un toial de ires raiccs ciibicas, y csdn igualmeme espaciadas alrcdedor de un circulo dc radio 2 



(B) tv, = — V3 - /. tv, = V3 - i (C) El cubo de cada raiz cubicu cs -8/ (7-7) 

52. k = 44.6 sen 23.4° (7-1) 
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56. (A) 



(B) r = -4N/2. 8 = 3ir/4 (C) Las dos gral'icas pasan por cl poloen dilerentes valores de 0 17-5) 

57. i, -l. i. V2/2 + i\'y2. \V2 - i\fin. -\ / in + i\fm. -\'in - iVv2 ( 7 - 7 > 

58. P(x) = (Jt + 2i)U - (-V5 + ()|[t - (V3 + i)J (7-7) 59. 438 mi (8-3) 60. 438 mph at 83° ( 7-3) 

61. 86°. 464 mph (7-3) 62. 0.6 mi (7-1) 63. 177 lb a 15.2° respecto dc v (7-3) 64. 19 fcg a 204° respecto dc < 

65. 5 740 1b (7-4) 

66. (A) Distnncia at atelio: 1.56 x 10“ mi (B) Disianciaai alclio: 1.56 X I0 H mi 

Distanciaal perihelia 1.29 x 10* mi Disianciaai perihelia: 1.29 x 10* mi (7-5) 


2 x to* 



-2 x to 8 


(7-4) 


Ejerclclo de repaso acumulativo de los capituios 5 a 7 

1. 1.86 m (5-1) 2. 8 = 57.3°, 14.5 cm. 7.83 cm (5-2) 3. (A) 1,11 (B) I. IV (C) 1. Ill (5-3) 

4. (A) (B) l (C) (5-3) 5. (A) n/4 (B) 65° (C) 30° (5-4) 

6. (A) Dominio: todos los numeros realcs: Range: -1 srs I; Periodo: 2Jt (B) Dominic: todos los mimeros reales: Raago: -1 £rs I: 
Periodo: 2;t 

(C) Dominio: todos los nunteros realcs. excepto. ,v = ir'2 - kit. k cualquier entero 
Rango: todos los numeros reales; Periodo: it (5-6) 



9. El angulo central de tin circulo subtendido por tin arco dos voces la loneittid del radio (5-1) 

10. Si la grafica de y = cos x esta corrida it/2 unidadesa la derecha, cl resultado sera la gral ica de v = sen v (5-6. 5-7) 

15. (A) No es una identidad (B) Una identidad (6-1) 

16. El angulo a es agudo. Un triangulo puede tetter a lo mas un angulo obtuse. Ya quo (j es agudo. entonces si el triangulo tiene tin angulo obtuso, 
debc ser el angulo opuesto al mis largo de los dos lados. a y c En consccucncia. u. el angulo opttesto mas corlo de los dos lados. a. debe ser 
agudo. (7-2) 

17. 0.3245.2.8171 (6-5) 18. -76.2154° (6-5) 19. b = 22 pics, a = 28°. -y = 31° (7-2. 7-1) 20. (6,-3) (7-4) 

21. (5. -30°): El eje polar esta rotado 30° en el sentido de las manccillas del reloj (direccion negativa), y el punlo esta localizado a 5 unidades del 
polo a lo largo del eje polar positivo. (-5, -210°) El eje polar esta rotado 210° en el sentido de las manccillas del reloj (direccion negativa). y 
el punto esta localizado a 5 unidades del polo a lo largo del eje polar negative, (5. 330°): El eje polar esta rotado 330° en sentido contrario al de 
las manccillas del reloj (direccion posiliva), y cl punto esta localizado a 5 unidades del polo a lo largo del eje polar positivo (7-5) 
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3tr 

2 

25. -7ir/6. 870“ (5-1) 26. 75.06“ (5-1 1 27. (A) y (C) (5-3. 5-5) 28. -k (5-4) 29. Noestadelmido (5-3. 5-4. 5-5) 

30. -I (5-4) 31. 2/V3 (5-4) 32. - (5-9) 33. No esta del inido (5-9) 34. 2ir/3 (5-9) 35. 0.55 (5-9) 

36. } (5-9. 5-3) 37. 1/V5 15-9.5-3) 3*. (A) 9.871 (B) -3.748 (C) -1.559 (D) No esta dcfinido (5-3. 5-5. 5-9) 



41. son -1 (sen 3) = 0.142.1’ara la idcnndad sen' 1 (senxi = jt para que valga, x debe eslaren el dominio reslringido dc la funcidn seno; eslo es, - it I 
2sjS nil. El numero 3 no estii en el dominio restringido (5-9) 

42. Va que las coordenadas de un punto en un circulo unnanoestan dadas por P(a, b) = P(cos x, sen x), sc evalua P( cos (11.2051, sen (11.205)) 
usando una calculadora en cl modo radiin. para obtener ft0.208. -0.978). El cuadrame en el cual esta P(a. b) sc puede dctcmiinar por los 
signos de a y />. En cste caso P esta en el cuarto cuadrame. ya que a cs positive y b negativo. (5-5) 

43. La ccuacidn tiene un numero mfiniio de soluciones [i = un 1 (-24.5) + kit, k cualquier entero]; tan ■( — 24.5) ticne un valor unico (-1.530 
con tres cifras decimalcs). (5-9. 6-5) 

44. y = 3 + 2scmr.it (5-7) 




48. Si lagraficadey = cotxsecorrehacia la izquierdax/2 umdadesy serellejacon respectoal cjex.el rcsultado sera lagrificadey = tan.v. (5-6.5-7) 

49. v = |- j cos 2x (5-7) 50. > = cot * (5-7. 5S) 


2 5 



-2 -J 


51. (A) Si (13) Condicional, ya que ambos lados estin definidos enx = tt/2, por ejcmplo, pero n/2 no es una solucidn. (6-1) 

58. (A) No es qua identidad (13) Una identidad (6-1) 59. 0 (6-2) 

60. sen 2* = - cos (.r/2) = V ; o VlO/10 (5-4. 6-3) 61. 30°, 150°, 270° (6-5) 

62. Ait, ti/3 + 2kn. y -«/3 + 2An, todos para A- cualquier entero. (6-5) 

63. (A) tt/2. 3it/2, 7n/6, 11 n)6 (13) 1.571.3.665,4 712. 5.760 (6-5) 64. a = 0.926 (6-5) 

65. a = 25.0°. (3 = 47.8°. y = 107.2° (7-1. 7-2) 66. No hay soluci6n (7-1) 67. (3 = 120.7°, y = 6.4°. c = 4.81 pulg (7-I) 

68. (3 debe ser agudo. Un triingulo puede lener a lo mas un Angulo obluso, y ya que y es agudo, el iingulo obtuso. si esta presente. debe ser el 
opuesto al mas largo de los dos lados a y b (7-2) 

69. iu + v| = 35.6 lb. a = 16.3“ (7-3. 7-1. 7-2) 70. (A) (1.3) (B) 31 + j (7-4) 71. r = 8 sen 0 (7-5) 

72. a* + >" = -4a (7-5) 


/ 
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73. 


75. 



cualro pclalos para lodas las n (7-5) 


(7-5) 77. (4.23.-131.07°) (7-5) 78. (-3.68.5.02) (7-5) 



79. V3 - i (7-6) 


83. 5.82<- 1 (7-6) 84. -6.70 + 1.94/ (7-6) 

85. (A) I lay un tolal dc cualro raices cuartas. y csian igualmcmc cspaciadns alrcdedor do tin clroulo do radio V2. 



(B) wj = -1 + /, h>j = -1 - i, w t = 1 - « (C) La cuarta potcnaa dc cada rai/. cuarla os 4 (7-7) 

86. a = cos 1.2 = 0.362. h = sen 1.2 = 0.932 (5-5) 87. Y (5-8) 



88. y = 3 cos (2m: - ir/4); amplilud = 3. pcriodo = I.CF. 1 { (5-7) 
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89. y = 2 sen (lx - 0.644) (5-7) 90. I/Vl - r (5-9) 91. g (6-3. 5-9) 92. (A) \ ~ = 2V5/5 (B) -£ (6-3) 


) 


A 

A 

' v| 



-J 



(15) Los punlos en r2 y rl llegan en los puntos de intenecodn con dit'crenlcs valorcs de H. exceplo para los dos cncontrudos en cl inciso C. (7-5) 
96. P(x) = (x - 01* ~ (V3/2 - it 2))U - (-V3/2 - i/2)] (7-7) 97. 2n/73 rad (5-1) 98. 1 088 m f5-2) 

99. 5.88 pulg (5-2 o 7-2) 100. 76“ (7-2) 101. / » 50 cos 220™ (5-7) 102. 274 mph on 117° (7-3) 

103. Ambos licnen una tensibn do 234 libras (7-4/ 

104. (A) Sume la biscciriz perpendicular de la cuerda como se muesira en la I'lgura. Unlonces, sen 0 = 4 IR y 8 = 5 IR Susliluycndo el segundo en 

el primero. se oblicne sen 5IR = 4/R. 



(15) R no puedc eslar aislado en un lado de la ecuacion 

(C) Grafique y t = sen 5 IR y y 2 = 4 IR en la misma vcmana de visidn y resuelva para R en el punlo de interseccion ulilizando una rutina 
preconslruida (vease figura). R = 4 420 cm. 



CAPITULO 8 Ejerclclo 81 

I. B. no hay solucion 3. 0.(1,-3) 5. (5.2) 7. (2.-3) 9. Nohnysolucidn(lineaspamlelas) II. (2. —I) 13. (3.-1) 

15. 2 X 3. I x 3 17. C 19. B 21. -2.-6 23. -2,6.0 25. [ 4 ”1 27. j 4 
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37. jc, = 4, a, — 3; cada par de lineas liene el mismo punto de interseccion. 



39. 

47. 

49. 

51. 

59. 

65. 

69. 


*i + 4, « 7 
.r, - .tj = 1 
= 2 y a, = 1 




to 


(4. 3) 




-10 


10 

-10 







41. 


- 2 * 

= 2 y a. = 4 


= -6 

43. No hay solucion 


+ 

45. 


= 7 
= 3 

.v, = 


iy-t. 


= 4 

*2 = 3 


(C) No hay solucidn 57 (-23.125.7.8125) 


Numero intiniio de soluciones; para cualquier numero real s, i. = y, v, = 2s — 3 
Numero inl'inilo de soluciones; para cualquier numero real s,x : = s, j, = T y + 1/2 
(1.12,2.41) 53. (-2.24,-3.31) 55. (A) (-24.20) (B) (6.-4) 

(3.225.-6.9375) 61. 25 32C timbres, 50 23c timbres 63. SI07 500 en el lazo4 y $92 500 en el lazo B 

30 lilros de la solucion al 20% y 70 litres dc la solucibn al 80% 67. 200 g dc la mezcla A y 80 g de la mezcla B 

Prccio base = SI7.95, sobrecargo = S2.45/lb 71. 5 720 libras de la mezcla Cuerte y 6 160 libras dc la mezcla suave 


Ejerclclo 8-2 


1. Si 3. No 5. No 7. SI 9. 


13. No hay solucion 15. x t = 2s + 3/ — 5. x. 


19. 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

-5 

4 

21. 

1 

0 

0 

1 

2 

-2 

i 


0 

0 

1 

-2 


.0 

0 

0 

0 


= -2. .v, = 3. .v, = 0 II. a = 2r + 3. a, = -/ - 5, a, = /, / cualquier numero real 
vi, 3/ • 2. i - i. > y i cualesquicra numeros realcs 17 . ^ 

23. a, = —2. a 2 = 3, a, = I 25. a, = 0. a 2 = -2. a 3 = 2 



27. a, = 2/ + 3, Aj = t - 2, a, = 1.1 cualquier numero real 29. .v, = I.a, = 2 31. No hay solucion 

33. a, = 2/ + 4. a, = / + 1 , a, = /. l cualquier numero real 35. a, = y + 2/ - I. a, = s, a, = I, s y r cualesquiera numeros reales 

37. No hay solucion 39. a, = 2.5r - 4, a 2 = I, a, = -5 para / cualquier numero real 41. a, = I. a, = -2, a, = I 

43. (A) Dependicnte con dos parametros (B) Dependiente con un parameiro (C) Independiente (D) Imposible 

45. a, = 2s - 3/ + 3, a 2 = y + 2/ + 2, a, = y, a 4 = r para s y r cualesquiera numeros realcs 47. a, = -0.5, Aj = 0.2, a, = 0.3, a 4 = -0.4 

49. ,v, = 2y - I.5/+ I.A, = s, a, = -/ + 1.5,a 4 = 0.5/ - 0.5. x, =/, para s y /cualesquiera numeros reales 

51. 15c timbres: 3r - 100.20 C timbres: 145 - 4r. 35C timbres r, donde / = 34, 35 o 36 

53. Contenedores al 10%: 6r - 24, contcnedores al 20%: 48 - Si. contenedores al 50%: I. donde I = 4, 5 o 6 

55. n = 3,/> = 2,c = I 57. a = -2,6 = -4.c= -20 59. 20 botes para una persona, 20 botes para dos personas. 100 botes para cuatro personas 

61. Botes para una persona: i — 80. boles para dos personas: -2r 420. botes para cuatro personas: l. 80 s r £ 210. r un entero 

63. No hay solucion. la planeacion dc la produccion no usara todas las horas de mano de obra en todos los departamentos. 65. 8 onzas del 

alimento A. 2 onzas del alimento B, 4 onzas del alimento C. 

67. No hay solucion 69. 8 onzas de la comida A, -2i + 10 onzas de la comida B. I onzas de la comida C, 0 £ / £ 5 71. Compailia .4: 

10 h. compariia B. 15 h 


Ejerclclo 8-3 

1. (-12. 5). (-12. -5) 3. (2. 4). (-2. -4) 5. (5. -5). (-5. 5) 7. (4 + 2V3, 1 + V3), (4 - 2V3, I - V3) 

9. (2. 4). (2. -4). (-2. 4). (-2.-4) 11. (1. 3), (I. -3). (-1. 3), (-1. -3) 13. (1 + V5. - I + V5). (I - Vi. -1 - Vi) 

15. (V5. V2). (-V2. -V2). (2. 1). (-2.-1) 17. (2. 21). (2. — 2i). (-2. 2r), (-2. -2r) 19. (2. V5). (2. -V2), (-1. i). (-1.-r) 

21. (3. 0). (-3. 0). (V5. 2). (-V5. 2) 23. (2. 1), (-2.-1). (/. -2i). (-/, 2i) 25. (-1, 4). (3.-4) 27. (0. 0). (3. 6) 

29. (1.4). (4.1) 31. (-1.3). (4. 8) 

33. (A) Las lineas son tangentes al circulo. (B) b = 5. el punto dc interseccidn es (2, -1); h = -5, el punto de interscccidn cs (-2. I). 

Y (C) La recta a + 2.r = 0 es perpendicular a todas las lineas en la Camilla e intersecta el circulo 

I t en los punlos de mterscecion encontrados en el inciso (B). Resolviendo cl sistema a ; + y 1 - 

1/ / 5. a + 2r = 0 se determinarian los punlos de interseccion. 



Respuestas 


A-131 


35. (-5. (-f, -2) 37. (0. -1). (-4. -3) 39. (2. 2). (-2. -2). (V2. -V2). (-V2. V2) 

41. (-3. 1). (3. -I). (-/, i), (i. -0 43. (-1.41. -0.82). (-0.13, 1.15). (0.13. — 1.15). (1.41. 0.82) 

45. (-1.66. -0.84). (-0.91, 3.77). (0.91. -3.77). (1.66. 0.84 s 47. (-2.96. -3.47). (-0.89. -3.76). (1.39. 4.05). (2.46. 4.18) 

49. j(3 - V5), j(3 + V5) 51. 5 pulg y 12 pulg 53. opor4.5pulg 55. 22por26pies 57. Bole A: 30 inpli; bole B: 25 mph 


Ejerclclo 8-4 



29. Punlos esquina: (0. 0). (0. 4). (Jf. ^), (4. 0) 
Acolndn 

r 


♦ 



s 


25. Punlos esquina: (0. 0). (3. 0). (0. 2) 
Acoiada 

y 



31. Punlos esquina: (0, 8), (3. 4), (9. 0) 
No acoiada 
Y 



27. Punlos esquina: (5. 0), (0, 4) 


No acoiada 
r 



33. Punlos esquina: (0, 0), (0, 5), (4. 3), 
(5. 2). (6. 0) 

Acoiada 



35. Pumos esquina: (0. 14). (2. 10). 
(8. 4). (16. 0) 

No acoiada 



10 


20 
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37. Puntos esquina: (2, 5), (10. 1). (1, 10) 39. La regidn 1'actible esta vacia. 41. Puntos esquina: (0. 3). (5, 0), (7, 3), (2. 8) 

Acotada Acotada 



47. (A) Todos los programas dc produccion on la regidn lactible quo estrin cn la grafica de 5().v + 60y = I 100 resultant en una ganancia de $ I 100 
(13) Hay muchas opciones posiblcs. Por ejemplo. produciondo cinco esquies esliindar y 15 esquies prol'csionalcs sc producira una ganancia dc 
SI 150. La gr.ifica de la recta 50.r + 60y = I 150 incluyc todos los programas dc produccion cn la regidn lactible que rcsulla cn una 
ganancia de SI 150. 


49. 20* + lOv » 460 

30* + 30y & 960 
Sx + lOy a 220 
x a 0 
y a 0 


51. IQ* + 30y a 280 
3Qt + lOy a 360 
x a 0 
y a 0 

¥ 



I. Max z = 16 en (7.9) 3. Mdxz = 84 en (0. 12) y (7.9)(solucioncs 6ptimas multiples) 5. Min z = 32 en (0, 8) 

7. Min r = 36 en (12. 0) y (4, 3) (soluciones dptimas multiples! 9. Max z = 18 en (4. 3) 11. Min : = 12 en (4,0) 

13. Mix r - 52 en (4. 10) 15. Min r = 44 en (4,4) 

17. Mini— I 500 en (60.0); max i = 3 000 en (60. 30) y (120.0) (solucioncs dptimas multiples) 

19. Min i ~ 300 en (0, 20); max z = I 725 en (60. 15) 21. Max P = 5 507 cn .v, = 6.62 y x 2 = 4.25 

23. (A) a>2b (B) '-b<a<2b (C) b>2u (D) u = 2/> (E) /> = 3o 

25. (A) 6 esquies estandar, 18 esquies profesionalcs: S780 (B) La maxima ganancia disminuye a S720 cuando se producen 18 esquies 

cstandar y ninguno prot'esional. 

(C) La maxima ganancia aumenta a SI 080 cuando no se producen 24 esquies prolesionales 
27. Nucve camiones del modelo A. seis camiones del rnodelo B, S279 000 

29. (A) 40 mesas. 40 sillas; S4 600 (B) La maxima ganancia disminuye a S3 800 cuando sc producen 20 mesas y 80 sillas. 

31. (A) Mix P = S450 cuando sc producen 750 galoncs utilizando cxclusivamente el viejo proceso. 

(13) La maxima ganancia disminuye a S380 cuando se producen 400 galones utilizando el viejo proceso y 700 galoncs utilizando cl nuevo proceso. 
(C) La mAxima ganancia disminuye a S288 cuando se producen I 440 galoncs utilizando solo cl nuevo proceso. 

33. El nitrdgeno tendra un rango desde un mininto de 940 lb cuando se usen 40 bolsas de la marca A y 100 bolsas de la marca B hasta un miximo 
de I 190 lb cuando se usen 140 bolsas de la marca A y 50 bolsas de la marca B 





Ejerclcio de repaso del capitulo 8 


1. (2.3) (8-1) 2. No hay soluc.on (inconsistent) (8-1) 3. Un mimcro infinilo de soluciones (/. (4/ + 8)/3). para cualqnier 

4. (-1. 3). (5.-3) (8-3) 5. (1. -1). (|. -\) (8-3) niimero real t (8-1) 

7. (8-1) 8. 6. (1,3). (1.-3). (-1.3). (-1.-3) (8-3) 



(4. -7) 


14. jr, - x, = 4 (8-2) 15. x, - x, = 4 (8-2) 16. Mini = 18 cn (0.6); maxi 42en(6,4) (8-5) 

0=1 x, = f + 4, jtj * I, I cualquier numero real 

No hay solucion 

17. x, = 2. x, = -2; cada par tie rcctas tienc el nusino pinto de interseccibn (8-1) 



x, -x, = 4 *i ~ *t m * 4 x, = 2 

2x, + x 2 = 2 3x, = -6 x, = -2 x 2 = -2 

18. (2.54. 2.15) (8-1) 19. x, = -1.x, = 3 (8-2) 2*. x, = -I. x, = 2. x, = 1 (8-2) 21. x, = 2.x, = 1.x, = -1 (8-2) 

22. Un numero infinilo de soluciones: x, = -5i - 12. x, = 3r - 7. x, = /, / cualquicr numero real (8-2) 23. No hay solucibn (8-2) 

24. Un numero infinilo de soluciones: x, = -$r - i. i, = w 4-1, i, = i. / cualquier numero real (8/2) 

25. (2. V2). (2.-V5), (-1.0. (-1, -0 (8-3) 2*. . I. -2l.(-l. 2). (2.-1), (-2. 1) (8-3) 

27. (2. -2). (-2. 2). (V2. V2). (-V2. -V2) (8-3) 

28. Puntos esquina: (0. 0). (0, 4), 29. Pumps esqcua (0. I> <¥.%), 30. Puntos esquina: (4. 4). (10. 10), 

(3. 2). (4.0) (8-4) (12.0) (8-4) (20.0) (8-4) 

Acoiada No acocada Acotada 



31. Max i = 46 en (4. 2) (8-5) 32. Mini = 75 en i3.6i y (15. Ol isoluoones bptimas multiples) (8-5) 

33. Min i = 44 en |4. 3) max i = 82 cn (2. 9) (8-5) 34. x, = 1 000. x, = 4 000. x, = 2 000 (8-2) 

35. (2. 2), (-2. -2), (fV?. -fV?). (-yVMV?) (8-3) 3*. Mix * - 26000 en (600.400) (8-5) 

37. (-2.16, -0.37). (-1.09. 5.59). (1.09. -5.59). (2.16. 0J7) (8-3) 

38. (A) Una solucibn unica (B) No hav solucibn (Cl Un numero infinilo de soluciones (8-2) 

39. Paquctcs de j libra: 48. paquetes de j libra: 72 (8-1. 8-2) 40. 6por8m (8-3) 41. 40 g de la mezcla 4.60 g de la mezcla B, 30; 

de la mezcla C (8-2) 

42. (A) 22 monedas de 5 centavos y ochode 10 centavos (B) 22 + 3(. monedas de 5 centavos. 8 - 4/ monedas de 10 centavos y t de 25 

centavos. / = 0, 1,2 (8-1. 8-2) 

43. (A) La utilidad miixima es P = S7 800 cuando se producen 80 botes regulares y 30 de cotnpclicibn. 

(B) La ganancia maxima aumenta a $8 750 cuando se produce 70 botes de competicibn y no sc produce ninguno de tipo regular. 

(C) La ganancia maxima disminuye a S7 200 cuando no sc produce ningtin bote de competicibn y se producen 120 botes regulares (8-5) 







pf- ■ j-» rrespuescas 


*4. (A) El costo minimo es C= SI3 cuando se usan 100 g de la mezcla/l y 150 gde la mczcla B. 

(B) El coslo minimo disminuye a S9 cuando se usan 50 g de la mezcla I y 275 g de la mczcla H 

(C) El coslo minimo aumenia a S28.75 cuando se usan 250 g de In mezcla A y 75 g de la mczcla B. 


( 8 ->) 


CAPfTULO 9 


15. 


G -3 

R -3 


-i 

-4 

I 


6 

3 

-1 


Ejerclcio 9-1 


5. No esta del'inido 


7. [ 2 3 - 5 1 

Ls -5 7J 


9. 


20 

0 


-10 

-40 


30 

50 


11. [10] 13. 


5' 

.-3. 


17. 


1 -5] 



-20 10' 



‘ 3 

-2 

-4' 

.-2 -4J 

19. [-14] 

21. 

. — .2 6 

23. [11] 

25. 

6 

-9 

-4 

6 

-8 

12. 


27. No esli del'inido 



r— 7 — 11 



' -3 

6 

8 



'5 -11 

15' 



- 0.2 

1 . 2 ' 


-31 

16 

29. 

1 u 1 11 

L 4 18 -4 

31. 

-18 

12 

10 

33. 


4 -7 

3 


35. 

2.6 

- 0.6 

37. 

61 - 

25 





4 

6 

24 



0 10 

4. 



- 0.2 

2 . 2 . 


. -3 

77. 




'-2 

25 

- 

15 


'• 

-26 -15 

-25 







39. 

No cstA del'inido 

41. 

26 

-25 


45 

43. 


-4 -18 


4 

45. 

<! = 

- 1 , b = 

1. c = 3. 

d = -5 

4 




-2 

45 

- 

25 . 



2 43 

-19 







49. 

II 

1 

V 

II 

U 

51. 

a - 

3. b = 

1 , 

c = 

1 ,d= - 

-2 

53. Todos son verdaderos. 

55. 

Guitarra 

Banjo 



I. > 


$33 

$57 


$26l 

$77 j 


Materials 
Mano de obra 


57. 


59. 


Modelo A 
Modelo 8 
Modelo C 
(A) 

(D) 


Carro 
base 

$3 330 
$2 125 
$1 270 
$11.80 (B) 

Planta I 
$11.80 


Alza de precios 

Radio Control 
Aire AM/FM de crucero 
$77 $42 $27' 

$93 $95 $50 

$113 $121 $52 


MN = 


tl. (A) A 2 = 


$18.50 

$26.00 


(B) A 3 = 


$30.30 
Planta II 
$13.80 
$21.60 
$30.30 
0 0 


(C) MN da los costos de mano de obra por bote en cada planta 

Bote de una persona 
Bote de dos personas 
Bote de cuatro personas 


(C) A + A 1 + A 3 + A* = 


; Hay una manera de viajar de Baltimore a Atlanta con una conexion intermedia: hay dos maneras de viajar de 
Atlanta a Chicago con una conexion intermedia. En general, loselementos end 2 indican el ntimerodedifcrentes 
maneras de viajar de la i esima ciudad a la j esima ciudad con una conexion intermedia. 


Hay una manera de viajar de Denver a Baltimore con dos conexiones intermedias. hay dos maneras de viajar de 
Atlanta a El Paso con dos conexiones intermedias. En general, los elementosen.-I' indican el mimcrodediferenies 
maneras de viajar de la i esima ciudad a la j esima ciudad con dos conexiones intermedias. 

! 3 2 5 21 


1 


Es posible viajar desde cualquier origen a cualquier destine con a lo mas ires conexiones 
intermedias. 


(A) 

(D) 


$3 550 


NM = 


(B) $6 000 (C) 

Costo 
por ciudad 
$3 550 Berkeley 

$6 000 Oakland 


NM da el costo total por ciudad 
(E) Llamada llamadas 

telefonica a domicilio 
[1 1]A?=[3 000 1 300 


(F) 


Carta 
13 000] 


N 


Total de 
contactor 
6 500] 

10 800j 


Berkeley 

Oakland 


Respuestas 


A-135 


Ejerciclo 9-2 


g -;i 

[-i -a 


a » 


2 

1 

3' -2 

1 3' 




2 

4 

-2 7. 2 

4 -2 15. 

[; j] 

17. 

f 3 - 2 1 

I _ 1 1 

5 

1 

0. . 5 

1 o. 



L I U 


31. No cx isle 


-3 -4 2' 

-2 -2 1 

2 3-1. 

-9 -15 10 

4 5-4 

-1 -1 1 


i -r 

i i 

25. No existe 27. 5 29. 

1 o r 

1 - 1 1 

1 2. 

3 2j 

2 l 

.2 1 4 


23. -1 

-2 


37. W existc si y solo si todos los elementos de la diagonal principal son dilerciues dc cent. 


0.5 -0.3 0.85 -0.25- ” * 85 " 1875 

0 0.1 0.05 -0.25 375 625 - 13 - 25 

39 ‘ -1 0.9 -,.55 0.75 4K - 475 - ,325 ' 22 - 75 3 4875 

A c nA , ” -1.375 -4.625 - 7.875 1 16.375 

3.25 8.75 15.25 -2 -32.25 . 

43. 14 5 195 74 97 37 181 67 49 18 121 43 103 41 45. GREEN EGGS AND HAM 

47. 21 56 55 25 58 46 97 94 48 75 45 58 63 45 59 48 64 80 44 69 68 104 123 72 127 

49. LYNDON BAINES JOHNSON 


Ejerciclo 9 3 

I* — x 2 — 3 3. — 2x, + j, = 3 r -ip l r** | 1 “2 I “1 

„ + 3x,= -2 „ + 2r J + ,,= -4 ^ [, "J,; - ,J 7. -1 I 0 ,„ = 2 

Xj - x, = 2 2 3 1 |Xj. -3. 

9. v, = -8, *2 = 2 11. x, = 0, x, = 4 13. A' i. ■ -3. - 2 (B) «, = -l.x, = 2 (C) x, = -8. x, = 3 

15. (A) x, = 17. jc 2 = -5 (B) jt, = 7. x, = -2 ICl z • 24.x, = -7 

17. (A) x, = 1, x, = 0, x, = 0 (B) x, = -1. x, » 0. x, = 1 (Cl x, = 4. x, = 1. x, = -3 

19. (A) x, = 0. x, = 2. Xj = 4 (B) x, = -2. x. * 2. ». » B lO x, = 6. x, = -2. x, = -6 

21. X = (A-B)-'C 23. X = (A + /)"C 25. X - <A - B C + D) 

27. (A) x, = 1. x, = 0 (B) x, = -2 000. x, = 1000 «C' x, » 2 001. x, = -1 000 

29. x, = 18.2. x, = 27.9, x, = -15.2 31. x, - 24. x : - 5 x. » -2. x. - 15 

33. Concierto 1: 6 000 bolctos do S4 y 4 000 boletos de S*. Coooerv 2 5 00U bolelos de S4 y 5 000 boleios de SS; 

Concicrto 3: 3 000 bolelos de S4 y 7 000 boletos de S8 
35. (A) /, = 4. /, = 6. /, = 2 (B) /, = 3. /, = 7, /, * 4 (O I. » 7. /, - 8. /, = I 

37. (A) a = 1,6 = 0. c = -3 (B) a = -2. b = 5. c = 1 iCi a * 11. b - -46. c = 43 

39. Diela 1: 60 onzas de la mezcla A y 80 onzas de la mezcla B: Dieia 2 21 de j mezcla A y 60 onzas de la mezcla B: Dieia 3: 0 onzas de la 
mezcla A y 100 onzas de la mezcla B 


Ejerciclo 9-4 


1. 8 

3. -20 

5. -0.88 

7. i ' ^ 

9. - 2 

o| 

lU (-1)**' 1 2 =0 

13. (-I) 5 * 5 '* ° 




1 

■&. 

00 

5 

-2i 

-4 8 

5 -2 


15. 

10 

17. -21 

19. -40 

21. (-l) , * , 

la. 


a„ 

23. (-ir* 

Oil 012 

°u 

25. 22 

27. -12 

29. 0 

31. 

6 

33. 60 

35. 114 


“a 


Om 


a,, a„ 

Om 





a b c d 

. — ~ , ; intercambiando las filas de este determinante cambia el signo 

c a a b 

ka b .ob 

^ d = * ; mulliplicando una columna de esia determinante por un numcro k sc mulliplica el valor dc la determinante por k. 

\kc-ra kd + b\ \a b\ .___„__._ : _ 


kc *r a kd + b a b 

43. . sumando un multiplo de una fila a otra fila no cambia el valor dc la determinante. 

c a c a 

47. 49 = (—7)(—7) 49. f(x) = j 2 - 4x + 3; !. 3 51. f{x) = x 3 + Ir 2 - &r. -4. 0. 2 


Kespuestas 


Ejercicio 9-5 

I. Teorema I 3. Teorema I 5. Teorema 2 7. Teorema 3 9. Teorema 5 II. x = 0 13. x = 5 15. -10 

17. 10 19. -10 21. 25 23. -12 25. Teorema 1 27. Tcorema2 29. Teorema 5 31. x=5,>>=0 

33. x = ~3,y ~ 10 35. -28 37. 106 39. 0 41. 6 43. 14 

45. Desarrollc el lado izquierdo de la ecuacion usando menores. 47. Desarrolle ambos lados de la ecuacion y compare. 

49. Eslo se deduce del teorema 4 

51. Desarrolle el determinantc de la primera t'ila para obtener O', - y } ).v - l.v, - ,v,).r + - x 7 y t ) = 0. Despues dcmuestre que los dos puntos 

satisfacen esta ecuacion lineal. 

53. Si el determinante es 0. entonces el area del triangulo formado por los tres puntos es 0. La irnica manera de que esto suceda es que los tres 
puntos esten en la misma recta, esto es. que los puntos scan colinealcs 


Ejercicio 9-6 

1. x = 5, y = -2 3. x = 1, y = — 1 5. x — -f. y = | 7. x - y = 9. x = 6 400. y = 6 600 

11. .r = 760, y* 760 13. x = 2, v = -2. z = -1 15. a = y = z = $ 17. a = -9, y = -j. z = 6 

19. A = l y = -l z = 5 21. A = 4 23. >• = 2 25. z = f 

27. Ya que D = 0. el sistema no tiene solucibn o tiene un numero infinito de soluciones. Puesto que a = 0. v = 0. r = 0 es una solucion. el segundo 
caso debe ser valido 

31. (A) R = 200p + 300</ - 6/r + 6 pq - 3 q 2 

(B) p = -0.3a - 0.4v + 180. q = -0.2a - 0.6y + 220. R = 180a + 220y - 0.3a 2 - 0.6xy - 0.6r 


Ejercicio de repaso del capitulo 9 


6 . 

11 . 

14. 


3 3 

4 2 
5 
5 

(A) A 


(9 1) 2. No esta detinido (9-1) 3. 


3 0 

1 -1 


(9-1) 


4. 4 3 

17 4. 


(9-1) 7. 

-1. A, 


2 3 
4 6 
= 3 


a = 2, y = -1 (9-6) 


(9-1) 8. [8) (9-1) 9. No esta det inido (9-1) 10. 

(B) a, = 1, Aj = 2 (C) a, = 8. a 2 = -10 (9-3) 12. -17 (9-4) 

15. (A) -2 (B) 6 (C) 2 (9-5) 16. No esti delinido (9-1) 


(9-1) 


(9-1) 5. No esta definido (9-1) 

(9-2) 


'• ll 11 


13. 0 (9-4. 9-5) 

[1 1 ] 


(9-1) 


r -2 8 





' 10 -5 f 

,8 ‘ 1 8 61 

(9-1) 

19. No esta definido (9-1) 

20. [9] (9-1) 

21. 

-1 -4 -5 

1 -7 -2. 


22. 

r_s 2 

2 4 2 

1-1 1 

i 

o T 

-5 4-1 

2-2 2 

23. i 

I o -± 

L 2 U 2-1 

A) A, = 2, a 2 

2 

= 1, 

1 0-1. 
x 3 = -1 (B) 


(9-2) 


A, = 1, Aj = -2. A, = I (C) A, = -1. A. = 2, A, = -2 (9-3) 
24. (9-4) 25. 35 (9-4. 9-5) 26. y = f = 2 (9-6) 

27. (A) Una solucion unica (B) O no hay solucion o hay un numero inlinito de soluciones. (9-3) 


28. 

31. 

33. 

34. 

35. 

36. 


No. (9-3) 29. X = (A - C)-'B (9-3) 


30. 


r-H 

"1*5 

5' 

1 

-n -l 

60' 

ifi 

12 

ft 

-4 

0 n 

10 2 

-48 

X 

12 

“12 

0 . 

1 -1 

0 . 


(9-2) 


a, = 1 000. a 2 = 4 000. a, = 2 000 (9-3) 
u + k\’ vj 


h • + kx Ai 


32. 42 (9-5) 

(u + JfcvjA — (w + kx)v = UX + lev A - H-V - JfcvA = ux - wv = 


U V 
W A 


(9-5) 


El teorema 4 de la seccibn 9-5 implica que ambos puntos satisfacen la ecuacion. Todos los otros puntos sobre la recta que pasan per los puntos 
dados tambibn satisfacen la ecuacibn. (9-5) 

(A) 60 ton en Big Bend, 20 ton cn Saw Pit. (B) 30 toneladas en Big Bend. 50 ton en Saw Pit. 

(C) 40 ton cn Big Bend, 40 ton en Saw Pit. (9-3) 

(A) S27 (B) Los elementos en LH dan un costo de fabricacibn total de cada producto en cada planta. 

(C) Carolina del Carolina del (9-1) 


Norte 


$46.35 

.$30.45 


Sur 

$41.00] Escritorios 
$27.00j Eslantes 


37. 

38. 


LH • 


DISPOSITIVODEGRAFICACI6N (9-2) 


] T200 

160] 

, P 150 

J <B) 1 80 

40. 

(C) Li 550] 


Escritorios 

Estantes (9-1) 

Produccibn total de cada artlculo en enero 



Respuestas 


A U7 


Ejercicio de repaso acumulativo de los capituios 8 y 9 

1. x = 2, y = — 1 (8-J) 2. (-1.2) (8-1) 3. (-*. -;i. (1, 1) (8-3) 4. y 


(8-4) 



5. Miximo: 33; Minimo: 10 (8-5) 

6. (A) (B) No esiA defimdo «p P) (D) 


[' 7 1 

L4 -l\ 


(E) [-1,8) (F) No esti definido (9-1) 


7. -10 (9-4) 8. (A) X| = 3. x 2 = -4 B *. = 2i i* 3. x 3 = t, i cualquier numero real (C) No hay solucion (8-1) 


9. (A) 


1 1 
-I 1 

1 -3 

2 -5 


(B) 


= N 
UJ 


10. (A) 

11. (A) 2 (B) x = i y = 0 (9-6) 

12. jf, “ I, Jr, = 3; cada par de rectas (iene el mismo 


[J '! I] c 

K3 


(B) A- 


<C) x, = 13.x 3 = 5 (D) Jt, = -11, jtj = -4 (9-3) 





-i 




-> 


-i 


0. J> 


X| + 3Xj = 10 i. - 3x-_ • 10 I, m I 

2x, - Xj = - 1 -7jj = -21 I; * 3 x. m 3 

13. (1.53,3.35) (8-1) 14. (1, 0, -2) (8-2) 15. No tanr ioIbckb «-2. Ik. if - 3. i - 2. fl f cualquier numero real ( 8 - 2 ) 

17. (1, 1). (-1. - I). (V3. V3/3). (-V3. -V3/3) (8-3) li. (0 B -U |LI -.-I i-3i 



(9-1) 20. (Ai 

22. 63 (8-5) 


L 2 3j 


iB No esti defaadD (9-1) 


23. (A) 

24. (A) 0=1 


s 

'14 2 

V 

10 

V 


-3 2 0] 

2 6 3 
.2 5 2. 

*3 

*j. 

- 

*3. 

(Bi A~' = 

2 -2 1 
-2 3 -2. 


(Ci P. -5. 6) (D) (-6. 3. -2) (9-3) 


(B) z = 32 (9-5, 9-6) 


25. (-1.35. 0.281. 1-0.87. -1.60), (0.87. 1.60). (1.35. -0.28) (8-3) 

26. (A) Numero infinito de soluciones (B) No hay soiocidn 'Cl Soluci6n iinica (8-2) 

27. A = /. la idemidad n x n (9-3) 28. L.MyP (8-2, 32. S8 OOOal 8%y S4 000al 14% (8-1. 8-2) 

33. 60 g de la mczcla A. 50 g de la mezcla B. 40 g de la mezcia C (8-2/ 

34. Un camidn del modelo A, scis camiones del modelo B. 5 canines del modelo C; o Ires camiones del modelo A. ires camiones del modelo B. 
seis camiones del modelo C; o cinco camiones del modelo A y sieie camiones del modelo C. (8-2) 

35. 8 por 4 m (8-3) 

36. (A) Fabricando diariamenic 400 paqucies esiandar y 200 de lujo se produce una ganancia maxima scmanal de S5 600 

(B) La maxima ganancia scmanal aumema a S6 000 cuando no se produccn paqueies cstAndar y se producen 400 paqueies de lujo. 

(C) La miixima ganancia scmanal aumema a 56 600 cuando se prixluccn diariameme 600 paqueies estiindar y ninguno de lujo. (8-5) 




A-lib Respuestas 



Ana 

Roberto 

Carolina 

Daniel 

Ernesto 


Promedios de la clase 

(O Examen I Lxumen 2 Examen 3 Examen 4 (9-1 j 

[0.2 0.2 0.2 0.2 0.2]M [84.4 81.8 85 87.2] 


CAPfTULO 10 Ejercicio 10- 1 

1. -1.0. 1,2 3. 0. 5 , | 5. 4. - 8 . 16.-32 7. 6 9. 11. I + 2 + 3 + 4 + 5 13. + ife + loot 

15. -1 + 1 -1 + 1 17. 1. -4. 9. -16. 25 19. 0.3.0.33.0.333.0.3333.0.333 33 21. 1. -j. j. -J. -fe 

23. 7. 3, -1. -5. -9 25. 4. I. J. £ 27. a„ = n + 3 29. a„ = 3n 31. o„ = n/(n + 1) 33. a„ = (-I)"*' 

35. a„ = (-2)" 37. a„ = x~/n 



■L J L J J 

57. (A) 3. 1.83, 1.46. 1.415 (B) V2 *» 1.4142 (C) Paraa, = I: 1. 1.5, 1.417. 1.414 


59. Los valores de son aproximadamenlc 2.236 (es dccir. v 5) para salores jtrandes de 11 . 

61. Aproximaeion en serie de <?" ! = I 221 400 0. valor de ealculadora e" ; = 1.221402 8 

Ejercicio 10-2 

1. I alia en n = 2 3. i-alla en n = 3 5. />,: 2 = 2 • 1 J : P,: 2 + 6 = 2 • 2\ />,: 2 + 6 + 10 = 2-3* 

7. Pa'a = a’* 1 : P 2 : a’rr = a’(a'a) = (a'a)a = cpa = o’ = o’* 5 ; /*,: aV = a’(a 2 a) = a’(a'a)a = ((a’a)a]a = a“ = a 5 * 5 

9. P x . 9 1 - I = X es divisible emre 4; P r 9 ; I = 80 es divisible enirc 4; /'.. 9’ I = 728 es divisible entre 4 
11. Pi. 2 + 6 + 10 + - ■ ■ + <4* - 2) = 2k 2 : P t . , 2 + 6 + 10 + • • ■ + (4i - 2) + (4i + 2) = 2(* + I) 1 

13. Pi aV = a’"*; aV* 1 = e 5 '** 1 15. />,: 9‘ - I = 4r; 9*' 1 - I = 4.s: r. s e N 

23. n = 4, p(x) = X 1 + 1 25. n = 23 43. 2 + 4 + 6 + ■ • ■ + 2n = n(n + I) 

45. 1 + 2 + 3 + ■ • - + (n - 1) = n(n - l)/2. n a 2 51. 3‘ + 4 4 + 5 4 + 6 4 * 7 4 

Ejercicio 10-3 

1. (A) Aritmetico con d = -5; -26. -31 (B) Geometrieo eon r— —2; -16,32 (C) Tampoeo 

(D) tieonietrieo con r = $; 53 . 

3. a. = -1. a, = 3, a, = 7 5. a, 3 = 67, S,, = 242 7. S 2I = 861 9. a 13 = -21 11. a 2 - 3, a, = a 4 = J 

13. a 10 = ji? 15. S, = 3 279 17. </ = 6. a 10 , = 603 19. S„ = 200 21. a„ = 2. 5„ = ? 23. a, = 1 

25. r = 0.398 27. S 10 = -1 705 29. a 2 = 6. a, = 4 31. 5„ = 4 131 33. S- = 547 35. -1 071 37. 

39 . 4 446 43. x = 2V3 45. a„ = -3 + (n - 1)3 47. 66 49. 133 51. 5, = 5 53. Nohaysuma. 55.. 5. = 5 

57. 5 59. 61. 3y;o 65. a, = (— 2 )(—3)”*' 67. Sugerencia: y = x + d. z = x + 2d 71. x = — I, y = 2 

73. Compaftia A: S501 000; eompania B: S504 000 75. S4 000 000 77. A - /'(I r aprox 12 yardas 79. S700 al arto; S115 500 

81. 900 83. 1250 000 85. (A) 336 pies (Bl 1 936 pies (C> 16/- 87. A = A„2 ! ' 89. r = lO *" 4 = 0.398 

91. $9,223 X 10“: S1.845 X 10 17 93. 0.0015 psi 95. 2 97. 3.420° 

Ejercicio 10-4 

1. 720 3. 20 5. 720 7. 15 9. 1 11. 28 13. 9!/8! 15. 8!/5! 17. 126 19. 6 21. 1 

23. 2 380 27. m' + 3m 7 n + 3 mn 1 + n 1 29. 8.r‘ - 36.r . + 54xr’ - 27> J 31. x 4 - Sx 3 + 24x : - 32* + 16 

33. m 4 + 12m’n + 54m V + 108mn 3 + 8 In 4 35. 32X 3 - SOx 4 .* + 8QrV - 40xV + 10xx 4 - / 

37. m* + 12m’n + 60mV + 160mV + 240mV + 192 mn } + 64n‘ 39. 5 005uV 41. 264m J rt 10 43. 924«* 

45. -48,384x J .v 5 47. 5 49. (A) a 4 = 0.251 (B) 1 51. 1.1046 





Respuestas 


Ejerclclo 10-5 

I. 990 3. 10 5. 35 7. I 9. 60 II. 6497400 13. 10 15. 270725 17. 5 - 3 - 4 - 2 = 120 

19. P ||1} = 10-9-8 = 720 21. C,, = 35 subeomites. P., = 210 23. C |u , = 45 

25. No se repite 6 ■ 5 • 4 • 3 = 360; con repeticiones de 6*6-6-6 = 1296 27. No repite P lllf = 30 240: con repeticiones de: 10' = 100 000 

29. C M . = I 287 31. 26 • 26 • 26 • 10 • 10 HO = 17 576000 posibles niatricnlas de licencias: no se repile 26 • 25 • 24 • 10 • 9 • 8 = II 232 00C 
33. C, *, C IU = 100 386 35. C„, C , 04 C,. = 246 960 

37. (B) /• = 0, 10 (C) Cada uno es el producto derenteros consecutivos. cl mayor del cual es n para P y r para r! 

39. 12-11 = 132 41. (A) C„, = 28 (Bi C„ = 56 (C) C KJ = 70 

43. Dos personas: P f , = 20; ires personas: P, . = 60. cuatro personas: P, 4 = 120; cinco personas: P ~ 120 

45. (A) P, f = b 720 (B) C„, = 56 (Cl 2-C 14 = 30 

47. Alii hay C 4 , • C Mt = 778 320 nianos que contienen e»actamente un rey, y C w , = 575 757 munos que no conuenen eorazones. asi la anterior es 
mas probable 

Ejerclclo de repaso del capitulo 10 

1. (A) Geomitrico (B) Aritniitico (C) Aritminco (D) Tampoco (E) Geomeirico (IO-1, 10-3) 

2. (A) 5. 7. 9. 11 (B) a 10 = 23 (C) S, 0 = 140 (1(3-1. 10-3) 

3. (A) 16. 8 . 4. 2 (B) a t0 = ^ (C) J l0 = 31$ f 10-1. 10-3) 

4. (A) - 8 . -5. -2, 1 (B) a w = 19 (C) S ie - 55 1 10-1. 10-3) 

5. (A) -1.2. -4. 8 (B) a l0 = 512 (C) 5 , 0 - 341 (10-1.10-3) 6 . 5, = 32 (10-3) 7. 720 (10-4) 

8 . 20 - 21-22 = 9 240 (10-4) 9. 21 <1(P4) 16. Cu = 15. />« = 30 ( 10-5) 

11. (A) 12 resulindoseombinados (B) 6-2=12 (10-5/ 12. 6 • 5 ■ 4 • 3 ■ 2 • I = 720 (10-5) 13. P M = 6 ! = 720 (10-5 



14. P 5 = 1 : - 4- I. />.: 5 - 7 = 2 2 + 4-1 />,: 5 - 7 + 9 = 3 3 + 4-3 (10-2) 

15. P,: 2 = 2'*' - 2; P,: 2 + 4 = 2 3 *' - 2; />,: 2 - 4 - 8 = 2 5 *' - 2 (10-2) 

16. /*,: 49' - I = 48 es divisible enire 6; P.. 49 1 - ! = 2400 es divisible enire 6. P y \ 49' - I = 117 648 es divisible enlre 6 ( 10 - 2 ) 

17. P t : 5 + 7 + 9 + • ■ ■ + (2k + 3) = *=’+ 4fc 5 + 7 + 9 + ■ • ■ + (2* + 3) + (2* + 5) = (* + l ) 3 + 4(* + 1) (10-2) 

18. P t : 2 + 4 + 8 + -- -+2* = 2 4 * 1 - 2; P „2 + 4 + 8 + - - - + 2* + 2‘*‘ = 2 ** 3 - 2 (10-2) 

19. P t . 49* - I = 6r para algun entero /-. P, „49* * 1 - 1 = &j para algun eniero ,v ilU-2) 20. <i = 31 es un contracjemplo <10-2/ 

21. S 10 = -6- 4- 2 + 0 + 2 + 4 + 6-1-8-10+12 = 30 (10-3) 22. S 7 = 8 + 4 + 2+ l+ j- j+ £=l5j (10-3) 

23. S, = ^ (10-3) 24. S . = ^ ( ~ 1 4 S. = * (10-3) 25. C*., = 20 (10-5) 26. d = 3. o, = 25 (10-3) 

i -1 3 

27. 336; 512; 392 (10-5) 28. £ (/0-i| 29. (A) />., = 120 (B) C„ = 10 (70-51 30. 190 (10-4) 

31. I 820 (10-4) 32. I (10-4) 33. - 5j+v + I Or 1 }' - ia*y + 5x? - y 3 (10-4) 

34. -1 760*V (70-41 38. 29 (10-4) 39. 26 (10-1) 40. 2 5 = 32; 6 (10-5) 41. 49 g/2 pies; 625 g/2 pics (10-3) 

42. 12 (10-5) 43. .t 6 + 6uP - ISx 4 - 20^ + lit 3 + 6ix - 1 (10-4) 44. /%_, = 120 (10-5) 

CAPITULO 11 Ejerclclo 11 1 

1 . Y 3 . Y 5 . Y 7 . Y 








A-140 Respuestas 


9. Y 11. Y 13. (9.75,0) 15. (0.-26.25) 17. (-19.25.0) 



19. x 2 = 12v 21. x 2 = -28y 23. y 2 = -24x 25. f = 8x 27. x 2 = 8y 29. y 2 = -12a 31. x 2 = -4y 


33. Y 


35. 

' 

37. (A) 

2: x = 0 y y = 0 (B) (0. 0). (4am. 4am 2 ) 

vL 


V 

: 

• /T (5.3H. 5.646) 



-j 

( 0 , oy \ 

J— X 

-to / 

(o. or 




-J.. 


-to 





39. A(-2a. a), B(2a. a) 41. x 2 - 4a - 12y - 8 = 0 43. y 2 + 8y - 8* + 48 = 0 45. (-0.78. 0.08). (40.78. 207.92) 

47. (-6.84. -5.85). (0, 0) 49. x 2 = -200y 51. (A) y = 0.0025x-. - 100 £ x £ 100 (B) 25 pies 


Ejercicio 11-2 

1 . Focos: F'(-\/2f, 0). ^(VJI. 0) 3. Focos T(0.-V2l). F(0, V2l) 5. Focos: F'(-Vi. 0). F(V8, 0) 

Longilud del eje mayor = 10 Longilud del eje mayor = 10 Longitud del eje mayor = 6 

Longiuid del eje menor = 4 Longitud del eje menor = 4 Longitud del eje mcnor = 2 


Y Y Y 



7. Focos: F(0, -4), F(0. 4) 9. Focos: F(0, -V6), F( 0. V6) 11. Focos. F(-V5. 0), F(V 3. 0* 

Longilud del eje mayor = 10 Longitud del eje mayor = 2V12 — 6.93 Longitud del eje mayor = 2V7 ■■ 5.29 

Longitud del eje menor = 6 Longitud del eje menor = 2V6 ■> 4.90 Longilud del eje menor = 4 


Y Y Y 



(*' y 2 y y- l 2 V 2 X 2 y 2 

13. — + — = 1 15. — + -— =1 17. — + — = 1 19. -H-- 1 21. No pasa la prueba de la recta vertical. 

16 9 64 121 64 28 100 170 1 1 









Respuestas 


29. (3.565. 1.589) 


3J. £ + £-,; dip* 


37 ‘ ^ + -i^= l;7 - 94 '’ ieS 39 ‘ <A > ^ + ]^ =1 


33. (-0.46, 2.57). <4.08, - I-.06) 35. (±3.64, ±9.50) 

(B) 5 13 pies 


Ejerclclo 11-3 


I. Focos: f'(-\/T3. 0). F(VU. 0 ) 
Longilud del eje transversal = 6 
Longitud del eje cnnjugado = 4 



3. Focos: F( 0. - VT3). F( 0 . vT5) 
Longilud del eje transversal = 4 
Longitud del eje conjugado = 6 
V 



7. Focos: F'(0, -5). F(0. 5) 

Longitud del eje transversal = 8 
Longitud del eje conjugado = 6 



“■ 5-S- 


15. 


144 81 

e 2 



jL_£L= , 

151 49 ' 


5. Focos: f’( —V20, 0). F(V"20, 0) 
Longitud del eje transversal = 4 
Longitud del eje conjugado = 8 

r 



9. Focos: r(-vTo. 0 ), fxvTo. o> 

Longitud del eje transversal = 4 
Longitud del eje conjugado = 2 V 6 4.90 


11. Focos: T(0. - vTT), F(0. V11) 

Longilud del eje transversal = 4 
Longitud del eje conjugado = 2V7 ■■ 5.29 
Y 



21. (A) Un nuntero infimto de; — - -; = 1 (0 < a < 1) (B) Un numero infinito de; + - 7 —- = I (a > I) (C) Uno; v* = 4x 

a 1 - a er a — 1 


23. 


25. 




27. (-1.389, 3.306), (6.722. 7.361) 


29. (-3.266. 3.830). (3.266. 3.830) 

.4 J 

37. —-= 1; 5.38 pies sobre el vertice 39. v = ;Vr + 30 3 

16 8 


Ejerclclo 11-4 


1 . 

(A) 

x' = x- 3,y'=y 

- 5 

(B) 

k 

+ 

y. 

II 

00 

(C) Circulo 



3. 

(A) 

x' = x + 7, / = y 

- 4 

(B) 

9 16 

(C) 

Elipse 



5. 

(A) 

II 

W 

II 

+ 9 

(B) 

y' 1 = I 6 x‘ 

(C) Parabola 



7. 

(A) 

x' = x + 8 , y' = y 

+ 3 

(B) 

sn 

+ 

II 

(O 

Elipse 

9. (A) 

9 

(v+ 2) 3 

16 

11 . 

(A) 

(,r + 5) J ( (y + 7 ) 1 
5 6 

= 1 

(B) 

Elipse 13. 

(A) 

(x + 6 ) : = 

—24(> - 4) (B) 

Paribola 


= 1 


(B) Hipirbola 



■*- Kespuestas 


( x - 2) 2 (v — 2) 5 

15. —--+-j-= 1; elipse 17. (x + 4) J = -8(y - 2); parabola 



25. x 3 — 4.v + 4y — 16 = 0 27. jr + 4\- + 4x + 24y + 24 = 0 29. 25x> + 9y : - 200x + 36y + 211=0 

31. 4x 2 - y 2 - I 6 r + 6 y + 11 = 0 33. F'(-V5 i- 2, 2). f(V5 + 2. 2) 35. F(- 4. 0) 37. F'(- 4. -2). f(-4. 8 ) 

39. (1.18. 1.98). (6.85, -6.52) 41. (-1.72.-1.87). (-0.99, 2.06) 


Ejerclclo 11-5 


1 . y= -lx - 2: 
tinea recta 


3. y = ~Xx - 2, x S 0; 5. y = -|ar; 

un rayo (parte do unn tinea recta) linea recta 


7. y 1 = 4.r; 
parabola 








23. y 3 = -8(x - I), -1 <i< 1; 25. x 3 + y 3 = 2x. x * 0 o (x - If + y 3 - 1. x * 0; 27. y 

parte de una parabola circulo (note el orificio en el origen) 2 

Y 





(y + I ) J (x + 3) 3 


= 1: hipcrbola eon centre (-3. -1) 


to 


to 


c 





to 


-10 


V 

i 

A 



10 


33. — 


-to 

(v+n* (x-4) J 


25 


= I; hipcrbola con centre (4. -Ik 35. 


= I: elipse con centro (3. -4); 


rr 3ir v 

x = 4 + 3 tan /. y = -1 + 5 see f, -— < r < —. r * — 

2 2 2 

10 


-10 

U - 3) 1 (y + 4) 3 
49 + 4 

x = 3 + 7 cos /, y = —4 + 2 sen i, 0 s t s 2n 


to 


-s 


/ 



-to 




c 

—> 


to 


-to 

37. (A) (4.8. -1.5) 

(B) x 3 + y 3 = 25; circulo 


-to 

39. (A) 43.292 * Bj 9.183.619 m: 9.184 km (C) 2.295 918 m 


Y 



Ejercicio de repaso del capitulo 11 


1. Focos:f(-4. 0). F(4. 0) (11-2) 
Longitud del eje mayor = 10 
Longilud del eje menor = 6 



2 . ( 11 - 1 ) 

r 



3. Focos:F'(0. -V34). F(0. V34) (11-3) 
Longitud del eje transversal = 6 
Longitud del eje conjugado = 10 


Y 



(B) Hipcrbola (11-4) 5. (A) (x + 5) 3 = - 12(y + 4) 

x 1 r 

(B) Elipse (11-4) 7. y 3 = -x (12-1) 8. - + — = 


(B) Parabola (11-4) 
v 3 r 

(12-2) 9. --—=1 (11-3) 

9 to 


C 9 













.CSpruCSldS 


M- I 


Ejerclclo de repaso acumulativo de los capitulos 10 y 11 

1. (A) Arilmetico (B) Geomrtnco (C) Ninguno (D) Geometrico (E) Arilmctico (10-3) 

2. (A) 10,50.250.1250 (B) a, = 781 250 (C) S, = 976 560 (10-3) 

3. (A) 2.5.8.11 (B) a, = 23 (O S, = 100 (10-3) 4. (A) 100.94.88.82 (B) a, = 58 (C) S, = 632 (10-3) 

5. (A) 40 320 (B) 992 (C) 84 (104) 6. (A) 21 (Bl 21 (C) 42 (10-4. 10-5) 



10. Oclii)rcsttltadoscombinados: (B) 2-2-2 = 8 (10-5) 11. (A) 4 • 3 • 2 ■ I = 24 (B) P„ = 4! = 24 (10-5) 



12. y = 2x - 1; linea recta (11-5) 



13. #»,: I = 1(1): /»,: 1 + 5 - 2(3) 14. /»,: 1* ♦ 1 * 2 = 4 es divisible enire 2 

P,: I + 5 + 9 = 3(5) (10-2) P* 2 1 + 2 + 2 = 8 cs divisible enire 2 

P,: 3 3 — 3 + 2 = 14 es divisible enire 2 (10-2) 

15. P t : I + 5 + 9 + • • ■ + (4* - 3) = *C2Jfc - 1) 

1 + 5 + 9 + • • • + (4* - 3) + (4* + !) = (* + 1K2* + 1) (10-2) 

16. P t : lr’ + k + 2 = 2r para algun entero r 

P,.,. (k + 1) J + (* + 1) + 2 = 2s para algun entero s (10-2) 

jf 2 V* jr* v* 

17. _y = -2j 3 (ll-l) 18. — + r- = 1 (11-2) 19. — - f- = I (11-3) 20. 1+ 4 + 27 + 256 - 3 125 = 3413 f/0-/) 

ZJ lO 64 

21. S 'r/i 'T u f,0 // 22. 81 < n - 3 > 23- 36ft ' 296: 750 (/0-5) 24. n = 22 (10-3) 

6-1 V* + I J- 

25. ( " 2> + - ^ 3) = 1; elipse f/Mj 26. (A) 6 375 600 (B) 53 130 (C) 53 130 (10-4.10-5) 




27. a* + 3a'* + ra'tr + ?aV + {faV + (10-4) 28. 153 090^; -3 240*'/ (10-4) 31. 61875 (10-3) 

32. (11-3) 33. a 7 . = 0.236; 8 icrminos (10-4) 



37. I O'* = 1 000 000 000; 3 628 800 (10-5) 38. (-2.26. -4.72). (1.85. 3.09) (11-4) 

40. .t" - 12;V - 60.f + 160/.c' + 240*- - I92i* - 64 (10-4) 41. (* - 6) 2 = —4(y - 2) o jr - 12c + 4y + 28 = 0 (//•/) 

42. + 2V3 (11-2) 43. 8 (11-3) 44. C,„ = 35 (10-5) 

45. x + 4 = (v - I )\ >■ < 1 miiad inferior do una parabola (excluyendo nl verlieo) (11-5) 



48. *•’ - S.v 2 - 2x - 8 v + 17 = 0; hiperbola (11-3) 49. S 6 000 000 (10-3) 50. 4 pulg (//-/) 51. 32 pies. 14.4 pies (11-2) 

APENDICE A Ejerclcio A 1 

I. V 3. F 5. F 7. V 9. 7 + * 11. (xy)z 13. 9m 15. Comviutativa (•) 17. Disiributivy 

19. Invcrsa (■) 21. Inversu ( + ) 23. lilonliilail ( + ) 25. Ncgalivos 27. (-2. 0,2.4) 29. {a. s. i. u) 31. 0 

33. Comiuilativa ( + ) 35. Asociativa ( + ) 37. Dislribmiva 39. Ccro 41. Si 43. (A) V (B) F (C) V 

45. | y -1.43 son dosejomplos de nil ni'imoro inlinilo 47. (A) Z. Q. R (B) Q. ft (C) R (D) Q. R 

49. (A) 0.888 888 88 • • <B) 0.272 727 27 ■ (C) 2.236 067 97 ■ ■ ■ (D) 1.375 000 00 ■ 

51. (B) os I'also, ya quo, por cjcmplo, 5 — 3 ^ 3 — 5 (D) es falso, ya que, por ejemplo, 9 -s- 3 * 3 *• 9 

53. (A) (1.2.3.4,61 (B) (2.4) 55. ^ 57. 23 23 -12 = 23(2 +10) 

x 12 = 23-2 + 23-10 

46 = 46 + 230 

230 = 276 

276 

Ejerclcio A-2 

1. 3 3. 2r' - .r 2 + lx + 4 5. 2r’ - 5.r + 6 7. 6 .r* - 13r‘ + 9jr + 13.t - 10 9. 4x - 6 11. 6 / - 16v 

13. m- - n' 15. 4r - 11/ + 6 17. 3.r - 7.ry - 6y : 19. 4m : - 49 21. 30.r - 2iy - 12v= 23. 9r - 4v- 

25. 16.v- - 8 .tv + y 3 27. o’ + b' 29. -x + 27 31. 32a - 34 33. It* - 5ar' + 5ar + I lx — 10 

35. /i J + Irk 7 + Jt 4 37. — 5.r — 4.r + 5 39. 2m : + 15mn 41. 8 m' - I2m : n + 6 mrr - n' 43. 5h 

45. 6lrx + 2/i + 3 lr 47. — 4r/i — 3A — 2/r 49. 3r‘h + 3xh ! + h } 51. m* - 3m 2 - 5 53. 2c - I3 at + 25.t - 18 

55. 9.r' - 9.r - 18.v 57. (1 + 1) : l 2 + I 2 ; cualquicr u o b debe scr cero 59. m 61. Aliora ol grado es mcnorqiic o igual a m 

63. I’orimelro = 2v + 2(x - 5) = 4.t - 10 65. Valor = 5* + KXx - 5) + 25(ar - 3) = 40.c - 125 

67. Volumcn = jirl.t + 0.3)' — jtr.r' = 1 , 2 irjr + 0.36ir.t + 0.036tt 

Ejerclcio A-3 

1. 2r'(3.r - 4,v - I) 3. 5.ry(2r + 4.cy - 3y-') 5. (5x - 3)U + D 7. (2w - x)(y - 2z) 9. (x + 3)(.c - 2) 

II. (2m - l)(3m + 5) 13. (2c - 3y)(.v - 2y) 15. (4a - 3/>)(2c - d) 17. (2c - 1 )(x + 3) 19. (x - 6 y)(.c + 2y) 

21. I’rimo 23. (5m - 4n)(5m + 4a) 25. (.r + 5v ) 2 27. Priino 29. 6 (.c + 2)(x + 6 ) 31. 2v( y - 3)(_v - 8 ) 

33. y(4.c - I ) 2 35. (3s - r)(2s + 3/) 37. ,cv(.c - 3v)(.c + 3y) 39. 3m(m 2 - 2m + 5) 41. (m + n)(m - — mn + n 7 ) 



Kespuestas 


A-14/ 


43. 

51 . 

59. 

67. 

73. 


1 . 


17 


31. 


45. 


53. 


I. 

19 . 

33. 

49. 


61. 

73. 


I. 

21 . 

35. 

47. 

55. 

63. 


1 . 


15. 


31. 

45. 


57. 


67. 


81. 


89 


93. 


3. 

7. 

12 . 

16. 

21 . 


(c - l)(c= + c + 1) 45. 2(3x - 5)(2x - 3)(12x - 19) 47. 9 jT*( 9 - jr) 3 (5 - .r) 49. 2(x + l)(x= - 5)(3x + 5)(x - 1) 

[(a - b) - 2 (c - d)\[(a - b) + 2i.c - if)] 53. (2m - 3 n)(a + b) 55. Primo 57. (x + 3)(jt - 3)- 

(a - 2)(a + I ){o 1) 61. [4<A + B) + 3][(A + B) — 2] 63. (m — n)(m + n)(m ; + n 2 ) 65. sr(sr - 2)(s : t 2 + 2sl + 4) 

(m + n)(m + n - I) 69. 2a(3a — 2<x + 4)][3a + 2(x + 4)) 71. (x 2 — x + Opr + x + 1) 

(A) 4(10 - x)( 10 + x) = 400 - 4x* (B) 4x(10 - x ) 2 = 4<)0x - 80.r + 4.x 3 


if 

T 


3. 


22v -r 9 
252 
x + v 


5. 


>•+3 
7v - 9x 


19 


21 


Ejerclclo A-4 

7. -I- 9. 

8x 2x — 1 

4(t + lXx - Ur - 2r 


— II. 

m 


xy(a - b) 

(A) Incorrect! 
-x(x + .V) 


33. 


r - x + \ 
2(jr - 9) 

(B) x + 1 


35. 


x 5 

(x- yf 


37. 


y 


55. 


y‘(x ») 

47. (A) In co rTce to 


Ejerclclo A-5 


(a + b) 2 (a - b) 


13. 


tts 1 — 6 m + 7 


15. 


23. 


x(2 + 3x) 


(1 - 3x ) 4 

—!— « r " 3 

x - 4 


25. 


(x + 1 )(x — 9) 
(x + 4 ) 4 


39. 
B 2x -*- h 


41. 


-1 


x - I x(x + h) 

49. (AI Incorrecto 


27. 

43. 

(B) 


• + 3 


(y - 2)(y + 7) 
x 5 +■ xh + 4x + 2h 


29 


(x + h + 2 Kx + 2) 
x 2 - 2 

-— 51. (A) Corrcclo 

x + 1 


I 3. 6 .i'" 5. 9x*/r* 7. ti 4 b ,: l(c"d ‘) 9. I O' - It. hiy 13. ir 15. 4 X 10' 17. 3.225 X I O’ 

8.5X10--’ 21. 7.29 X10- 23. 0.005 25. 26900000 27. 1)00000000059 29. 2/12 31. . r 

4a-'// 35. ir , 5 /(irV) 37. \l(x + y) : 39. a\x ~ ■ 41. -Iixy) 43. -9.rV(x'4- 3) 4 45. 64 

2a- -ft! 1 51. ' x — j .r 2 53. x-l+yx' 1 55. - *5 • 57. 154 X10'-’ 59. 1.0295 X10" 

-4.3647 X 10 63. 9.4697 X I0 2 ” 65." 2(u + 2bi 67. . - . - y-'nxy) 69. (y - x)/y 71. I.3x|0-'lb 

I0'"o 10 miles de millones; 6 x 10" o 600 miles de millones *5 — 1 0 dcilares por persona: SI 440 por persona 


Ejerclclo A -6 

4 3. 64 5. -6 7. No es un niimero real 9. -F u. - 13 . /* 15. d'° 17. l/v 1 ' 3 19. 2xA- 

1 Ka U4 h' n ) 23. xvV2 25. 2b : /(3a ! ) 27. 2/(3x w, r 29. • tf 31. 6 m - 2m ,OT 33. a - a' n b' n - 6 b 

4x - 9.v 37. x + 4 x' n y' n + 4y 39. 29.52 41. 0.090 93 43. 5 421 45. 107.6 

x = y = I es una tic muclias opciones 49. x = y = 1 es uns de mnch*i i«. ■ k > 51. 3 - jx - 1 ' 2 53 . |. t IA + i t - 1 ' 2 

jx 3 ' 3 - Zx' n 57. a'"'b'"‘ 59. l/(x'"y 4 *) 61. (Al x= -2. o-* ryemp'-o Bl x = 2. por cjemplo (Cl No es posible 

No 65. (x - 3)/(2< - l) w 67. <4x - 3)/(3x - l / 3 69. 1.920 - 71. 428 pies 


Ejerclclo A-7 


( 2 Jrv) 3 ' 


Njiiro i'im) 2 (primer preferido) 3. 6 J 'J / x 3 (no ^d?) 5. < (4rrV 7. Vx-y 9. b >lf 11. 5X 3 -* 13. 

x'o + yo 17. -2 19. 3X 4 / 21. 2 mir 23. 2air\ S 25. 2xf\ 2^ 27. \m 29. N, r 7 

3x^3 33. V5/5 35. 2v3x 37. 2V2 + 2 39. V3 - \2 41. 3rVb}5ry 43. n<2m '?i 

'i.'aHb - a) 47. ' frrrfe 49. /y'ffix? 51. En fonra simplir»cach 53. V2/2o fvl 55. 2u*>\ J 4<r6 
“V 12 xyVlr 0 [l/(2x)K / r2xv 1 59. ( 6 y + 9Vy)/(4y - 9) 61. - - ll\ 10V117 63. V r - 9 - 3 65. l/O/f ■+• Vx) 

1 /(VTT 7 ; + Vx) 69. 0.2222 71. 1.934 73. 0.069 79 75. 2.073 77. Ambos son 1.059. 79. Ambos son 0.6300. 

-$7 + iab + 


x s 0 83. Todos los mimeros reales 

(\ x - Vy - V;|[(x + y - ;) + 2V'jn'l 


<77= 


(x + y - c ) 1 - 4.n- 

- a*~" = V " 


85. 


91. 


(AlylEMB) y 1 F 1 . iC)y (Dl. 

1 


87. 


a - b 


VU + S) 4 +■ vx(i h) ■ 


K7 


Vx" 


Ejerclclo de repaso del apendice A 

(A) V (B) V (C) F (D) V (E) F (F) F (A-l) 2. (A) (y + z)x (B) (2 + x) + y (C) 2x f lx <A-I) 

x 3 + 3x*’ + 5x - 2 (A-2) 4. x 3 - lx 2 - 3x + 22 (A-2) 5. 3X 3 + x 4 - 8 .x 3 + 24X 2 + 8 x - 64 (A-2) 6 . 3 (A-2) 

1 (A-2) 8. Ux 3 - 30x (A-2) 9. 9m : - 25 rr (A-2) 10. dr - 5xy - 4>- (A-2) 11. 4o-’ - I2nfc + 9 b : (A-2) 

(3x - 2J 1 (A-3) 13. Primo] (A-3) 14. 3n(2n - 5K" + I) (A-J) 15. (12a'fc - 406 : - 5a)/(30a 3 6 3 ) (A-4) 

(7x - 4V[dx(x - 4)] /A-4) ~‘l7. (y + 2V[y(y - 2)) (A-4) 18. 11 (A-4) 19. drV 5 (A-5) 20. 3n 4 /r (A-5) 

6 X 1CF (A-5) 22. x*/y* (A-5) 23. u 3 ' 3 (A-6) 24. 3 a : lb (A-6) 25. 3^7 (A-7) 26. -3(xy / 3 (A-7) 


A- 140 Kespuestas 


27. 3x 2 y'i/j?y (A-7) 28. 6 *W*y (A-7) 29. 2fcV3a (A-7) 30. (3Vl + 5)/4 (A-7) 31. V? (A-7) 

32. (—3,-1,1) (A-/) 33. Suslraccton (A-l) 34. Conmulativa (+) (A-J) 35. Distributiva (A-!) 

36. Asocialiva (•) (A-l) 37. Negatives (A-l) 38. Idcntidad (+) (A-l) 39. (A) V (B) F (A-l) 

40. 0 y —3 son dos ejcmplos de un mimero infinito (A-l) 41. (A) (a)y(d) (B) Ningnno (A-2) 42. 4xv - 2y (A-2) 

43. m" — 6 mV + n A (A-2) 44. 10x/i + 5/r —Ih (A-2) 45. lx 3 - 4X 7 + lit (A-2) 46. x 3 — dry + lirv 5 - 8/ (A-2) 

47. (x — y)(7x - y) (A-3) 48. I’rimo (A-3) 49. ixyilx 1 + 4x y - Sy 1 ) (A-3) 50. (y - b)(y - b - 1) (A-3) 

(x - 4)tx + ;r 

51. 3(x + 2y)(x- - 2xy + 4^) (A-3) 52. (>■ - 2Xy + 2) : (A-3) 53. x(x - 4) 7 (5x - 8 ) (A-3) 54. —--- (A-4) 


55. 2mJ[(m + 2)(m - 2) J ] (A-4) 56. i’/x (A-4) 57. (x - y)l(x + y) (A-4) 58. - abl(a 1 + rh + b 2 ) (A-4) 

59. Incorrccto. la forma correcta final es (x 2 + 2x - 2)/(x - 1) (A-4) 60. j (A-S) 61. § (A-5) 62. 3x 2 l(2y 2 ) (A-6) 

63. 21a m /b' n - (A-6) 64. x + 2 x' a y' a + y (A-6) 65. 6 x + Ix'^y' 11 - 3y (A-6) 66 . 2 X 10 " 7 (A-5) 

67. 3.213 X I0 6 (A-5) 68 . 4.434 x10-’ (A-5) 69. -4.541 X 10 11 (A-5) 70. 128 800 (A-6) 71. 0.01507 (A-6) 

72. 0.3664 (A-7) 73. 1.640 (A-7) 74. 0.08726 (A-6) 75. -6x 2 v 2 'Vf?y (A-7) 76. x^i-l? M-7; 

77. >yli??/(2x) (A-7; 78. y^5?y (A-7; 79. 1^2? (A-7) 80. 2x - 3Vxy - 5y (A-7) 

81. (dr + 3Vxy)/(4x - y) (A-7) 82. (4u - liVuv + 9v)l(4u - 9v) (A-7) 83. V?T4 + 2 (A-7) 

84. 1 l(Vt + V5) (A-7) 85. 2 - lx- 1 ' 3 (A-7; 86. ft; racional M-/> 

87. (A) |-4, -3,0. 2| (B) (-3. 2| (A-l) 88 . 0 (A-7) 89. x’ + 8 X 2 - 6 x + 1 (A- 2 ) 

90. x(2a + 3x - 4)(2a - 3x — 4) (A-3) 91. Los ires tienen el mismo valor. (A-7) 

92. \(x - 2Xx + 3 ) 4 (A-5) 93. aWla 1 + b ’) (A-5) 94. x - >• (A-6) 95. x — 1 (A-6) 

96. (I + Vx + ^?V(I - x) (A-7) 97. 1/C^r + -VSt + ^25) (A-7) 98. x"*’ (A-7) 

99. Volumen = 3n(x + 2 ) 2 - 3-ttx 2 = 12irx ■+ 12rr pies' 64-2; 100. 9.60 X 10' = 9600 kg/persona (A-5) 

101. (A) 24 000 unidades (B) La produccion se duplica a 48 000 unidadcs 

(C) En cualquier nivel de produce ion. se duplican las unidades de capital y Ins boras de mano de ohra duplican la produccion (A-6) 


102. R = 


/?,/?, + R,R S + «,/?, 


(A-4) 


103. (A) A = 480 - dr 2 = 6(80 - x 2 ) (B) V = x(l 6 - 2x)(I5 - i.5x) = 240x - 54.r' + 3x> (A-3) 
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Numeros irracionales, A-4 
Numeros naturales, A-4 
compuestos, A-23 
exponente. A-12 
primos. A-23 
relativamentc primos, 231 
Numeros racionales. A-4 
Nutricion. 26, 95, 603, 617, 639. 673 
Nutricion animal. 657 

Oceanografia. 131 
6 ptica. 496 

6 rbitas planetarias. 570 
Orden de operaciones. A-19 
Orden de relacion. 27 
Ordenacion (vease Permutaciones) 
Ordenada. 99 
Origen. A-4. 99, 541 

Par ordenado. 99 
Parabola: 

aplicaciones de. 785 
definicion de. 152, 779. 780 
dibujo de. 780 
directriz de, 780 
ecuaciones estandar de, 782 
eje de la. 153. 780 
excentricidad de. 809 
foco de, 780 
grafica de, 154, 782 
vertice de. 153, 780 
Paraboloide. 785 
Paraboloidc hiperbolico, 807 
Paradoja de seno. 753 
Parametro, 592. 821 


Pendiente, 117 
Pendulo. A-66. 114 
periodo de, A-66 
Perihelio. 555. 579 
Periodo fundamental. 392 
Permutaciones, 765 

Planeacion de la produccion, 617. 634, 640, 
665, 693 

Plano de movimiento. 828 
Plano real, 98 

Planta de nutricion. 639, 651 
Poblacion mundial. 302. 331 
Polinomio(s): 
binomial. A-14 
caracteristico, 701 
cociente de. 217 
coeficiente de. A-14 
coeficicnte numerico. A-14 
completamcnte factorizado. A-25 
definicion de. A-13 
desigualdad. 81 
divisor de. 217 
factonzacion de. A-23 
formulas especiales de factorizacion 
para. A-29 
grado de. A-13 
grafica de signos para. 82 
monomial, A-14 
multiplicacion de. A-17 
metodo PElUde.A-18 
pnmo. A-25 

productos especiales de. A-18 
raiz real de. 81 
residuo de. 217 
rcsta de. A-16 

sobre la recta real, signo del. 82 
suma de. A-16 
teorema del residuo, 218 
termino principal. 219 
terminos semejantes en. A-15 
trinomial. A-14 
Polinomio de Taylor, 302 
Polinomio primo. A-25 
Polinomio reducido. 233 
Politicas. 673 
Potcncia nuclear, 810 
Precio de equilibrio. 23 
Precio de mayoreo. 15 
Precio y abastccimiento. 113 
Precio y demanda. 113, 198, 209 
Precios, 15, 205. 209 
Premio en dinero. 745 
Presion atmosferica. 129, 302.324, 753 
Primera propiedad de los cxponentes, 

A-13 

Principio de conteo fundamental, 762 
Principio de multiplicacion. 762 
Problemascon mezclas, 12, 16 
Problemas con monedas. A-22 
Problemas con numeros, 15,67, 71,95 
Problemas de cantidad razon y tiempo, 9, 
11. 16.69 

Problemas de distancia, rapidcz y tiempo. 9, 
10. 25,68,95 

Problemas rapidez-tiempo. 9, 16, 95, 209 


Proceso adiabatico. 752 
Produccion de automoviles. 163 
Produccion. 25 

Producto Nacional Bruto (PNB). A-51 
Productos especiales. A-18 
Programacion lineal 

description general de, 644 
funcion objetivo para, 641, 644 
modelo matematico para. 641 
problema de restricciones para, 641 
recta de ganancia constante. 643 
recta de utilidad constante, 643 
region factible de, 644 
restricciones no negativas para. 641, 
644 

solucion grafica de. 642 
solucion optima para. 642, 644 
soluciones multiples optimas de. 646 
teorema fundamental de. 644 
valor optimo de, 644 
variables de decision para. 641.644 
Progresion aritmetica (vease Secuencia 
aritmetica) 

Progresion gcometrica (vease Secuencia 
geometrica) 

Promedio: 

aritmetico. 90 
costo. 265 
de pruebas. 722 
razon de cambio, 90 
Propiedad asociativa. A-5 
Propiedad conmutativa. A-4 
Propiedad de tricotomia. 27 
Propiedad distributiva, A-6 
Propiedad fundamental de fracciones. 

A-33 

Prueba de la recta horizontal. 185 

Prueba numerica. 82 

Pruebas generadas en computadora. 763 

Publicidad 303, 332 

Punto circular. 340 

Punto de esquina, 632 

Punto extremo. 28 

Punto extremo a la derecha, 28 

Punto extremo izquierdo. 28 

Quimica, 16. 25. 33. 47. 95. 209. 322, 603, 
616,617 

Racionalizando denominadores. A-63 
Radian, medida de angulos. 360, 365 
Radicalcs: 

indice de. A-58 
nesima raiz, A-58 
principal, A-58 
propiedades de. A-59 
y factor de racionalizacion. A-63 
y forma del radical simplificado. A-60 
y racionalizacion de denominadores, 
A-63 

y radicando, A-58 
y signo radical, A-58 
y valor absoluto, 45 
Radicando. A-58 
Radiotelescopio, 788, 811,835 



Raiccs: 

complejas. 565 
cuadrada. A-51, 55 
cubicas. A-51 
de un polinomio. 213 
dc una ecuacion, 3 
doble. 59 
imaginaria. 59 
real, 59 

dc una funcion. 147 
nesima, A-52. 565 
principal. A-53 
Raiccs imaginarias. 59 
Raiz cuadrada. A-51 

de un numcro real negaiivo. 55 
propicdad. 60 

Raiz cuadrada principal dc un numero real 
negaiivo. 55 
Raiz cubica, A-51 
Raiz doble. 59 

Raiz /nisima principal. A-53, A-58 
Raiz de una funcion. 147, 213 
Raiz real. 59. 81 
Rango. 132. 133 
Rayo, 357 

Razon instanianea de cambio, 90 
Rcciproco, A-6. 53 
Rectal s): 
comda. 117 
ccuacion(es) de. 124 

forma intcrseccion de, 129 
forma punto-pendiente de, 121 
forma pendientc-interseccion de. 120 
forma estandar de, 115 
elevacion, 117 
grafica dc. 115 
horizontalcs. 123 
intcrseccion x dc la, 116 
intersection r de la. 116 
paralelas. 125 
pendiente dc. 117 
perpendieulares. 125 
vertical. 123 
Recta horizontal, 123 
Recta numerica real. A-4 
coordenada de, A-4 
origen de, A-4 
Recta secantc. 162 
Recta vertical, 123 
prueba. 136 
Rectas paralelas. 125 
Rcctas perpendieulares, 125 
Redondeo de valorcs calculados. A-74 
Reflector parabolico. 785, 787, 788 
Reflexion, 174 
Refraccion de la luz, 470 
Region de solucion acotada. 634 
Region de solucion no limitada. 634 
Region factible. 635 
Regia dc Cramer. 710-711 
Regia de la cola a la puma, 525 
Regia del paralelogramo. 525 
Regresion, 198 
Regresion lineal. 198 
Relacton de desigualdad, 27 


doble, 33 
grafica de, 28 
mayor que. 27 
menor que. 27 
propiedades de. 31.42 
tricotomia propiedad de. 27 
Rebrivamentc prime, 231 
Reloj aomico. A-49 
Renta de autos, 129, 164 
Residua. 217 
teorema. 218 
Rest*. 

de expresaooes ractonales. A-36 
de fiacaooes. A-10 
de fmaamt*. 166 
de nim pi . 662 
de iBn roles. A-7 

de raderfo A-62 
Resukwr. 525 
Rnenaon. 264 
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Secuencia anrmenca 
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aritmenca. 741 
de Fibonacci. 726 
deftmobu de. 724 
finita. 725 

formula de recursion para, 726 
geometnea. 741 
mfimta. 725 
termino general de. 725 
temunos de, 724 
Segmento de recta dirigida, 524 
Scgundo (angulo medido), 359 
Segundad social. 36 
Semipiano a la derecha. 627 
Semipiano inferior. 627 
Semipiano izquierdo. 627 
Semipiano superior, 627 


Semipianos. 627 

Seno inverso. identidades para seno. 430 
Serie: 

altcmante. 729 

antmetica, 744 

definicion de. 728 

finita. 728 

geomctrica. 746 

indice de sumatoria para. 728 

infinita. 728 

notacion de sumatoria para, 728 
Series altemantes. 729 
Series aritmeticas 
definicion de. 744 
suma de formulas para, 744 
Series geometneas: 
definicion de, 746 
formulas de suma finita para, 746 
formulas de suma infinita para. 748 
Sicologia. 16. 36.639. 650 
SEDA epidemico, 303 
Sanbolo de combinaeiones. 755, 767 
Simetria. 103 

Srstema eoordenado cartesiano: 
abscisa. 99 
coordenada ,v. 99 
coordenada y. 99 
coocdenadas. 99 
cuadrantcs de. 98 
eye horizontal de. 98 
eje vertical de. 98 
eje x dc. 98 
eye/de. 98 

eyes coordenados de. 98 
formula de la distancta para. 107 
formula del medio punto para. 113 
ordenada de. 99 
angen de. 99 

j rctaciooes polares a rectangulares, 
541 

y teorema fundamental de 
geometna analitica. 99 
Ststema eoordenado polar. 541 
eje polar de. 541 
grafkacion de, 545 
graficas estandar en. 551 
origen de. 541 
polo de. 541 

relaciones polar-rectangular de. 542 
trazo rapido en. 546 
y trazo punto por punto. 545 
Sistema eoordenado rectangular (veuve 

Sistema eoordenado cartesiano) 
Sistema masa-rcsortc. 114. 417, 499 
Sistema reducido. 607 
Sistemas de desigualdadcs lineales: 
grafica dc. 629. 631 
punto esquina de. 632 
recta limite de. 628 
region de solucion de. 631 
con limites. 634 
sin limites. 634 
region factible de. 635 
restncciones no negativas para. 632 
solucion factible de. 635 
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Sisiemas de ecuaciones lineales: 
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inconsisleme. 589 
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parametro. 592 
reducido. 607 
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solucion particular. 592 
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solucion por sustitucion. 18 
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solucion usando inversas. 686 
submatriz. 608 
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Sociologia, 617. 639, 651 
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Tension del cable. 537 
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Terremotos. 16, 26. 318, 319, 322. 328. 335. 
336, 338 

magnitud de, 318 
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Ultimo teorema de Fermat. 738 
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distancia. 38 
forma radical de. 45 
funcion. 156, 170 
interpretacion geometrica de. 38 
propiedades de, 42 
Valor de inventario. 672 
Valor future. 290 
Valor presente, 290. 303, 335 
Valores propios (de una matriz), 70! 


Variable. A-3 
Variable dependiente. 134 
Variable independiente. 134 
Variacion de la temperarura. 418, 449, 
583 

Vector algebraico. 532 
Vector geometrico. 524 
Vector unitario, 535 
Vectores fuerza. 527. 563. 578 
Vectores: 

algebraicos. 532 
cantidades escalares. 524 
cantidadcs. 524 
cero. 524, 532 
componentes de, 525, 528 
componentes escalares de. 532 
direccion de, 524 
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geometricos. 524 
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magnitud de. 524. 533 
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norma de. 533 
posicion estandar, 531 
propiedades de, 536 
punto inicial de. 524 
punto terminal de. 524 
regia de la cola a la punta, 525 
resultante, 525 
suma de. 525, 533 
tension. 537 
trasladados. 525 
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velocidad, 525 

y regia del paralelogramo. 525 
Velocidad actual, 525 

de expresiones racionales. 

A-36 

de fracciones. A-10 
de funciones. 166 
de matrices. 661 
de numeros complejos. 50 
de polinomios, A16 
de radicales, A-62 
de vectores. 533 
propiedades de. A-5 
Velocidad aparente. 525 
Velocidad del aire. 16, 21. 25.130 
Velocidad en el suelo. 15 
Vcntana cuadrada. 109 
Vida media. 288. 293 

modelo de decaimiento. 288 
Volumen de un cascaron cilindnco. 
A-20 

Vuelo de cohete. 320. 322 
Zona fotica. 302 


Elipse (11-2) 


I le -• 1 


. negativos (5-2, 6-1) 


a >h> 0 

Focos: F' (~c. 0). F\c. 0):c--a : -b- 
u > h > 0 

Focos: F (0. -c|. F{ 0, c): c~ = u I 2 - br 

Hiperbola (113) 


— '— I Focos: I -c. 0). Fie. 0): <~ = a : + b- 

ar />• 


— I Focos: F' (0, -c). F(0. r); c- = - tr 

o' />- 



sen(-.v) = -senx cos(-.v) = cos.v 
tan(—.v) “ -lan.v 


Identidades pitagoricas (5-2, 6-1) 

seir.v + cos : .( = I tan x + 1 = sec* x 
1 + cot : .x = esc 2 x 


Identidades de suma (6-2) 


Formulas de traslacion (11-4) 

X = r' + li, y = t'' + k, x‘ = X — h. y' — y— t 
Nuevo origen ( li. k) 

Ecuaciones parametricas (11-5) 

r /(/), .>' £</), r E I. dondc / es ua iiiervaio ea b 

Identidades trigonometricas 
(5-5, 6-1 a 6-4) 

Identidades reciprocas (5-2, 6-1) 


css. II tus V 




cosu + v) = cos x cos y - sen.x sen y 

tan x + tan v 

+ y) = -- 

I — tan x tan v 


Identidades de diferencia (6-2) 


i - jr) = sen x cos y - cos x sen y 

i — jr> = cos x cos y + sen.v seny 

tan x - tan v 

t ~ y» = -- 

l * tan i tan y 


Identidades de cofuncion (6-2) 


CSC .V = 


sen .x' 


1 

sec x = - 

cos x 


1 

col x = - 

tana 


Identidades de cociente (5-2, 6-1) 


tan .v = 


sen .v 
cos .t 


cot .r = 


cos.v 

sen.v 


i9<r - a. = 

(N- 


= cosy 
seat90° - 0i = cos 6 


sens 


cos90 ! — 6 t = send 


2 “ y ) = C0 ‘ y 

un(W- — 0 ) = cot 0 


Identidades de doble angulo (6-3) 


sen 2x — 2 sen x cos x 


I cos 2 x — sen 2 x 
1 - 2 sen 2 x 

2 cos 2 x - 1 


tan 2 x = 


2 tan x 
1 - tan 2 x 


2 cot v 
cot 2 x - I 


2 

cot x - tan v 




Identidades de mitad de angulo (6-3) 


Triangulos especiales (5-4) 


■i“ 4 v 


— COS A 


1 + cos r 


Los signos se detcrminan por el 
cuadrantc cn el quc sc encucntre a/2 


x I - cos .v 

tan — =- 

2 sen a 


sen a 
1 + cos A 




1 - COS A 



a 


V3 o 

Triangulo dc 30°-60 


o 



a 


a 

Triangulo de 45° 


Identidades producto-suma (6-4) 

sen a cos >’ = s|sen(A + y) + scn(A - >•)] 
cos a scny = 5 |sen(A + y) - sen(A - y)] 
sen a sen y = j[cos(a - y) - cos(a + >•)) 
cos a cosy = j[cos(a + y) + cos(a - y)) 


Identidades suma-producto (6-4) 


a + v a - y 
sen a + sen y = 2 sen —~ cos —-— 

„ t + y x-y 
sen a - sen y = 2 cos —-— sen ——— 

2 2 

„ a + y x-y 
cos a + cos y = 2 cos —-— cos —-— 


, a + y a - y 
cos a - cos y = - 2 sen —-— sen —-— 


Crados y radianes (5-3) 


0 d 0 R On se mide en grados: 

180° it 0„ se mide cn radianes 



Funciones trigonometricas (5-2, 5-4) 



tan a = - cot a = - 
a b 

t r cstti en grados o radianes) 

Para cualquicr mimcro real t y cualquicr funcion trigonomdtrica T: 
71a) = 7'(a radianes) 

Para tin eirculo tinitario: 



Funciones trigonometricas inversas (5-9) 


y = sen 

1 a significa 

x = sen >\ 

donde — tt/ 2 ^ v ^ rr/2 
y - 1 <v £ 1 

y = cos 

1 a significa 

x - cos >\ 

donde 0 £ y £ tt y 

- 1 £ A £ 1 

v = tan 

1 a significa 

.r = tan >\ 

donde — tt/2 < y < ir/2 


y a es cualquicr mimcro real 





